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Ueber Zahlengruppen in algebraischen Kérpern. 
Dritte Abhandlung.*) 


Anwendung auf die complexen Multiplicationen und Theilung 
der elliptischen Functionen. 


Von 


H. Weser in Strassburg. 


Um die in der vorigen Abhandlung ausgesprochenen Siitze voll- 
stindig zu erweisen, bleibt uns noch der Nachweis des Kérpers K’ 
tibrig, den uns fiir den imaginiaren quadratischen Kérper die Theorie 
der Theilung der elliptischen Functionen mit singularen Moduln liefert. 
Dieser Theorie ist die vorliegende dritte Abhandlung gewidmet. 

Mein Werk ,,Elliptische Functionen und algebraische Zahlen“ 
Braunschweig 1891, werde ich mit ,,E“ citiren, mein Lehrbuch der 
Algebra mit ,, Algebra“. 


§ 1. 
Die Weierstrass’schen elliptischen Functionen. 


Fiir den allgemeinen Nachweis des Theilungskérpers eignen sich 
die Weierstrass’schen elliptischen Functionen besonders deshalb, weil 
bei ihnen die Ausnahmestellung der Zahl 2 mehr zuriicktritt. Ich 
weiche in der Bezeichnung nur darin ab, dass ich die Perioden 2a, 
2a’ mit ,, @, bezeichne, und dass ich dem entsprechend 7,, 9, fiir 
die von Weierstrass mit 4, 4 bezeichneten Gréssen setze, so dass 
(1) 11 @_ — 1, @, = 2i**), 

*) S. diese Annalen Bd. 48, S. 433, Bd. 49, S. 83. 

**) Vgl. Formeln und Lehrsiitze zum Gebrauche der elliptischen Functionen. 
Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn K. Weierstrass bearbeitet und 
herausgegeben von H. A, Schwarz. Zweite Ausgabe Berlin 1895. Die Bezeichnung, 
wie ich sie hier anwende, findet sich schon in meinem Buche: Elliptische Func- 
tionen und algebraische Zahlen, Seite 89, 122ff. (Braunschweig 1890). Aehnlich 
auch bei Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen, Bd. 1, S, 145 (Leipzig 1890). 
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Fiir die Anwendung auf die complexe Multiplication ist es aber 
zunichst nothwendig, die Weierstrass’schen Functionen 6(u), g(u) so 
umzuformen, dass sie nur noch von den Verhiltnissen 
(2) = ors 
abhingen. Sind 

1 ¢ 
(3) Jr» Isr G = Z(G. —27 95") 
die Weierstrass’schen Invarianten, so ist, wenn A eine unbestimmte 


Groésse bedeutet 


6 (Au, A4wm,, A@,)—A 6 (u, @, @,), 
g (Au, d4@,, 4@,) =A — (u, @,, @,), 


(3’) 92(A@,, Aa.) = A~* g,(@,, @), 
93(A@,, Aa.) =A g;(@, @), 
G (A@,, 4@,) = 1-"G (@,, @), 
und die durch die Gleichungen 
4.27 g,° : 
‘i = =j(@) = 7,(@)', 
4.27.279,? . Oa 
a ae = j(@) — 27.64 = »,(@)* 


definirten Functionen j(@), y.(@), y,(@) hiimgen nur von dem Ver- 
hiltniss @ ab (E. § 41, 49). 
In den ,,Formeln und Lehrsiitzen“‘ (s. 6, (8)) findet sich die Ent- 
wicklung der Function 6(u) nach steigenden Potenzen von w, namlich 
a, 8 


6(u) = >) Aap 9.2 gg? were, 


worin @, 6 alle ganzzahligen Werthe von 0 bis co zu durchlaufen 
haben, und die A, rationale Zehlen sind. Machen wir hierin die 
Substitution 


omy fe. 
so hingt w nur von den Verhiltnissen (2) ab, und man findet nach 
(4) die Entwickelung 
— a,p 
G * . a " 
(6) )— 6(u) = P a,p 7 +8 (j — 27 . 64) +8 wteteet 


deren Coefficienten a, gleichfalls rationale Zahlen sind. 
Fiir die Function g(w) gilt eine Entwicklung von der Form: 


(7) 9 (u) -> Ba,s Go gsh Ut etoB—2 
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und wenn wir hierin die Substitutionen (4) und (5) machen, so folgt 


a, 8 
(8) 98 9 (u) = P4 ba, g jt? (j — 27. 64)2+28 wtatse—2 


worin die by, gleichfalls rationale Zahlen sind. 
Die Substitution (5) und die Entwickelungen (6), (8) versagen in 
den besonderen Fallen, wo g, oder g, = 0 ist. Fiir diese Fille ergiebt 


sich aber einfach folgendes: 
1 


(9) gg =9, ug tu, 
1 @ 
92, (u) = P a wiett, 
0, @ 
ga 9 (u) = > be wte—2 
0, « 
ae: 
(10) 92= 90, U=gs uw, 


1 
as? atm — Slap whee, 


0, @ 
1 
gs * 9(u) = > bg WP, 
0, @ 


worin die Coefficienten a,, ba, ag, bg rational sind. Alle diese Ent- 
wicklungen sind so eingerichtet, dass die Coefficienten ao, boo, a), Bo 
den Werth 1 haben. 


§ 2. 
Complexe Multiplication der Function ¢(w). 


Es sollen jetzt die Perioden w,, , der quadratischen Gleichung 
(1) Ao,? + Ba,a, + Ca,? =0 
geniigen, worin A, B, C ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaft- 
lichen Theiler sind, deren Discriminante 
(2) B—4AC=D=@QA 
negativ ist. Die Stammdiscriminante A ist dann die Grundzahl eines 
imaginaren quadratischen Kérpers, den wir mit Q bezeichnen. Durch 
die Form (1) ist eine Ordnung o’ dieses Kérpers bestimmt, die aus 
allen ganzen Zahlen von Q besteht, die nach dem Modul Q mit einer 
rationalen Zahl congruent sind. Ueber Q giebt es einen durch die 
Form (1) bestimmten Classenkérper K, der durch die Invariante j(@) 
definirt ist, und dessen Relativgrad in Bezug auf Q gleich der zur 
Discriminante D gehérigen Classenzahl ist. 
1* 








H, Wever. 


Die Ordnung »’ besteht aus allen Zahlen von der Form 


+yVD 
(3) we it 


worin x,y ganze der Bedingung 
z= Dy=QAy (mod. 2) 
geniigende Zahlen sind. Es sei mu eine dieser Zahlen, die zu Q relativ 
prim ist. Dazu ist erforderlich, da 5 (4 —Vd) immer eine ganze 
Zahl und folglich 
w= *t24Y (mod. Q), 


ist, dass die ganze Zahl Sn + QAy) relativ prim zu Q ist. 

Wir bestimmen nun vier ganze rationale Zahlen a,b, c, d durch 
die Gleichungen 
asia a+ 3 ? b= Ay, 


(4) 

c=—Cy, d = on Py, 
woraus sich ergiebt 
(5) ad —be=m—2— PY — ay’ 


wenn uw’ die mit w conjugirte Zahl + («— yD) ist. 

Setzen wir A als positiv voraus, so folgt aus (1), da der imaginire 
Theil von @, : @, positiv sein muss, wenn wir unter /D den positiv 
imaginiren Werth verstehen, 

2Aa,+ Ba,=/Da,, 
und die mit y multiplicirte Gleichung (1) laisst sich so darstellen 
ba,? + (a—d)a,a, —ca,? = 0. 
Daraus erhilt man 
uo, =a, + ba, 


6) Ua, = Co, + da, 

und durch Auflésung 

(7) rm - - — ba,, 
UU @, = — C@, + a@,. 


Hieraus ergiebt sich nun, dass g(wu) eine doppeltperiodische Function 
mit den Perioden @,, @, ist, und da sie tiberdies eine gerade Function 
von u ist, so ist sie rational durch g(u) darstellbar. Wir setzen dem- 
nach, indem wir mit R, P ganze rationale Functionen von g(u) ohne 
gemeinsamen Theiler bezeichnen, 


(8) p(uu) =z: 





Co ware a 


a, 
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Da der Quotient g(uu) :g(wu) fiir «—0O endlich bleibt, so ist der 
Grad des Zahlers um eine Einheit héher als der Grad des Nenners. 
Die Function P verschwindet nur fiir solehe Werthe von g(u), fir 
die g(uw) unendlich wird also fiir alle und nur fiir Werthe von der 


F 
—_ ¢ (Mattes) =9, 


worin h,@,-+ h,@,, aber nicht (h, @,-+h,.@,) : w eine Periode ist. Diese 
Wurzeln lassen sich aber in folgender Weise darstellen. Man mache, 
wenn A nicht schon von vorn herein relativ prim zu m ist, eine lineare 
Substitution mit der Determinante 1: 


a, = a0, + Ba, @,'= yo, + da,, 
so dass 
(9) A’ a@,'? + Ba, a,’ + C'o,'? = 0. 
und dass 


A’ = Aa? — Bap + CP? 
relativ prim zu m wird. Dann kann man, da es auf eine Periode im 
Argument von g nicht ankommt, die Wurzeln g in der Form annehmen 
P (hethaee), 


und wenn man darin fiir @,": 0,’ seinen Werth setzt, so ergiebt sich 
fiir die Wurzeln von P 
), 


(10) g = 9 (v rE Be 
worin yv eine ganze Zahl der Ordnung »’ ist, wie uw. Das Argument 
dieser g-Function ist nur dann einer Periode gleich, wenn v durch wu 
theilbar ist. 

Wenn nimlich dies Argument eine Periode wire, so miisste v:u 
in der Form darstellbar sein: 


__ hy +h, = ? 

worin h, und h, ganze rationale Zahlen sind. Wenn wir @,': @," aus 
(9) berechnen, so ergiebt sich hier auf der rechten Seite ein Bruch, 
dessen Nenner in A’ enthalten ist. Da aber auf der linken Seite der 
Nenner uw steht, was zu A’ relativ prim ist, so miissen beiderseits 
ganze Zahlen stehen. 

Zwei Werthe g, g’, die den Zahlen v, v’ entsprechen, sind daher 
auch nur dann einander gleich, wenn 
(11) v=-+-v' (mod. uw). 

Wir zahlen zuniichst die Anzahl der verschiedenen Werthe g, in 
denen auch 2» nicht durch w theilbar ist, in denen also das Argument 


der g-Function auch nicht gleich einer halben Periode wird. Hier sind 
drei Fille zu unterscheiden. 
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1) Ist N(uw)—m ungerade, so sind die Werthe + v und — v 
alle incongruent, und die Anzahl der verschiedenen Werthe g ist 


gleich : (m—1). 

2) Wenn wp durch 2 theilbar ist, ein Fall, der bei geradem m immer 
eintritt, wenn 2 im Kérper Q Primzahl ist, also wenn A=5 (mod. 8), so 
hat die Congruenz 2v = 0 (mod. mw) vier incongruente Lésungen, und 
die Anzahl der Werthe g ist > (m—4). 

3) Ist aber 2 in Q in zwei Idealfactoren zerlegbar, was eintritt, 
wenn A = 0 (mod, 4) und wenn A = 1 (mod, 8) ist, so kann w durch 
den einen der Factoren von 2 theilbar sein, und dann hat die Congruenz 
2v = 0 (mod. w) nur zwei incongruente Lésungen. Dann ist die An- 
zahl der verschiedenen Werthe g gleich 5 (m—2). 

Wenn zwar nicht v, wohl aber 2y durch w theilbar ist, also 
2v = pv’ ist, so ist 


9 (v sect for) =¢(v’ oot Pe) -_ (Matha), 


worin h,,h, ganze Zahlen bedeuten, die nicht beide gerade sind. Es 
ist dann also 


p (orem) me 


gleich einer der drei Wurzeln e¢,, ¢,, ¢, der cubischen Gleichung 
42° — 9,4 — 9, =0 


6 (p emt Bm) 0, 


Da nun g(w) unendlich gross in der zweiten Ordnung wird, so muss 
jeder Factor g(w) —g in P zweimal vorkommen, es sei denn, dass 
g(u) —g und g(u) zugleich verschwinden, und daraus folgt, wenn S 
eine ganze rationale Function von g(u) bedeutet: 


und es ist 


1) m= 1 (mod. 2), P = §?, 
(11) 2) m=0, # =0 (mod. 2), P= g'(u)?S8?, 
3) m=0, mw nicht =0 (mod.2), P—(p(u)—e) 8? 


Der Fall 3) giebt aber noch zwei verschiedene Fille. Da y relativ 


prim zu Q vorausgesetzt war, so miissen wir hier Q ungerade an- 
nehmen, und es ist 


3.) D=0 (mod. 4) u. zwar D=— 4 (mod. 16), 
oder D= _ 8 (mod. 16) 
(da D= A (mod. 8) und A Stammdiscriminante ist). 


Hie 
set: 


ZW! 
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Hier ist 2 im Kérper Q ein Quadrat. Es ist, wenn wir 2y == wv’ 
setzen, w und v' durch 7/2 aber nicht durch 2 theilbar, Wenn aber 


»_ vty VD oP das wv’ +y" VD 
2 


Vv 9 ? 


zwei durch //2 aber nicht durch 2 theilbare Zahlen sind, so ist 
v’ — v” = 0 (mod. 2) 
und folglich sind die beiden Werthe 


(12) p(y SEEM), p(y st hm) 


einander gleich. Die in (11), 3) vorkommende Zahl e¢ ist also nur von 
der repriisentirenden Form (A, B, C), nicht aber von der Zahl pw 
abhingig. 

3») D=1 (mod. 8). In diesem Falle sind, wenn v’ durch den 
einen, v’ durch den anderen Primfactor von 2 theilbar ist, die beiden 
Gréssen (12) von einander verschieden, und nur fiir diesen Fall. Es 
treten also in der Formel (11) 3) je nach Wahl von uw, bei fest- 
gehaltenem (A, B, C), fiir e zwei verschiedene der drei Gréssen 
€,, €, €, auf. 

Eines ist noch in Bezug auf die speciellen Fille g,—=0, g,=0 
hinzuzufiigen. 

4) Der Fall g, = 0 tritt dann und nur dann ein, wenn D = — 4 
ist*). Dann ist aber, wie sich aus § 1, (8) ergiebt, 


p(iu) = — e(u) 

und die Gréssen g sind also paarweise einander gleich und entgegen- 
gesetzt. 

Es ist eine der drei Gréssen e,, €,, e¢, gleich Null, die beiden 
andern sind einander gleich und entgegengesetzt, 

Daraus folgt, dass S nur gerade Potenzen von g(u) enthalten kann. 

5) Der Fall g, = 0 tritt ein, wenn D = — 3 ist. 

Es ist, wenn @ eine dritte Einheitswurzel bedeutet 


(13) 9(u) = ep(9?u) = e’ (ou). 
Tn diesem Falle ordnen sich also die Wurzeln g von S zu dreien in 
der Weise 

9, 09, Og. 
Unter diesen dreien kénnen aber nur dann zwei einander gleich sein, 
wenn alle drei gleich Null sind. Es verschwindet aber hier, wie aus 


(13) hervorgeht, die Function g(u) fiir die Werthe + und die 


*) E. § 88. 
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damit congruenten Werthe, unter denen auch +5 vorkommt, und 


der Werth Null kommt also unter den Wurzeln g dann und nur 
dann vor, wenn m durch 3 theilbar ist. Wenn also m=O (mod. 3) 
ist, so ist S: (uw) wnd wenn m= 1 (mod. 3) ist, so ist S eine ganze 
rationale Function von g(u)® (m kann hier nicht = — 1 (mod. 3) sein) : 


§ 3. 
Der Theilungskorper. 


Um iiber die Coefficienten in den Formeln der complexen Multipli- 
cation weiteren Aufschluss zu erhalten, wendet man die Reihenent- 


wicklungen nach Potenzen von w (§ 1, (5), (8), (9), (10)) an. Setzen wir 


1 1) r=—4t(u)— 2% g(u) im allgemeinen Falle, 
G g 
2) a on im Falle g, = 0, 
2 
3) - ee im Falle g, = 0, 
3 


so erhalten wir die fiir alle drei Fille giiltige Formel 
R 
(2) t(uu) = Pp 


wenn R,, P, ganze rationale Functionen von t sind. 

Wir machen die Coefficienten der héchsten Potenz von t in P, 
gleich 1. Die iibrigen Coefficienten von P, sind dann, da sie aus 
Wurzeln einer Theilungsgleichung zusammengesetzt sind, gewiss 
algebraische Zahlen. 

Wir kénnen uns daher den Bruch R,: P, so erweitern, dass er 
in Z: N iibergeht, worin N rationale Coefficienten hat. Dann kénnen 
wir die Coefficienten von Z dadurch bestimmen, dass wir in 

t(uu)N=Z 
beide Seiten nach Potenzen von w entwickeln. 

Wenn wir also jetzt unter dem Classenkérper ® den Inbegriff der 
rationalen Functionen von j(@) und /A verstehen, (der in Bezug auf 
Q ein Abel’scher ist) so lehren die Entwicklungen des § 1, dass die 
Coefficienten von Z diesem Kérper angehdren. 

Wenn man dann N und Z wieder von gemeinschaftlichen Theilern 
befreit, was durch rationale Operationen geschieht, so folgt, dass auch 
die Functionen R, und P, dem Classenkérper angehiren. 

Hieraus ergiebt sich beiliufig der bemerkenswerthe Satz, (nach 
(11), 3) des vorigen Paragraphen) , dass von den drei Gréssen 














mem dS eo 


— 
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$r9xe1__, == 92a _ 
G 1» "G 


é. 
&o, oafes = 


&3 

im Falle D =0 (mod. 4) die eine, im Falle D =1 (mod. 8) zwei, 
und folglich auch die dritte, dem Classenkérper angehéren. Von der 
Function P, sondert sich nun ein Quadrat oder, in den beiden Aus- 
nahmefillen, eine vierte oder sechste Potenz einer rationalen Function 
von t(u) ab, deren Coefficienten gleichfalls dem Classenkérper an- 
gehoren. 

Wenn wir daher P, (durch rationale Operationen) von allen mehr- 
fach darin vorkommenden Factoren befreien, so entsteht eine gleich- 
falls dem Classenkérper angehiérige ganze rationale Function 7, von 
t, ohne mehrfache Factoren, deren Wurzeln die simmtlichen 


@) ture e(y Set Pe) 


sind (mit Ausnahme von v = 0). 


Wir nehmen nun zwei Multiplicatoren w und u,, die einen gréssten 
gemeinschaftlichen Idealtheiler m (in 2) haben, und setzen 


e=am, w — Am, 
worin a, a, relativ prim sind. 

Bedeutet ¢ eine Einheit des Kérpers Q, (also im Allgemeinen 
é=-+1, in dem Falle 2) e—-+-1, +7, im Falle 3) e=-+-1, +, +0”), 
so sind zwei Wurzeln t,,,, Tu,,», nur dann einander gleich, wenn 


ur, = eu,v (mod. wu). 
Es muss also v durch q theilbar sein. Wir wihlen eine Zahl @9 in o’, 
die durch « theilbar ist, aber so, dass 9:4 relativ prim zu m wird, 
und bestimmen § aus der Congruenz 


o§ =v (mod. 4); 
dann erhalten wir die den beiden: Functionen 7,, T,, gemeinsamen 
Wurzeln in der Form 


(4) zr (Chet Peel) — ry 


und € durchlauft ein Restsystem nach dem Modul m (mit Ausschluss 
der Null). Die von einander verschiedenen unter den Groéssen rt; ge- 
niigen also einer Gleichung in ®, 7, — 0 und dasselbe gilt auch noch, 
wenn wir & in (4) auf solche Zahlen der Ordnung 9’ beschrinken, die 
zu m relativ prim sind. Denn durchliuft m’ alle echten Theiler von m, 
so brauchen wir ja 7, nur von gemeinschaftlichen Factoren, mit den 
Tw zu befreien, und wir kommen also zu folgendem Hauptsatze: 


I, Bedeutet m ein beliebiges, zu Q theilerfremdes Ideal 
des Korpers Q, so giebt es im Classenkorper & eine Gleichung 
®,, (t) = 0 
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deren Wurzeln die stimmtlichen von einander verschiedenen 
unter den Zahlen 


s ee) = te 


sind, wenn & alle zu m theilerfremden Zahlen eines Rest- 
systems nach m durchliuft. 

Um den Grad der Function ,, zu bestimmen, bemerken wir, 
dass man zu jeder Zahl § in » eine nach den Modul m congruente 
Zahl in o’ finden kann, und dass zwei Gréssen rz und tz nur dann 
emander gleich sind, wenn 


— = «&' (mod. m) 
ist, Dies giebt also soviele verschiedene Werthe von &, als es Ein- 
heiten in Q giebt. Hine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn m ein 
Theiler von 1—<«, also wenn m ein Theiler von 2 oder (im Falle 
D = — 3) ein Theiler von 2 oder von /— 3 ist. 
Wir umfassen aber alle Fille, wenn wir dem Satz folgende 
Fassung geben: 
Il. Der Grad der Function %,, ist gleich der Anzahl 
v(m) der nach dem Modul m incongruenten, zu m theiler- 
fremden Zahien in 9’, getheilt durch die Anzahl der nach m 
incongruenten Einheiten in 9. ~ 
oder auch so: 


Ill. Ist m ein beliebiges zu Q theilerfremdes Ideal in Q, 
so existirt ein Theilungskirper Sm tiber KR, dessen relativer 
Grad in Bezug auf & hichstens gleich w(m) dividirt durch 


die Anzahl der nach m incongruenten Einheiten in 9’ ist. 
Setzen wir zur Abkiirzung 


(5) Gan eee tion) 
so sind die Wurzeln von ®,, in der Form enthalten 
(6) t = t(ED). 
Nach der Formel (2) erhalt man also 
R, (z (@)) 
oa ——-, 


und hierin kann, da § relativ prim zu w ist, die Function R, fir 
keine der Gréssen tz verschwinden. Demnach ist, wenn wir mit F;(z) 
eine in & enthaltene Function der Variabeln x verstehen 

t(§@) = F; (c(@)) 

und allgemein 


Tee = Ae (Fe) = Fe (%)- 


— 
TRL ee 











———EEE 
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Hieraus ergiebt sich nach bekannten Sitzen der Algebra*). 
IV. Der Korper Tm ist in Bezug auf R ein Abel’scher 
Korper. 


§ 4. 
Multiplication der Jacobi’schen elliptischen Functionen. 
Fiir die weitere Erforschung der Zahlencoefficienten in den Multipli- 
cationsformeln ist es zweckmiissig, die Jacobi’schen elliptischen Func- 


tionen sn v, cnv, dnv und den Legendre’schen Modul x zu benutzen. 
Es ist (Ell. F. § 41) 


64 K* ’ 
=F gi (l—ex), 
28 K6 © , , 
93 = Fan 2+HH'?)(x? x), 
(1) 98 Ké6 


= 27 of (1+ x") (2— x?)(1—2x?), 
G = (= - win’ 4, 


und wenn man 








(2) oa 
setzt 

4K*/ 1 1+ 
(3) p (u) = oe = eo 6 8 ‘): 


Es soll nun fiir x die Grosse 
1 
(4) A=4(i +x) 
eingefiihrt werden. Dann ergeben die Formeln (1) und (3) 


4 K' 2 
g, = = XE (ar 48), 








8 K*xs 
(5) 93 = or A472), 
25 K12 x6 
G = — (A? —64) . 


Hier ist das Periodenverhiltniss 





o tk’ 
(6) o= @ — 
und x ist als eindeutige Function von bestimmt durch 
ee fy) a one Fro — 
(7) yjx= Fe)? Vx a, (E. Seite 149). 


*) Vgl. Algebra Bd. I, § 162. 
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Man erhalt weiter aus (5) und § 1, (4): 


12 — 48 1(42— 72) 
8 = = ——— 
(8) V2 Ve— a’ V3 Ju—a’ 


(9) 4° — 9.16.44— (j(@) — 27.25) a? + 64 (j(@) — 27.64) = 0. 








Fiir den Fall der complexen Multiplication ist j(@) eine ganze alge- 
braische Zahl, und die Gleichung (9) zeigt, dass dann auch A eine 
ganze algebraische Zahl ist, woraus man wieder schliesst, dass auch 
4x und 4: ganze algebraische Zahlen sind. 


Wir haben ferner noch 


_— 929s __ 4(a® —48) (42 — 72) 1 a 
(10) t(u) = “G* e(u) = 2.81(2—64) \xeno’ ia 











__ 16 (1—x®x"*)(2-4+-x?x’?) A 1 4 
~ $1 ’ 


ut 4 sn v2 3 





und in den beiden Fallen g, = 0, g, 0, in denen man 4 =O und 
4=4/3 annehmen kann 


(10), +(¥) = Ta 
3V3 1 1\3 
(10), t(u) = - (oie - 7) . 


Die Grésse 4 gehért fiir ein singulires m im Allgemeinen nicht dem 
Classenkérper an, wohl aber ist der Classenkérper in dem Kéorper 
(4, YA) enthalten. 


Wir fiihren nun, zunichst noch fiir ein Variables w, (mit Kronecker) 
die Functionen ein: 


(11) «=—/yxsnv, y= V1—-2 =n», g—=dnv=y/1—x 2. 


Dann ergeben sich fiir die Multiplication der elliptischen Functionen 
mit einer ganzen rationalen Zahl m die Formeln. 


I. Fiir ein gerades m 


- xyz A,, (x) 
mv = —p_——— 
Vx sn D, (ay? 
B,, («) 
ch Mv = D,, @)’ 
du mv = Cm (@) 


D,,(@) 
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II. Fir ein ungerades m 

Vx sn mv = ae " 
y B,, («) 
D(a)’ 
2C,, (a) 
D,, (a) ’ 


ch Mv = 


dn mv = 


worin An, Bn, Cn, Dm ganze rationale Functionen von x (sogar von 2) 
sind, fiir die man aus dem Additionstheorem Formeln zur recurrenten 
Berechnung findet: 


A,=1, By=1, G—1, D,—1, 
(12) A,=2, B,=1— <2? + 21, 
C,=1—2e27+24, D,=1— 24, 


Agm —_ 2AmBnCm Dn, 


BR. ~ER— * aye? At Ce m gerade, 
= y° Bi, Di, — ~ ae? An Cn m ungerade , 

(13) Qn = cn. nay’ 2° A>, Be, m gerade, 
= 2°C* Di, — «2 y A? B, m ungerade, 

Dem = Di, —a*y'e At m gerade, 
= Dt, —x* At, m ungerade. 


Aom+1 = y? 2 An Dn Brns Cm-41 +- Am41 Dina Crm Bn m gerade ’ 
= An Dn BysCnoity?2*AmtiDniiCnBn m ungerade, 


(14) Bem4a = BnBmjsDnDmja— = 22? AmAmi1 Om Cmts 


Com4i = Cn Cm1 Dn Dn4i— 42? Y? Am AmtiBmBnis; 
Domi = Di, Dor _ x y 2 An Amt e 


Die hier gebrauchte Bezeichnung weicht von der in meinem Buche 
gebrauchten nur darum etwas ab, weil hier x eine etwas andere Be- 
deutung hat. 

Wenn man die Kette der Functionen A,,, B,,, Cr, Dm durch die 
Formeln (12) bis (14) definirt, so erhalt man unmittelbar aus dem 
Additionstheorem den Beweis der Formeln I, II. 

Bei geradem m ist die Function A, vom Grade m?—4, Ba, Cn, 
Dn vom Grade m? und bei ungeradem m sind alle vier Functionen 
vom Grade m?—1. Fir =O erhalt man 
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(15) A,, (0) =m, B,(0)=C,(0) = D,,(0) =1, 
was sich alles leicht aus den Formeln durch vollstindige Induction 
ergiebt. 

Man kann auch die Coefficienten der héchsten Potenz von x in 


Am, Bn, Cn, Dm durch vollstiindige Induction bestimmen. Sie ergeben 
sich der Reihe nach 


m—2 m 
—1)* m 1, 1 —1 bei geradem m 
(16) ( , ? » ¢ , 1g ’ 
(—1)* , +1, 1, (—1)? m_ bei ungeradem m. 
Verwandelt man » in v+iK’, so hat man nach den bekannten 


Formeln fiir die elliptischen Functionen folgende Vertauschungen vor- 
zunehmen 





Z, Y; zg mit 
1 —iz —iVus 
#& Vax x 
Vx sn mv cn mv dn mv, 


m 


Yxsnmov (— 1)? cnmv = (— 1)? dn mv bei geradem m, 





m+1 m+1 
1 —1) * ¢dnmv (—1)? é¢enmo : 
= <2 =s bei ungeradem m. 
Vx sn mv x sn Mv sn mv 


Wenn man also in den Formeln I, II diese Substitutionen macht, 
so findet man mit Riicksicht auf (8) und (9) 


bei geradem m 


An (x) = (— 1)® a4 Ay, (2), 
B, (2) = a B,(<), 
17 
( ) Cu (a) _— a” Cn (2), 
Dn (x) = (— »? a” Dy (-), 
bei ungeradem m i 
An(#) = (—1) ? 2D, (2), 
— m—1 ¢t 1 
an) By (2) = a**-1C,,(<), 
Cn (a) = a" B,,(<), 


m—1 
Dy (2) = (—1) 2 gmt A, (:), 
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Zum Beweise dieser Formeln kann man entweder davon Gebrauch 
machen, dass A,,(%), By(x), Cn(x), Dn(~) keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, oder man kann sich, (wie in E. § 60) der 6-Functionen 
bedienen. 


Aus den Relationen 

1 = cn? v + sn?v = dn?v + x’ sn? 

ergeben sich die Gleichungen 
D}, = Bi, + “ye Ai, = Cn, +x2°y'2 Al sm gerade, 
(19) : 
Di = y Ba + = An = 2@ C2, + x2 A}, m ungerade, 
mit deren Hilfe man zweien der Formeln (13) fiir ein ungerades m 
die Gestalt geben kann 
22% 


Bim = Dn — = AnD + 2° An, 
(20) ; 
Com = Di, — 2x 2° A®, Do, + 2‘ As. 

Die Functionen A,,, B,, Cn, Dm hingen ausser von x rational von 
“x ab und haben rationale Zahlencoefficienten. Es ergiebt sich aber 
durch vollstindige Induction aus den Formeln (12), (13), (14) der 
wichtige Satz 


Die Function A,, By, und das Product Cn Dm sind 
ganze rationale Functionen von x und von A mit rationalen 
ZLahilencoef ficienten. 


§ 5. 
Die Theilungsgleichung bei ungeradem m. 


Die Gleichung A,,(x) = 0 wollen wir die Theilungsgleichung nennen. 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind 


-  4hK + 2hiK’ 
(1) Vx sn — —— 


? 


wenn h und h’ je ein volles Restsystem nach dem Modul m durch- 
laufen, mit Ausschluss der Combination h =0, h =—0. Wir wollen 
zur Abkiirzung ee 

(2) Qh y = Ete 

setzen und demnach die Wurzeln der Theilungsgleichung mit 


(3) Xi, = Vx sn Qi, iY 
bezeichnen. Um die Thetafunctionen einzufiihren, setzen wir (E. § 37) 
ote, ) 


uF.) 





(4) oO ik’ q= einmw 


K? >» Ky = 
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und erhalten 











y 22th 2v+1 n\? 
a > Hnre m tates A 2 +5) 
—a, @ 
(5) Zh, h’ 7 oa r dnivh (+2) al 
(—1)"e m q m, 
—@, @ 


Im Nenner dieses Ausdrucks, erhalten wir die niedrigste Potenz 


von q, wenn wir v so auswahlen, dass v += dem absoluten Werthe 


: is , ' P , 
nach kleiner als 5 ist, bei ungeradem m giebt es immer nur eine solche 


Zahl v (bei geradem m wiirde man fir h’ =im zwei Glieder mit 


niedrigster Potenz fiir y=, —1 erhalten). Demnach hat bei un- 
geradem m der Ausdruck (5) die Gestalt 


Baw = HG, = 1 — OQ + OQ?» +s 


worin Q, und Q, nach steigenden Potenzen von q geordnete Reihen 
sind, deren Coefficienten ganze algebraische Zahlen (Kreistheilungs- 
zahlen) sind, und von denen Q, nur positive Potenzen von q enthilt. 
Wir haben daher den Satz: 

1. Bei wngeradem m lassen sich die Wurzeln x1 in 
unendliche Reihen, nach steigenden Potenzen von q entwickeln, 
deren Coefficienten ganze algebraische Zahlen sind. 

Wir wollen jetzt die im vorigen Paragraphen eingefiihrte Grosse 4 
gleichfalls nach Potenzen von g entwickeln. Nach E. § 49, (3) und 
§ 21, (10) ist 


1 f(o)' , 4 f(a) 
A= A(x + 24 Mer 4 4 ier 


(@)* 
i [][o+e>- 1 [[o+er 
=4q 2 1l,@ + 16q° —2* —_ 








[[o+en T[o +7") 
lo lo 


und hieraus ergiebt sich eine Entwicklung in der Form 


1 
(6) A=q *(1+4q+4e+4,9°+---), 
in der die Coefficienten 4,, 4,,4,,... ganze rationale Zahlen sind. 
Es sei nun S irgend eine ganze symmetrische Function der 2,, 
mit ganzzahligen Coefficienten. Diese Function ist nach 1. in eine 
Reihe nach steigenden Potenzen von g entwickelbar, deren Coefficienten 
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ganze algebraische Zahlen sind. Andererseits ist nach dem Schlusssatz 
des vorigen Paragraphen S eine ganze rationale Function von 4 
(7) S = 8,4 + 8, as? + Sas? +.--- +8, 
worin S,, S,, S,,... rationale Zahlen sind, und s irgend einen positiven 
Exponenten bedeutet. 

Setzt man hier fiir 4 die Entwicklung (6) ein, und vergleicht 
dann rechts und links der Reihe nach die Coefficienten von 


s s—l s—2 
2 2 2 


q ? q » g mie Sy 


so erhailt man fiir S,, S,, S,,... ganzzahlige Ausdriicke. Da sie ausser- 
dem rational sind, so sind es ganze rationale Zahlen. Da zu den 
symmetrischen Functionen S auch die Coefficienten der Function A, (2) 
gehdren, so gelangen wir zu dem folgenden Satze: 
2. Bei ungeradem m lisst sich die Function A,(ax) in 
der Form darstellen 
m—1 
(8) Am(2) = (—1)* a*-1 + a, a3 + a, am? 4 wes om 
worin die a,, dy,... ganze ganzeahlige Functionen von A sind. 
Diese Eigenschaft der Function A,, lisst sich nicht oder wenigstens 
nicht leicht aus den Recursionsformeln ableiten. 
Fiir ein ungerades m sind die Wurzeln von B,,(x%) und C,,(x%) zu 
einander reciprok, § 4, (18), und die Wurzeln von B,,() sind 
ome Fo shh ’ o) 
Ya, =V «80 (Qiyv + K) = thtWe)? 
Foo Gare, o) 


Diese lassen sich so wie die 2,, entwickeln und dasselbe gilt auch 
von ihren reciproken Werthen was bei den 2,, nicht der Fall war, 





weil zwar 2 cos ahs » nicht aber 2 sin = eine Kinheit ist (Algebra 


Bd. I, § 137). Aus diesem Umstand kénnen wir, ganz so, wie wir 
den Satz 2. abgeleitet haben, schliessen: 
3. Die Coefficienten des Productes B,,(x) Cn(x) sind 
ganze und ganzzahlige Functionen von A. 


Wenn wir unter » eine natiirliche ungerade Zahl verstehen, so 
ergiebt sich aus § 4, II. 


(9) 2A,(x) —j/x sn nv D,(z) = 0 
eine Gleichung vom Grade n?, deren Wurzeln sind 


worin / und ?’ je ein volles Restsystem nach dem Modul » durchlaufen. 
Mathematische Annalen. L, a 
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n—1 
Der Coéfficient der héchsten Potenz von x in (9) ist (—1)” , und 
ot 
man erhilt daher das mit (—1)* wmultiplicirte Product der Wurzeln, 
wenn man & =) setzt. 
Daraus ergiebt sich 


(11) rane -[7 Yusn (0 4- St =m), 


wenn bei dem Product [To die Combination 1=0, 1’ =O aus- 
geschlossen ist. 


§ 6. 
Anwendung auf die singuliren Moduln. 


Aus diesen Resultaten ergeben sich wichtige Schliisse, wenn man 
sie auf die singuliren Moduln der complexen Multiplication anwendet, 
wenn man also fiir @ die Wurzel einer quadratischen Gleichung 
(1) Ao’?+ Bo+C=0 
mit negativer Discriminante D — B? — 4AC setzt. Daun wird, wie 
schon oben gezeigt, 4 eine ganze algebraische Zahl, und es folgt aus 
2. und 3. (mit Riicksicht auf § 4, (15), (16)) 

1. Fiir die singuléiren Moduln der complexen Multipli- 
cationen und fiir ein ungerades m sind die Grissen 


Lik’ = Vx sn Qh x’ 
ganze algebraische Zahlen, und die Grissen 
— "x cn 2, h 
Yn = Vx 80 (Qiv+K)= px — 72, f 
sind algebraische Einheiten. 
Wendet man die aus der linearen Transformation der elliptischen 
Functionen stammende Form an: 
dn (iv, x’) 
dn (0, %) = cate, «) 
so ergiebt sich nach 1. der Satz: 
2. Die Zahlen 


dn Q, Zz Vu 
h,h x % 
“Ve” - cn Qh x's = cn Qhx’ dn Qh a’ 


sind algebraische Einheiten*). 
Aus der Form (8) §5 der Theilungsgleichung ergiebt sich aber 
weiter noch 








*) L. Kronecker, Zur Theorie der elliptischen Functionen, Sitzungsberichte 
der Berliner Akademie 29. Juli 1886. 
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m+1 h,h’ 
(2) m=(—1)* J Pay, 
d, h. der Satz: 
3. Die ganzen Zahlen x, sind Theiler der Zahl m. 
Kin fernerer Schluss ergiebt sich noch aus der Formel (11), § 5, 
wenn wir annehmen, dass m und ” relative Primzahlen sind, und wenn 
wir darin v = Q,, setzen. Denn da nach 1. 


rom 4hk + 2htk’ 4lk + 20'tk’ 
— asn (eer re ere) 


ganze Zahlen sind, so folgt, dass auch die Quotienten 
Vuen nQ, » 


Vr sn 2), X 
ganze Zahlen sind. Dies gilt fir jedes ungerade m also auch fiir 
n—' (mod. m); und wenn wir dann Q),, durch nQ, ersetzen, so folgt, 
dass auch 

Vx sn Qa nw’ 


Vx sn NQ, 1 
, 


eine ganze Zahl ist, und der Quotient ist daher eine Einheit. 
Nennen wir also ganze Zahlen, die sich nur durch einen Einheits- 
factor von einander unterscheiden, associirte Zahlen, so kénnen wir, 
wenn wir unter Q irgend eine der Gréssen Q,, verstehen, den Satz 
aussprechen: 
4. Die ganzen Zahlen 


Vx sn nQ 


sind, wenn n eine Reihe ungerader relativer Primzahlen zu 
m durchldéuft, mit einander associirt. 


§ 7. 
Irreducibilitét der Theilungsgleichung, fiir den Fall singularer 
Moduln. 


Wir halten jetzt an der Annahme fest, dass m eine Wurzel der 
quadratischen Gleichung 
(1) Ao’®+ Bo+C=0, B—4AC=D=@QA 
sei. In E. § 93, 102 ist gezeigt, dass unter dieser Voraussetzung die 
Function x? von @ eine Classeninvariante fiir die Discriminante 4D 
ist, und der durch x? bestimmte Classenkérper ist, wenn D = 1 (mod, 8) 
oder von D = — 4 oder = —3 ist mit dem Classenkérper & (D) 
identisch ; in den anderen Fillen ist sein Grad zwei oder drei mal so 
gross als der von &. 
Q* 
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Nach der Ganss’schen Transformation ist aber 
2(@) 4% (o) 
x (*) (1 + «(o))? 
und folglich kann x selbst, und daher auch 4 rational ausgedriickt 
werden durch x?(@) und x? (2). 


Wenn nun C gerade ist, so geniigt m@:2 einer quadratischen 
Gleichung von der Form (1) und derselben Discriminante D. Weun 
aber C ungerade ist, so ist die Discriminante 4D. 

Nun kann C immer gerade angenommen werden, ausser wenn 
D = 5 (mod. 8) ist, und wenn wir also den Kérper, der aus den 
rationalen Functionen von 4 und /A besteht mit & bezeichnen, so 
ergiebt sich folgendes: 

I. Richten wir, wenn es miglich ist, die Gleichung (1) 
so ein, dass C gerade wird, so ist 
1) L—RK(4D) wenn D=0,1,4 (mod. 8), 
2) LQ—RK(16D) , D=5 (mod. 8). 

Der Classenkérper & gehért daher zu einer Ordnung 9” in Q, 
deren Fiihrer im ersten dieser Fille —2Q, im zweiten = 4Q ist. 

Es folgt hieraus nach E. § 110, dass in dem Kérper 2 nur solche 
ungerade Primzahlen n in Primideale ersten Grades zerlegbar sind, die 
in der Form: 

1) n=? — D7’, 
2) n= & — 4Dy7? 
darstellbar sind, und wenn wir also nach § 2 (4) 


B 
a+ <y, b= Ay, 





c=ma—Cy , dan 278 ad—bec=n 


setzen, so ist = 2&, y= 2y oder — 4y zu setzen, und es folgt: 





9\ a, b — 1 0 € 
(2) D=(0' 1 )(mod. 2), 
(3) c =0 (mod. 4). 
Wenn dann 

D —VD 
(4) a ot?>y, = YDy 


also vv’ =m gesetzt wird, so ist 


(5) vK a ak oe bik’, 
vik'’=cK+ dik’. 
Wir lassen nun den Ausdruck 
__ ghK+42nik’ 
6) wa EE 





to teriet = On 
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ein volles Restsystem nach dem Modul 2K, 21K’ (mit Ausschluss der Null) 
durchlaufen, und behalten von zwei entgegengesetzten Werthen nur 
den einen bei. Die ganzen Zahlen h, h’ nehmen dann 5 (n— 1) ver- 


schiedene Werthe an, (E. Seite 483) und nun bilden wir die vier 
ganzen rationalen Functionen « vom Grade n — 1, 


Ash’ 
A,(2) = [[@ —xsn B’), 
Ayh 


B,(x) = ic —%* sn(o+K)')— J J (@—« inm)) 


hh’ 
C,(e) = [J (@ —«m@+K+iKy)=[](@—1%), 


hh’ Aa" 
D,(x) = IT (a? — x sn(a+ K’)?) -[[@ da wae); 


Nach §6, 1. haben die Functionen A,(x), B,(x), C,(”) ganze 
algebraische Zahlencoefficienten, wihrend D,(x), von einem constanten 
Factor abgesehen, mit 

o4() 
fo 


iibereinstimmt. Durch die Vergleichung der Nullpunkte ergiebt sich 
nun, mit Riicksicht auf (2), (3), wenn 

x= Yxsnv 
gesetzt und ein constanter Factor durch die Substitution » + ik’ fir 
v bestimmt wird (E. Seite 493) 


(7) Yxsn vo = + au 

o- 

a1 (2) 
oder, wenn wir mit @,, @,, ..., @,—¢ ganze Zahlen des Kérpers 2 
bezeichnen. 





oe, + age... a, _9a*—® + a* 
1+(a, 9@+---+ aa") 





(8) Vx savy = 


Ebenso folgt: 
envo 1+ Patt + Bite + Ayo 








(9) cae Lt (a,_9 at +++ a2") “9 
dn vy Lt yet? + yet ts + Yn at 
dnv 1+(a,_,2+- ++ + o2"-*) 


Die Zahler dieser Ausdriicke sind 6,:B,(x), yn1C,(”), und da 
B,(0), C,(0) EHinheiten sind, so sind die 6,1, y,-. Hinheiten, und 
folglich alle 6;, y; ganze Zahlen in &. 
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Setzen wir fiir den Augenblick zur Abkiirzung 
v(z)—= ae+t+ar>+-.--+ a, .2*-*+ 2, 


p(z)—= + 1 + ayee+---+ + a, "1, 
so folgt durch Differentiation von (7) mit Benutzung von (8) 
(10) v(x) (x) — o(@) v(x) =0 (mod, »), 


und daraus fir z= 0, 

a, =0 (mod. v). 
Nehmen wir nun als bereits erwiesen an, dass @,, @,..., @25—4 fiir 
irgend ein 2s — 1 < m — 2 durch vr theilbar seien, so folgt 


Y (2) Saati +--+, 
W(v) Ss (2s +1) @o,4140 +---, 
yp (4) S+1+ ane’? +-:--, 
Q(t) = = Pty _gX--++s, 
und aus dem Coefficienten von 2** in dem Ausdruck (10) folgt, da 
2s +1 <1, also relativ prim zu v ist 
e541 =0 (mod. vr). 
Wir haben also damit bewiesen, dass die Zahlen a,, a, ,.., n—g alle 
durch v theilbar sind. 
Ist » keine Primzahl, so gelten alle diese Schliisse auch noch, nur 
der letzte Satz erfahrt eine Einschrinkung. Er lautet dann: 
Die ganzzahligen Coefficienten «,, a,,..., @, sind so weit durch v 
theilbar , als 1, 3,..., 8 keinen gemeinschaftlichen Theiler mit n haben. 
Wenn wir jetzt aber die Annahme festhalten, dass n eine Prim- 
zahl sei; so ergiebt sich aus (7) 
(11) “* sn vv? = (x sn v?)" (mod. v) 
und um zum Theilungskérper T, tiberzugehen (§ 3, (4), nehmen wir 
m relativ prim zu m an und setzen hierin 
(12) © un @(wa;-+ Bay) 2K ie 20(a K+ pik’) " 
uw my u 
Wenn wir nun 
6=xsnv*, 6,=—xsnvv? 
setzen, so sind 6, 6,, Zahlen des Kérpers ({,, *) (der aus T, durch 
Adjunction von x entsteht) und es ist nach (11) 
(13) 6, =o" (mod. v). 
(In den beiden Ausnahmefillen D = — 4, D = — 3 hitte man 


6 = x? sn v4 


1 1 \3 
6 = | —_——_ — — 
% snVv va) 


oder 


zu setzen.) 





3 
if 
a 








ir 


un 
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Da nun ausserdem, wie aus (11) durch Substitution von v = K 
folgt, auch iiberdies schon aus der Natur von x als Classeninvariante 
hervorgeht 


4" =A (mod. v) . 
ist, so schliessen wir aus (13) fiir jede ganze Zahl © des Kérpers (Tm, A) 
(14) 0, = ©" (mod. rv) 
wobei eventuell noch eine endliche Anzahl von Primzahlen » aus- 
genommen werden muss, nimlich die, die bei der Darstellung von 0 
als ganze Function von 6 im Nenner auftreten kénnen. 
Daraus aber ergiebt sich weiter (§ 3), dass nur unter der Voraus- 


setzung, dass v nach dem Modul m mit einer Einheit der Ordnung 0’ 
congruent ist, fiir alle Zahlen © die Congruenz besteht 

6" = 0 (mod. v), 
wobei wieder solche Primzahlen auszunehmen sind, die in der Diseri- 
minante der Theilungsgleichung aufgehen. 

Hieraus folgt aber, dass jedes in v aufgehende Primideal 9 des 
Korpers (Um, 4) vom ersten Grade ist, und umgekehrt kann ein 
Primideal ersten Grades in ({,, 4) nicht in einem Primideal hdheren 
Grades in Q aufgehen. Der Kérper (Tm, 4) geniigt also den in der 
vorigen Abhandlung (diese Annalen Bd. 49, Ste 83, § 1, 4) itiber den 
Koérper K’ gemachten Voraussetzungen, und damit ist bewiesen, dass 
der Theilungskérper T,, den in § 3, IIL. angegebenen Grad: y(m), dividirt 
durch die Anzahl der nach m incongruenten Einheiten der Ordnung 9’, 
wirklich erreicht, oder dass die Theilungsgleichung ®,, (rt) = 0 (§ 3, I.) 
irreducibel ist; und es sind damit auch die iibrigen in der erwihnten 
Abhandlung daraus gezogenen Folgerungen gerechtfertigt. 

Die Irreducibilitét von ®,, folgt hier sogar in einem noch etwas 
weiteren Sinne, nimlich nach Adjunction von A. 


§ 8. 
Die Primideale des Koérpers 2. 


Wir gehen jetzt zu der Formel (8) des vorigen Paragraphen zurtick; 
Die Giltigkeit dieser Formel ist nicht davon abhiingig, dass eine 
Primzahl ist; wenn es nur ungerade bleibt. Nur die Eigenschaft der 
Theilbarkeit der Coefficienten a@,, a,..., @,—2 durch v, die wir dort 
nachgewiesen haben, setzte die Primzahlnatur von m voraus. Nur fiir 
den ersten Coefficienten a, ergiebt sich allgemein aus v = 0 


“a=. 


Wenn wir also uw fiir v setzen, und N(w) mit m bezeichnen, so 
erhalten wir die Formel 
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aie A,, (x) 2+ age? +--+ a” 
=S u = & 3 —— 
(1) Vx sn pv u D,, (x) 1+ Bpat+--- + pa?’ 
worin die Coefficienten «, B ganze Zahlen des Korpers & sind. 
Die Wurzeln der Gleichung m'* Grades 





(2) Au(2) — wD,y(x) Vx sn wo = 0 
sind die m Groéssen 

(3) a= Yxsn (v + Wi, x) 
wenn 

(4) yy ao SERN 


Diese m Gréssen lassen sich aber, von einer Periode abgesehen, als 
Vielfache von einer einzigen von ihnen darstellen (§ 2, 10) 


(5) Diw = §D,, 


worin & eine ganze Zahl der Ordnung »o” ist (§ 7), und ein volles Rest- 
system nach dem Modul w durchliuft. Fiir @, kann hier jeder der 
Werthe (4) genommen werden, der nicht zugleich mit einem kleineren 
Nenner als w darstellbar ist, oder jeder der Werthe (5), in dem & relativ 
prim zu wp ist. 

Setzt man daher in der Gleichung (2) 2 =0, so folgt, da der 
Coefficient der héchsten Potenz von « den Werth 1 hat 


g 
Vx sn wo ie - ¢ 
(6) Vx en @ =[[v« sn(v + §@,) 
worin in dem Product & ein volles Restsystem nach dem Modul w mit 
Ausnahme der Null zu durchlaufen hat. Setzen wir in (6) fiir v einen 
Periodenbruchtheil 

- hK— 2nvik’ 

nan 
und setzen w und »v als relativ prim voraus, so kénnen wir aus (6) 
denselben Schluss ziehen, wie in § 6, 4 und erhalten den Satz 
1. Die ganzen Zahlen 


Vx sn §B, 


sind, wenn & eine Reihe zu w theilerfremder Zahlen der 
Ordnung »” durchliuft, mit einander associirt. 
Wenn wir ferner in (6) v = 0 setzen, so folgt 


g 
(7) w=] [ «sn to, 


worin € ein Restsystem nach dem Modul w mit Ausschluss der Null 
durchlauft. Wir formuliren demnach den zweiten Satz 
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2. Die ganzen Zahlen //x sn §@, sind Theiler der Zahl wu 
und es ist w ihrem Producte gleich. 

Es bedeute jetzt x ein in 2Q nicht aufgehendes Primideal des 
Kérpers Q, und w,, mw, zwei Zahlen, der Ordnung 9”, deren grdsster 
gemeinschaftlicher Theiler z ist. Ist p die durch z theilbare natiir- 
liche Primzahl, und N(x) = P (also P= p oder p*), so haben die 
beiden Functionen A,, (x), A,, (x) einen gemeinschaftlichen Theiler in &, 


dessen Grad in Bezug auf z? gleich ;(P—1) ist, und dessen Wurzeln 
6: sich in der Form darstellen lassen 

(8) 6: = x(sn §@)?, 

worin & ein Restsystem (mit Ausschluss der Null) nach dem Modul x 
durchliuft, und von zwei entgegengesetzten Resten nur der eine bei- 
zubehalten ist (§ 3, (4)) und nach dem Satze 1. sind diese 5 (P—1) 


Zahlen 6; mit einander associirt. Aus der Formel (7) erhalten wir 
also, wenn wir sie auf w, und w, anwenden, folgende Darstellung des 
Ideals x 


(8) a [J ’ 


worin die rechte Seite eine Zahl des Koérpers & ist. 
Wenn wir eine beliebige der Gréssen 6; mit 6 bezeichnen, so 
folgt nach 1., da es auf eine Einheit nicht ankommt 


(9) m=6°. 
Daraus ergiebt sich der folgende Satz: 
3. Kin Ideal x des Korpers Q ist im Korper & ein 
Hauptideal, wnd im Korper (Zn, 2) die +(P—1). Potenz 
eines Hauptideals. 
Aus der bekannten Additionsformel fiir die elliptischen Functionen 


sn u? — sn v? = sn (w+ v) sn (4 — v) (Ll — x sn uw? sn v?) 
folgt noch fiir zwei Zahlen &, & 
6; — Oy = /oe4z Of_-¢ (1 — og6y). 
Es sind also die Differenzen o: — og, die, wenn & weder mit + & 
noch mit — & nach dem Modul a congruent ist, alle von Null ver- 


schieden sind, durch 6 theilbar, aber der Quotient ist relativ prim zu o. 
Daraus erhalten wir den folgenden Satz: 
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4. Ist f(6)=0 die Gleichung niedrigsten Grades in L, 
P-3 


der die 6: geniigen, so ist f’(6) durch 6 ® 
p—3 
der Quotient f’(o): 6 * ist relativ prim eu o. 
Mit diesem Satze, der fiir die Bestimmung der Discriminante von 
/(6) von Bedeutung ist, will ich diese Untersuchungen vorliufig ab- 
brechen. Von groésster Wichtigkeit wire es, nachzuweisen, dass 6 im 


Kérper ZT eine Primzahl ist. Hierfiir kann ich aber bis jetzt noch 
keinen Beweis geben. 


theilbar , und 


Strassburg, im Miz 1897. 
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Zur Variationsrechnung. 
Von 


Avotr Kneser in Dorpat. 


Haben die durch den festen Punkt A gehenden geoditischen Linien 
einer Fliche eine Enveloppe, welche von zweien unter ihnen in den 
Punkten B und C beriihrt wird, so ist im Allgemeinen der lings der 
Enveloppe gemessene Bogen BC gleich der Differenz der geodiitischen 
Bigen AB und AC. Dieser bekannte Satz kann bedeutend verall- 
gemeinert werden, indem man von folgenden Erwiigungen ausgeht. 

Sind w und y rechtwinklige Coordinaten in der Ebene, so giebt 
es zweifach unendlich viele Curven von der Beschaffenheit , dass wenn 
man liings einer von ihnen integrirt, die erste Variation des Integrals 


T= ff (ay, 72) dx 


verschwindet. Allgemein werde der Werth dieses Integrals, wenn man 
lings einer beliebigen Curve MN von M nach N hin integrirt, durch 
(MN) bezeichnet, sodass, wenn P ein dritter Punkt der Curve MN 
ist, die allgemeinen Gleichungen 


(MN)+(NM)=0, (MP) +(PN)=(MN) 


bestehen. Die durch den festen Punkt A \ 
gehenden Curven, fiir welche dJ ver- wh /. ae 
schwindet , mégen nun eine Enveloppe be- ~~." 
sitzen, welche von dreien unter ihnen, den /D\ 
Curven AB,, AB und AC in B,, B, C 

beriihrt werde; die Curven AB und AC | 


seien von einander unendlich wenig ver- \ 


4 


schieden, und mégen sich etwa im Punkte 
A unter einem Winkel schneiden, der un- 
endlich klein von der ersten Ordnung ist. 
Sie mégen ferner ausser A noch den Punkt 
D gemein haben, welcher unendlich nahe 
bei B und C liegt (Figur). Alsdann ist die Differenz der lings der 
Curven AB und AC von A bis D genommenen Integrale J, welche 


AA 
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durch (AD), und (AD), bezeichnet werden mégen, unendlich klein 
von der zweiten Ordnung. Dasselbe gilt von der Grosse 


(BD) + (DC) — (BC), 
wenn die ersten beiden Integrale lings der Curven AB und AC, das 
dritte langs der Enveloppe genommen werden; denn vergleicht man 
die Integrale (BD)+ (DC) und (BC), so ist sowohl die Differenz 


ihrer Integranden wie auch das Integrationsintervall unendlich klein 
von der ersten Ordnung. Hieraus folgt, dass auch die Grésse 

(AD), — (AD), + (BD) + (DC) — (BC) 
oder auch, da die Integration lings der Curven AC und AB die 
Gleichungen 

(AC) = (AD), + (DC), 

(AB) = (AD), + (DB) = (AD), — (BD), 
ergiebt, die Grésse 

(AC) — (AB) — (BC) 
von der zweiten Ordnung unendlich klein ist. Diese kann als das 
Differential des Aggregats 
A = (AB) — (AB,) — (By B) 
betrachtet werden, in dessen Gliedern lings der Curven AB, AB, 
und der Enveloppe integrirt wird, wenn man B als veriinderlich ansieht; 
daher ist die Grésse A von B unabhingig, und da sie verschwinden 
kann, hat sie den Werth Null, d. h. es gilt die Gleichung 
(AB) — (AB) = (BB), 

welche eine Verallgemeinerung der oben erwihnten Eigenschaft des 
Bogenintegrals und der geoditischen Linie ausspricht. 

Diese Gleichung ist in einer allgemeineren enthalten, welche 
Zer melo in seiner Dissertation (Untersuchungen zur Variationsrechnung, 
Berlin 1894, 8. 96) vermittelst der von Weierstrass eingefiihrten 
Function E ableitet , ohne jedoch, wie er selbst hervorhebt, festzustellen, 
wann eine Enveloppe existirt, und wann die erhaltene Gleichung auf 
ein Problem der Variationsrechnung angewandt werden kann. Diese 
Frage beantworte ich in der vorliegenden Abhandlung, ersetze die 
obige Infinitesimalbetrachtung durch einen strengen und directen Beweis, 
und erhalte schliesslich einen neuen Satz iiber das Aufhéren der 
Maximums- oder Minimumseigenschaft des Integrals J in dem Falle, 
dass man lings einer Curve, fiir welche OJ verschwindet, von einem 
Punkte bis zu dem ihm conjugirten integrirt. 
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Zur Variationsrechnung. 


§ 1. 
Ein analytischer Hilfssatz. 


In den Differentialgleichungen 


du, 
(1) qa he, %; gy » oo Mn), (vy==1,2,...m) 





seien die rechten Seiten in der Umgebung des Werthsystems 

(2) ; Ly By» Ag, -- + An 

regulire analytische Functionen ihrer Argumente. Sobald dann die 
Differenzen @, — a,, %—@,,.-+@,—ad, dem absoluten Betrage 
nach hinreichend klein sind, giebt es ein Lésungssystem der Glei- 
chungen (1), fiir welches die Gleichungen 

(3) Uyo = Gy 

bestehen, wobei, wie fortan immer, durch w,. der Werth der Func- 
tion u, fiir 2— a, bezeichnet wird, und fiir v jede der Zahlen 


1,2,...m gesetzt werden kann. Speciell werde durch u,° dasjenige 
Integralsystem bezeichnet, fiir welches 


Uso = dy. 

Aus den Beweisen fiir die Existenz der Integrale simultaner 
Systeme folgt nun leicht, dass die durch die Relationen (3) definirten 
Integrale u, durch Potenzreihen der Argumente 

L— yy &, — Ay, Wy — Ag, +. On — An 
dargestellt werden kénnen; diese Reihen convergiren, sobald die Un- 
gleichungen 
|t—%y| <0), |e — ay| < d, 

bestehen, in welchen 0), 0,,... gewisse positive Constanten sind, 

Wenn man daher annimmt, es sei 

|x, Some Xp | < 99; 

so sind die Gréssen u,, analytische Functionen der Argumente a,, 
welche sich in der Umgebung der Stelle 
(4) ay = Ay 
regular verhalten; dabei ist die Functionaldeterminante 


O(Mu, Ugiy +. ~ nt) 


0(m%, is =e On) 


an der Stelle (2) von Null verschieden, sobald |, — 2)| hinreichend 
klein genommen wird. Denn bezeichnet man, wie auch spiiter vielfach 
geschehen soll, durch eine eckige Klammer mit angeheftetem Index k 
eine nach den eingeklammerten Grdssen fortschreitende Potenzreihe, 
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deren Glieder von nicht geringerer als der Kk’ Dimension sind, so 
kann man setzen 


Uy? = Ay + fo(%y Ay, ~~ + Gn) (U — %q) + [4 —%]o, 
Uy = a, + { fr (%, @,,..-@n) + [a,—a,,... Gy — An], } (t — %y) 
+ (& — %)[%&— Xp, & —M,-.. %_ — an), , 


sodass sich fiir @ 2 v ergiebt 


du, 
im" 1+ [w@—a,, a, — a,,... On — Gn],, 
du, 
ja, = (& — %» a, — Ay, ++. Oy — An), 
ie e@ 

mithin 

- O(Uy, Ue,-- + U,) 

(5) ea 1+ [@— 2a, a — a,.--  — aa),, 


woraus die aufgestellte Behauptung unmittelbar folgt. Sie kann offenbar 
auch folgendermassen formulirt werden. Zu jedem Werthsystem (2) 
von der angegebenen Beschaffenheit gehért eine derartige positive 
Grosse 0, dass fiir |z,— ml <e 


und hinreichend kleine Werthe der Differenzen |a, — a,| die Gréssen 
u,, bestimmt und in der Umgebung der Stelle (4) reguliire von einander 
unabhangige analytische Functionen der Argumente a, sind. 

Jetzt werde das Functionensystem w,° analytisch fortgesetzt lings 
einer in der Ebene der complexen Grésse x gezogenen, von x, nach 
x, gehenden Linie A, auf welcher a, ein beliebiger Punkt sei. Dabei 
fiihren wir die Annahme ein, dass die Functionen f, sich regular ver- 
halten in der Umgebung jeder Stelle 


gy Wis, Us, +.» Uns, 

sodass diese die Eigenschaften der Stelle (2) besitzt. Zu jeder solchen 
durch einen bestimmten Werth 2, charakterisirten Stelle gehdrt also 
eine positive Grésse 0 von der oben angegebenen Beschaffenheit. Fasst 
man alle Stellen z, ins Auge, die von einer bestimmten, z. B. z, hin- 
reichend wenig entfernt liegen, so liegen, wie wir jetzt zeigen wollen, 
die simmtlichen zugehérigen Gréssen 0 oberhalb einer positiven Con- 
stanten, 


In der That kann man bei den eingefiihrten Bezeichnungen setzen 
(6) Uy = dy + [(L— Ly, Oy — Ay, ~, . On — An]; 


bei den erhaltenen Kigenschaften der Grésse (5) kann man diese 
Gleichungen nach den Gréssen a, — a, auflésen und erhiilt 
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Oy — Ay = [% — Xo, Uy — Ay, ~~» Un — An), 
oder auch speciell 
a—a = [x5 _— Xo» U3 on ay, oe o Ung Gn] + 
Aus der Gleichung (6) folgt 


(7) Uys = Ay + Po (ay—aX) = ay + [tq — Xp]; 
sodass man, indem man die Bezeichnung 
Uys = b, 
einfiihrt, setzen kann 
Gy — Ay = [X37 Ly, Uyg3 — Dy + Py (€3 — 2p) ++ Uns — Da + Bu (23 —2)]1- 
Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen (6), so ergiebt sich 
Uy = a, + [© — H+ %3—Xy, Ly—Xy, Uyg3—}, + P, (%3— Xp), - - +h 
Ordnet man diese Reihen um, indem man nach den Argumenten 
% — Ly, Ly — Ly, ts — b, 
entwickelt, was bei der durch (7) definirten Form der Reihen 8, méglich 
ist, sobald |v, — a | hinreichend klein ist, so erhilt man Reihen, deren 
Convergenzbereich durch Ungleichungen von folgender Form gegeben 
werden: 
|x —~ #3| << Ay, |x; —%| << AY, |tys — b,| < Ay. 
Man kann also auch sagen: sobald x, — x, hinreichend klein ist, giebt 
es eine von der speciellen Wahl der Grésse x, unabhiingige Grisse A), 
welche fiir das Werthsystem 
Xs, b,, by, ... Op 
oder 
Us 5 .. uss, ere ues 
dieselben Kigenschaften wie die oben definirte Grésse 0 fiir die Stelle 
(2) besitzt. Dabei kann offenbar statt des Werthes x, jeder specielle 
Werth w,, etwa 2, genommen werden, indem dann fiir a, die Grosse 
u?, eintritt. 

Hieraus folgt, dass die zu allen Punkten der Linie A gehérenden 
Werthe 0 oberhalb einer bestimmten positiven Grésse A liegend an- 
genommen werden kénnen. Denn wire das nicht der Fall, so folgte 
nach einer bekannten Schlussweise, dass in der Umgebung mindestens 
einer Stelle der Linie A die Grésse d nothwendig unter jede Grenze 
herabsinken miisste, was dem oben erhaltenen Resultat widerspricht. 

Liings der Linie A kénnen nun auch alle Integrale u, analytisch 
fortgesetzt werden von 2, bis x, hin, wenn sie zunichst in der Um- 
gebung der Stelle x, definirt sind und die Differenzen |u,» — a,| gewisse 
Grenzen nicht tiberschreiten. Denn sind etwa z, und x, zwei Punkte 
der Linie A, deren Abstand kleiner ist als 2A, ist ferner 2, ein Punkt 
der Linie A, welcher sowohl innerhalb des um 2, als auch des um &, 
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beschriebenen Kreises vom Radius A liegt, so sind nach der Definition 
dieser Grésse die Integrale u,, welche durch ihre Werthe w,¢ definirt 
sind, zunachst in der Umgebung von z, definirt und die Werthe u,7 
bilden ein System von einander unabhingiger analytischer Functionen 
der Gréssen u,¢, die sich in der Umgebung der Stelle u,5 = u’¢ regular 
verhalten. Definirt man ferner die Integrale u, durch die Werthe u,;, 
und sind die Differenzen |u,;—;5| hinreichend klein, so sind die 
Integrale u, ebenfalls fiir die Umgebung der Stelle x, definirt, also 
mit den vorher eingefiihrten u, identisch, sobald das Werthsystem u,7 
dasselbe ist, wie vorher. Dieses erscheint jetzt als ein System von 
einander unabhingiger analytischer Functionen der Gréssen u,5; mithin 
kénnen auch die Gréssensysteme u,, und u,¢ als Functionen von 
einander betrachtet werden, und die Integrale u,, fiir welche die 
Gréssen |u,; — u>5| hinreichend klein sind, sind auch in der Umgebung 
von 2, definirt. Die Functionen u,¢ verhalten sich dabei regular in 


der Umgebung der Stelle u,; = uy;, und an dieser ist die Functional- 
determinante 





O(Misy Magy - + - Uys) 
O (ys, Yes,» +» Uys) 

von Null verschieden. Nun lisst sich zwischen 2, und 2, auf der 
Linie A eine endliche Anzahl solcher Stellen einschalten, dass je zwei 
aufeinanderfolgende in derselben Beziehung stehen wie 2, und 2,; 
somit folgt, dass die Integrale u,, welche in der Umgebung von 2, 
durch die Werthe u,o definirt sind, lings der Linie A bis zum Punkte 
x, fortgesetzt werden kénnen, sobald die Grdssen | uo — uo] hin- 
linglich klein sind. Dabei ist dann die Determinante 


O (Mie, Mees - » - Wyo) 


2 (Myo, Ugo, + +~- Uno) 


in der Umgebung der Stellen w,o = to , also jedenfalls sobald die 
Groéssen | tty0 — uwo| hinreichend klein sind, von Null verschieden. 

Sind die Werthe 2, uso, sowie die Functionen f. bei reellen 
Werthen der Differenzen 2 — 2, uy, — uvo reell, und ist A ein Stiick 
der Axe der reellen Gréssen ~, so haben auch die Reihen (6) reelle 
Coefficienten, ebenso die aus ihnen abgeleiteten; bei reellen Werthen 
der Gréssen “4, sind daher auch alle Gréssen u,3, Wye reell. 
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Zur Variationsrechnung, 


§ 2. 
Die Differentialgleichungen des einfachsten Problems der 
Variationsrechnung. 


Wir wenden die durchgefiihrten Betrachtungen an auf die Dif- 
ferentialgleichungen, welche als nothwendige Bedingungen dafiir 
erhalten werden, dass die erste Variation des Integrals 


T=ff(e, Y, ey da 


verschwinde. Setzt man 


so hat man, wenn man & als unbekannte Function von y ansieht, 
: \ a 
J={fe, yp)de= f f(2,9, 0) 
1 ~ 
={tey, aa ey ol F(a, y, 9) dy, 
und die Methoden der Variationsrechnung ergeben, je nachdem man 


x oder y als unabhiingige Variable ansieht, die beiden gleichwerthigen 
Differentialgleichungen 


_ af, 

(8) fy — s2 =0, 
dF 

(9) F, <= & = 0. 


Dabei bedeute hier, wie fortan immer, ein Buchstabe als Index die 
partielle Differentiation nach dem durch ihn bezeichneten Argument. 
Ausfiihrlicher lauten jene Gleichungen als Systeme erster Ordnung 
folgendermassen: 

dp __ —by the thy? 


= D(x, 1 , 
(10) dz im (X,Y, Pp) 


dq __ U(fpe— fy) + Ploy 
(11) dy lop 


dx : 
dy = ¢;5 


a Y(a, Y, q); 


im letzteren System ist nach Ausfiihrung der partiellen Differentiationen 
iiberall p durch 1: q zu ersetzen. 

Es sei nun © eit endliches, bestimmtes Stiick einer reellen 
analytischen Curve, welche iiberall einer der beiden Gleichungen (8) 
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und (9) geniigt, seine Bogenelemente mégen Werthsysteme (a, y, p) 
oder (x, y, q) definiren, in deren Umgebung, wenn p endlich ist, 
f und ®, dagegen wenn q endlich ist, F und ® ein regulires Ver- 
halten zeigen. Ein Stiick der Curve ©, lings dessen die Grésse p 
endlich bleibt, nennen wir einen Bogen €,; ebenso sei ©, ein Theil 
der Curve ©, der tiberall endliche Werthe von q liefert. Fiir die 
Werthsysteme, welche die Bogenelemente von ©, reprasentiren, ver- 
halten sich die rechten Seiten des Systems (10) regulir, sodass die Siitze 
des § 1 angewandt werden kénnen. Es giebt daher eine der Gleichung 
(8) geniigende analytische, bei reellen Argumenten reelle Function 
g(x, a,b) von folgender Beschaffenheit. 
Die Gleichung 
Y = G(X, Ay, by) 
gilt lings des Bogens ©,, und wenn (z,, y,) einer seiner Punkte 
p, und q, die zugehérigen Werthe von p und gq sind, so verhilt sich 
die Function g regulir in der Umgebung der Stelle (z,, a,, b)), und 
man hat A 
eee” ene Gu (XL, My, bg). 
Die Gréssen b und a sind die Werthe der Functionen g und g, fiir 


Z—= 2%, wenn (%, Y) ein willkiirlich fixirter Punkt des Bogens ©, 
ist, und es bestehen die Gleichungen 


(12) Yo = by = G(%q yy Dy), Fy = GJu(Xq, By, by). 
b = g(x, 4, b), @ = 9Jz2(X), a,b). 


Sobald ferner die Differenzen |a — a,| und |b — b,| hinreichend klein 
sind, verhalt sich die Grésse 


(13) y = g(@, a, b) 
als Function von z regulir, solange diese die Abscisse eines Punktes 


des Bogens ©, ist. Dabei gilt fiir die Functionaldeterminante der 
Gréssen y und p nach a und b die Ungleichung 


Iza Jxb 
Ja Yo 
solange die ausgesprochenen Voraussetzungen fiir 2, |a—a,| und 
|b — b,| erfiillt siad. 

Wenn ferner im Punkte (z,, y,) die Grésse g, nicht verschwindet, 
so kann man die Gleichung (13) nach z auflésen und erhilt eine 
Potenzreihe von folgender Form 
(15) &— X,—=[yY¥— Yj, 4— ay, b — by). 

Sieht man hierin y als constant an, wahrend a und 6 variiren, so 
giebt die Gleichung (13) 


(16) 0 = g.dz + gada + godb; 


(14) 
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ferner die Gleichung 


: . Pp = g2(“, a,b), 
wenn man differenzirt, 
ap = Jr2d& + Juada + gud b; 


setzt man hier den aus der Gleichung (16) folgenden Werth von dz 
ein, so ergiebt sich fiir die Functionaldeterminante 








an — 2222 _ Gee! 
0(p. 2) 7 ax In ’ bz Ix 
a(a, b) me Ia . Ip 
Ix Ix | 
ew. Jax Joz 
’ 
Ix Ja Io 








also nach (14) fiir 7 = 2,, a= a,, b = b, ein von Null verschiedener 
Werth. Dasselbe gilt von der Determinante 


8(q,#) 4 O(p, 2) 
aad) aa, 6) ~ 





Jaz Jou . 
Ia Jo 
Die Werthepaare (q, x), welche fiir y= y, erhalten werden, wenn 
man a und b in der Umgebung von a, und Bb, variiren lisst, erfiillen 
daher eine gewisse Umgebung des Werthepaars (q,, x,) vollstindig. 

Jetzt sei speciell (#,, y,) ein Punkt, in welchem ein Stiick 6, 
beginnt und ein Stiick ©, endigt. Dann kann fiir ersteres und die 
Gleichungen (9) und (11) dieselbe Betrachtung wie fiir ©, und die Glei- 
chung (8) angestellt werden; sind 7 und q die fiir y= y, erhaltenen 
Werthe von « und g, so wird ein Integral der Gleichung (9) nach 
§ 1 in folgender Weise dargestellt werden kénnen 








a= Ky, £, 9); 
dabei ist K eine analytische Function; fiir den Bogen ©, hat man 
die Gleichung 
(17) c= Ky, x, hi) 


und wenn (%,, y.) irgend ein Punkt des Bogens ©, ist, so ist die 
Function K in der Umgebung der Stelle (y,, 7,, g,) regulir, sodass 
man setzen kann 


&— % =[Y —Y%, ZT—%, I—Ah- 
Die Werthepaare (%, 7) bedecken nun eine gewisse Umgebung des 
Paars (a,, g,) genau einfach; man kann also fiir sie auch jene oben 
definirten Werthepaare (x, qg) setzen, welche als von einander unab- 
hangige Functionen von a und b definirt waren; dann geht die Grésse(17) 
in die Form 


(18) = h(y, a, b) 
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tiber, und die Function h ist regulir in der Umgebung der Stelle 
(Ya, 4, bo), da dem Werthepaar (a,, b,) das Paar (x, , q,) entspricht. 
Die fiir y, = y, erhaltene Entwicklung 


a—=h(y,a,b)=2, + [y—y, a—ay, b— dy), 
muss mit der unter (15) definirten identisch sein, da beide dieselben 
Gréssen darstellen; die Gleichung (18) repriisentirt daher in der Um- 


gebung der Stelle (x,, y,) die Auflésung der Gleichung (13) nach 2. 
Anders ausgedriickt, die Gleichungen 

(19) Y= 9(%,a, b), z=hiy, a, b) 

stellen dasselbe analytische Gebilde dar, die erste in der Umgebung 
aller Bogenelemente des Stiicks €,, die zweite in der Umgebung der 
Elemente von ©,; sind die Gréssen |a—a,| und |b—b,| hinreichend 
klein, so stellen die Gleichungen (19) eine Curve dar, von welcher 
jedem Bogenelement der Stiicke ©, und ©, gewisse Elemente benach- 
bart sind. 

Den hier vollzogenen Uebergang von ©, zu ©, kann man in 
analoger Weise bewerkstelligen, wenn sich an den Bogen ©, wieder 
ein Bogen ©, anschliesst, und man kann offenbar die ganze Curve © 
durch eine endliche Anzahl von Theilpunkten, in denen weder p noch 
q verschwindet, in Stiicke zerlegen, welche abwechselnd als Bégen 
©, und ©, anzusehen sind, und langs deren Functionen g und h von - 
den angegebenen Kigenschaften definirt sind. Wir construiren damit 
ein analytisches Gebilde im Gebiet der vier Gréssen x, y, a, b, welches 
fir a=a,, b=b, und reelle Werthe von x und y die Curve € 
enthilt; ist (%,,y)) irgend ein Punkt derselben, so kann, wenn in 
ihm p endlich ist, in der Umgebung der Stelle (2, yy, a), by) das 
Gebilde durch eine Gleichung 

Y— Yo = [e@ — %, @— a, 6 — byl, 
oder, wenn qg endlich ist, durch eine Gleichung 

%— Lo = [Y—Y, @— a, b — dy], 
dargestellt werden. Auf diese Weise liefert jedes Werthsystem (a, b), 
fiir welches die Differenzen |a—a,| und |b—},| hinreichend klein 
sind, eine Curve, von welcher jedem beliebigen Bogenelement der 
Curve © gewisse Elemente benachbart sind. 

Sind p und q endlich, sodass beide Functionen g und h regular 
sind und die Gleichungen (19) zusammen bestehen, kann man in die 
erste von ihnen fiir den Werth h(y, a, b) eimsetzen, und nach a 
und 6 differenziren; so erhilt man 


O=gatGeha, O=— Got Grlo 
oder 
(20) 


Ja=—Phay Go=— phy. 
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Hieraus folgt dann 





d(phy) d d 
Jax = — oe Te = — Gp ha — pihey, 
Jou = — Pp ay he = Prhey, 
also nach (20) 
(21) JaJox — JJas = P>(hahoy — hyhay), 


wobei a und 6 willkirliche Variable, x und y aber durch die Glei- 
chungen (19) verkniipft sind. 

Diese Gleichungen setzen wir in Verbindung mit einer fiir die 
Variationsrechnung fundamentalen Bemerkung von Jacobi, nach 
welcher aus der Gleichung (8), wenn man fiir y eine zwei Constante 
enthaltende Function setzt, z. B. 


y= 9(“,4,b), 
und nach a und 6b differenzirt, die Gleichung 


j d 
(22) dz {frp (Ya Jou — Yo Gaz)} = 0 


resultirt. Analog ergiebt sich aus der Differentialgleichung (9), deren 
Integral h(y, a, b) ist, 


1 
@\ af («, Y ‘)) 
4 (alum) (Ira hoy — he ius)} =0 
oder 


d 
dy {fos p® (hahoy ies hyhay)} = 0. 


Hieraus und aus der Gleichung (22) ergiebt sich nach (21) die Doppel- 
gleichung 


(23) fop(Gafox — 9GJaz) = P* fp (ha hoy = hihay) =C, 

in welcher C eine Constante bedeutet. Diese kann, wie man weiss, 
nicht verschwinden; denn f,, kann jedenfalls nicht lings der ganzen 
Curve © verschwinden, da in der Umgebung jedes Elements derselben 
die rechte Seite der ersten Gleichung (10) oder (11) eine reguliire 
analytische Function ihrer Argumente sein soll; die Grosse gago2— Jax 
verschwindet aber auf der Curve © nach (14) nirgends; die Constante 
C ist also gleich einem Product, dessen Factoren jedenfalls an gewissen 
Stellen beide von Null verschieden sind. 
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§ 3. 
Die Enveloppe der Curven, lings deren die erste Variation 
verschwindet. 


Wir betrachten nun von den Curven 


y = g(x, a, b) 
diejenigen, welche mit © einen festen, einem Bogen ©, angehérigen 
Punkt (2, y)) gemein haben. Bei der speciellen in § 2 angegebenen 
Definition der Gréssen @ und b hat man nach (12) fiir diese Curven- 
schaar einfach b = },; sind dagegen a und b irgend zwei von einander 


unabhingige analytische Functionen jener Gréssen, so hat man all- 
gemeiner 


(24) Yo = 9(%, @, 5) 
und wenn man annimmt 
(25) Go(2 9, Aq, by) 20, 


was bei der in §2 getroffenen speciellen Bestimmung der Gréssen 
a und 6 offenbar der Fall ist, so kann man entwickeln 

b — by = [@—4a)],3 
durch diese Substitution erhalte man 


g(x, a,b) = o(a, a), 
(26) h(y, a, b) = wy, a); 


dann ist die Function m in der Umgebung der Stelle (x,, a) regular, 
wenn (2,, y,) ein Punkt eines Bogens ©, ist, ebenso in der Umgebung 
der Stelle (z,, a)), wenn jener Punkt einem Bogen ©, angehdrt. 
Wir halten die erstere Annahme fest; bei der letzteren gestaltet 
sich die ganze Entwicklung dieses Paragraphen genau ebenso, indem 
nur @ und x durch y und y zu ersetzen ist. 
Wenn nun die Ungleichung 


Pa(;, A) 2 0 


besteht, so wird in der Umgebung des Punktes (2,, y,) die Curve € 
nicht von Curven 


(27) y = 9(2, a) 
geschnitten, fiir welche |a—a,| beliebig klein ist. Denn wire dies 
der Fall, so kénnte die Gleichung 

p(x, a) — p(x, a) = 0 
bestehen fiir beliebig kleine Werthe von x — x, und a — 4; fiir ihre 
linke Seite aber kann man schreiben 
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(@— ay) Pal, Ay) + ; (a—a)* (Paa(ay, ay) +[a—a, % — 2,),) 


= (a— ay) { Pa(X, a) + (@—ay) [a—ay, %—2%,],}, 


und diese Grésse ist von Null verschieden, sobald |a—a,| und |x—2,| 
hinreichend klein sind, erstere Grésse aber nicht verschwindet. Wenn 
daher fiir beliebig kleine Werthe von |a—a,| die Curven (13) mit € 
Punkte gemein haben, welche sich dann in der Umgebung mindestens 
einer Stelle (#,,y,) unbegrenzt haufen, so hat man fiir diese die 
Gleichung 


(28) Pa(%,, %) = 0. 
Die Haufungsstelle ist von (7), y)) verschieden, da in der Nahe dieser 
jede Curve (27), wie man leicht sieht, mit © keinen zweiten Punkt 


gemein hat. 
Aus den Identititen (26) folgt nun allgemein 


db 
Ya = Ja + Yo da’ 


ferner ist nach (24) 
db 
(29) O = ga (%, a, b) + go (%, a, b) aa" 
Aus der Gleichung (28), die wir fortan voraussetzen, ergiebt sich aber 
d 
O = Ya (X15 My Bo) + Go (X45 My, bg) (ia), 
also nach (29) 


Ga(X, %, By), Golo, Ay, By) 
30 0=— 
es Gal, A, bo), Go(%,, A, Bo) 


wofiir man nach (25) auch schreiben kann 


? 





Iq (®o» MH» bo) 
9p(%o» Qa, bo) 


(31) Go (2%, Ay, b) = Ja(%,, A, by). 


Da nun allgemein, wenn die alleinstehenden Functionszeichen sich 
stets auf das Argumentsystem 2, a, b beziehen, 


db 

Pza = Jza + Jud da’ 

mithin nach (29) 
PraGJe(Xo, A, 6) = JuaGs (%y, 4, 0) — Gus Ja(%, a, 5) 

und weiter 
GYua(%y, Gq, by) Gur(%y, Ay Bo) 
Ja (1M, 9) Go (Xo, By Bo) |’ 
so ergeben die Relationen (25) und (31) 


Pza(%y) %) Jo(Xq, Ay» Oo) = 
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Jua(%,,Qy, by) Guo(y, Ay bg) ; 

Ja (Ly, My by) Go (#4, A, bo) 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach (14) oder (23) von 
Null verschieden, g,(%,, a, b)) eine endliche Grosse, da der Punkt 


(x,, y,) einem Bogen ©, angehért; es folgt daher die fur die fernere 
Entwicklung wichtige Relation 


(32) Pra (X;5 A) ZS 0. 


Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass die rechte Seite der 


Gleichung (30) die von Jacobi in die Variationsrechnung eingefiihrte, 
von Mayer durch 


Pza(Xy y %) Jo(%,, Ay, by) = 


A(%q, %) 
bezeichnete Grésse ist, dass also die Punkte (x, y) und (2,, y) 
irgend zwei auf der Curve © liegende conjugirte Punkte sind. Sie 
kénnen durch beliebig viele Bégen ©, und ©, von einander getrennt 
sein, y braucht also nicht von a, bis 2, eine eindeutige Function 
von % zu sein. 

Aus den Relationen (28) und (32) folgt in aller Strenge, dass die 
Curven (27) in der Umgebung des Punktes (x,, y,) eine Enveloppe 
besitzen. Denn nach (28) kann man & als analytische in der Umgebung 
von @, regulire Function von a durch die Gleichung 


Pa(E, a) = O 
definiren, da ihre linke Seite in der Form 
(E—2,) Pax (%,, &) + (@—A) Paa(%,, A) + [E —%, &— Ap), 
entwickelt werden kann. Dabei kann man offenbar setzen 


(33)  — 4 SS ow) + ~a, 


, Pag ’ Qo) 





ist ferner 
(34) 4 = (E, a) = 9(%, a) + |a—a], = y, + [a—ay],, 


so wird hiermit eine ebenfalls in der Umgebung von a, regulire 
Function definirt, und der Punkt (§, 4) beschreibt eine Curve, die sich 
in speciellen Fallen auch auf den einen Punkt (x,, y,) reduciren kann. 
Tritt dies ein, so haben die simmtlichen Curven (27) fiir welche 
|a—a,| hinreichend klein ist, die beiden Punkte (a, y,) und (2, , y;) 
gemein, und es gilt fiir alle Werthe von a die Gleichung 

ag 

qe 9% 
Wird von diesem besonderen Falle abgesehen, so hat man lings der 
vom Punkte (§, 7) beschriebenen Curve 























Zur Variationsrechnung. 


dn Pa (Er O Get Hels 4) 





dé _— dé —_ 92 (§, a) 
da 
7 also auch 
kt a 
re (35) aE =p, + [a—a],, 


diese Curve wird daher in dem zu irgend einem Werth von a gehéren- 
den Punkte (€, 7) von der Curve (27) beriihrt, deren Enveloppe sie 
ler also ist. ; 


te, Kine weitere Function von a werde durch die Gleichung 

(36) P(E, @) — P(E, a) = 0 

definirt; bestimmt man y, durch die Gleichung 9, = 9(&, a) so ist 
/1) (&, ™) der Schnittpunkt der Curve (27) mit ©. Entwickelt man 
sie 


nimlich die linke Seite der Gleichung (36) nach Potenzen von & — 2, 


nt und @ — a, so haben in der Reihe ftir p(&,, a) die von a— a, freien 
om Glieder dieselben Coefficienten wie in der Entwicklung von g'(&,, ay), 
. sodass die Differenz 

ne P(E, @) — P(E, a) 


ng den Factor a — a, enthilt. Sie ist ferner von linearen Gliedern frei 
und man kann setzen 


' P(E), @) — P(E, ay) = (5 — 2) (@— Ap) Pea (4; 5 A) 
+ ; (4 — 4)? Paa (5 My) + [F) — 2%, @— Ap)53 


und da man durch @ — a, dividiren kann, erhilt die Gleichung (36) 
die folgende Gestalt 


O = (&) —2,) Pea(%, A) + 5 (a—4a) Paa(I, &) + [&)—%,, @—Ay]p. 


da hier der Coefficient von § — x, nach (32) nicht verschwindet, so 
kann man entwickeln in der Form 


' Paa(X1» %) 
- : (37) & — 2, —= — a ae (a —a) + [a—a),- 
1n. Fiir die zugehérige Grosse y, gilt offenbar die Gleichung 
(38) 9 = Eo, 4) = (%, %) + [a— a], = yy + [@—e],, 
. und man hat 
d 
(39) a = p, + [a— a). 

Endlich fiihren wir neben @ noch ein zweites in der Umgebung 

ler von @) variirendes Argument a, ein, welches von a, so wenig ver- 


schieden sei, dass in allen bisher erhaltenen nach a — ay fortschreiten- 
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den Reihen unbeschadet der Convergenz a = a, gesetzt werden kaun. 
Wir definiren sodann die Grésse §, als Function von @ und a, durch 
die Gleichung 


(40) 9(§,, a) — p(E,, a) = 9, 


deren linke Seite wir nach §, —2,, a—a, und a, — a, entwickelt 
denken. Da in den Reihen o(&,, a) und @(&,, a,) die Glieder 


(§,—2,)"(a—ay)", (&,—2,)™(@,— ay)" 
offenbar denselben Coefficienten haben, kann man die linke Seite der 
Gleichung (40) durch a, — a dividiren, ohne dass sie aufhdrt, eine 


Potenzreihe der Argumente §&, — 2,, a—a,, a, — a, zu sein. Die 
Glieder niedrigster Dimension sind nun 


(&5—21) (@ —4) Pax(%, 4) + 5 (@ —4)? Paa(%;, My) . 


— (&; —%) (@ — 4) Paz (%1» >) — ; (4; — 4)? Paa(X; , My); 


nach der angedeuteten Division kann also die Gleichung (40) in 
folgender Form geschrieben werden: 


(5 — 4) Pax(%, %) + ; ((a—ay) + (4, —a,)) Paa(%, a) 
+ [§:—%, @—ay, a, —a@], = 0, 


sodass man fiir §, folgende Potenzreihe erhilt 


((a—ay) + (a,—ay)) +1 [a—a,, a, —a)p. 


Daa (x4, a) 
(41) §.—24= ial 2 Pq (14> ) 
Setzt man noch 
(42) m = P(E, 4) = P(X, A) + [@— a, a, — aq) 

: = 4% + [4—a, a,—a)), 
so ist 
on = 92(&, a) Cs, 
wenn man 4a, fixirt, a@ dagegen variabel lisst, so riickt der Punkt 
(&;, ,) auf der Curve (42) fort und es gilt die Gleichung 

Om , 2 d 
(43) Fi 5 Tet we FE e(2, Ay) + [a—ay, a, — a]; 
=p, + [a—ay, 4;—4),. 

Die geometrische Bedeutung der Werthepaare (&,, ,) und (&, , 7) 
ist aus den obigen analytischen Entwicklungen leicht ersichtlich. Setzt 
man zunichst a =a, in der Gleichung (36) und a = a, in der Glei- 
chung (40), so werden beide bis auf die Bezeichnung der Unbekannten 
identisch; die Curven 


(44) Y=(xZ,a%), y= (a, a) 
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schneiden sich also in einem Punkte D, dessen Coordinaten in der Form 
X=—2,+[4,—a)],, Y= p(X, a) =y, + [a,—a], 


darstellbar sind, der ferner die Anfangslage des Punktes (&,, 7,) und 
die Endlage des Punktes (&,, 9)) darstellt, wenn man a das Intervall 
von a, bis a, durchlaufen lisst. Sind ferner B und C die Punkte, in 
denen die Curven (44) ihre Enveloppe beriihren, d. h. die Lagen des 
Punktes (§, 4) fiir a = a, und a= a,, so durchliuft der Punkt (&,, 7) 
den Bogen BD lings der Curve ©, der Punkt (&,, »,) den Bogen 
DC iangs der Curve y= g(x, a,), wenn die Variable a sich in 
der angegebenen Weise bewegt; denn setzt man die Gleichung (40) in 
die Form 


0 = (a—a,) pa(Ey, 4) + ; (a— a4)? Paa(E,, a) +- °° 


so reducirt sie sich, nachdem man den Factor a — a, weggelassen 
hat, auf die folgende 
Pa(Ey, a) = 05 


genauer gesagt ist der fiir a — a, erhaltene Werth von &, diejenige 
nach Potenzen von a, — a, fortschreitende Entwicklung, welche durch 
die letzte Gleichung definirt wird, indem man ihre linke Seite nach 
a, — a) und §, — a, entwickelt denkt. Genau dieselbe Potenzreihe 
des Arguments a, — a, erhiilt man nach der Definition der Grésse &, 
wenn man diese fiir a= a, bildet. Die Endlagen der Punkte (&, 7) 
und (&,, 4,) fallen daher zusammen in den Punkt C (vg). Figur). 
Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu dem Variationsproblem 
zuriick, und bilden das Integral J lings des Enveloppenbogens BC 
und lings der den Curven (44) angehérigen Bogen BD und DC; 
nach dem, was wir tiber die Bewegung der Punkte (&, 7), (&, 1) 
und (&,, 4,) wissen, erhalten wir fir die bezeichneten drei Integrale 


(Bo) =| F(é 1s st) $e da, 
(BD) —{r, No» ve od da, 


(DC) —{r&, ms ae) 3 da. 


ay 


Nun kann man, bei der fiir den Werth a, festgesetzten Beschrinkung, 
fiir das ganze Integrationsgebiet nach (33), (34) und (35) setzen 
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9 (®, 


r(é, ") M= fen, yi) + (a—ah} {— ence + [a ah} 


__ F&%, > P1) Paq(%> Qp) 











‘ 

Pag(X» %) + [a—4a)], : 
ebenso nach (37), (38) und (39) 

dn a &, Pag (1 A) 
f (E> "o> Fe) Gat = — Fi» Ms PD ge ay + (4h, 
endlich nach (41), (42) und (43) 
d é Paa(& ? a ) 
f(& >> ah i =—f(%,; YW» Pizg- = at [@—a), a,—4),- 4 
Somit ergiebt sich ¢ 


(45) (BO) — (BD) — (D0) =f dafa—a,, 4a], = [4— ah. 


Wee sey 


Damit ist in strenger Weise das in der Einleitung angedeutete Resultat 


4 

formulirt und bewiesen, dass die Grisse i 
(BC) — (BD) — (DC) bi 

unendlich klein von zweiter oder héherer Ordnung wird, wenn die iB 
Curven (44) einander unendlich nahe riicken. es 
In der letzten Entwicklung ist natiirlich das Integral J in der “3 
Form be 
fey) 2 

J Pp dy LA 

zu Grunde zu legen, wenn der Punkt (z,, y,) einem Bogen ©, angehort. os 


g§ 4. 
Die erste Variation des lings der Curve © genommenen Integrals. 


Ist (x, y) ein Punkt der Curve ©, welcher einem Bogen G, an- 
gehdrt, in dessen Umgebung also die Curve © durch die Gleichung 


ees g(x ’ ay) =0 
dargestellt werden kann, so werden durch die Gleichungen 
(46) 7 — p(@, a) =0. 
(47) Pz (X, M) (Y¥—y) + Z—e=—0 





die Gréssen Z und 7 als in der Umgebung von a = a, regulire Func- 
tionen von a definirt, da die Functionaldeterminante der linken Seiten 
nach ¥ und Z, 


1 — 9:(%, a) 
P2z(X, Ay) 1 : 
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fiir Z =a und a =a, von Null verschieden ist. Der Punkt (Z, 9) ist 
dann der Schnitt der im Punkte (a, y) errichteten Normalen der 
Curve © mit der Curve (46), die von jetzt an durch ©’ bezeichnet 
werde, und man hat die Gleichungen 

48) ¥—y=l|a—q), = 92, 

( Z—-x=—[a-—-ay], = dy. 

Gleichungen voz derselben Form fiir den geometrisch ebenso definirten 
Punkt kann man auch ableiten, wenn die Curve € an der betrachteten 
Stelle durch die Gleichung 


z= YY, a) 

dargestellt wird. Auf diese Weise wird jedem Punkte der Curve € 
ein Punkt der Curve © zugeordnet, und verschiedenen Punkten der 
ersteren entsprechen verschiedene Punkte der letzteren. Wenn die 
Curve © sich selbst durchschneidet, so spielt ein Doppelpunkt die 
Rolle von zwei verschiedenen zusammenliegenden Punkten, und ent- 
sprechendes gilt von ©’. Genau genommen entsprechen sich ja nicht 
nur die Punkte beider Curven, sondern die sie darstellenden Functions- 
elemente, indem man offenbar aus den Gleichungen (46) und (47), 
wenn (4%, Y) eine specielle Lage von (a, y) ist, die Gréssen % und 9 
nach Potenzen von a— a, und # — a, entwickeln kann. 

Der Punkt (7, y) bewege sich nun lings eines Bogens ©, etwa 
zwischen den Lagen (%,, y,) und (%,, ¥;); die diesen entsprechenden 
Punkte der Curve © seien (Z%,, y,) und (%,, ¥,). Der von ihnen 
begrenzte Bogen ist ebenso wie der entsprechende der Curve © der 
y-Axe nirgends parallel. Die lings beider Bégen genommenen Inte- 
grale J driicken sich folgendermassen aus 


Jy =ftle,y,v)ae, Ty ft@, 9,5) a3, 
2a 2 ss 
wobei gesetzt ist 
~P = 92(Z, a), 
sodass fiir jedes einzelne Punktepaar eine Gleichung 
p—p=[a—a], 
besteht. Die Beziehungen zwischen den Integralen J,, und Jy, be- 


stimmen wir nun mittelst einer Gleichung der formalen Variations- 
rechnung, welche sich auf Integrale mit veriinderlichen Grenzen bezieht: 


(49) 6 ftw, y,r)de—f (f — 92) @y—poa)dx +(fpfplene 0 
— (f—Pfrynu 9% + (fdlh. 
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Diese Formel besagt streng genommen nur folgendes. Vermehren sich E 
x, y und p beim Uebergang von einer Curve, lings deren man das fe 
Integral J gebildet hat, zu einer andern um Grdéssen, die nach Potenzen 

von @ — a, entwickelt werden kénnen; ist dabei, was bei den in 

§ 2 eingefiihrten Voraussetzungen fiir die Curve € zutrifft, f eine 
regulire analytische Function in der Umgebung aller Werthsysteme 

(a, y,p), welche einem Bogenelement der ersten Integrationslinie ent- 
sprechen, so erhalt das Integral J einen nach Potenzen von a — ay 
entwickelbaren Zuwachs, dessen lineare Glieder mit denen der rechten 

Seite der Gleichung (49) iibereinstimmen. Da nun die Gleichungen 

(48) gelten, so ist nach (47) 


Fo3 — Jo3 = (f — Php)® (%3 — %3) + (fp) (Gs — 9s) 

— (f— pfy)® (2, — %) — (fp) G2 — Y) + [a—ay]e, 
wobei der obere Index vy bedeutet, dass innerhalb der mit ihm ver- 
sehenen Klammer die Substitution 

B= yy Y= Yor P= Pa(Lvy My), I = Yy(Ys, A) 
zu machen‘ist, 

Um die entsprechende Formel fiir ein benachbartes Sttick der 
Curve € bilden zu kénnen, welches von den Punkten (2,, ys) und (#4, ¥,) 
begrenzt ist, hat man zu unterscheiden, ob es sich als Bogen ©, oder 
als Bogen ©, auffassen lisst. In ersterem Falle hat man bei analoger 
Bezeichnung des Integrals und der den Endpunkten entsprechenden 
Punkte der Curve © die der obigen ganz ahnliche Formel 


Is, — Foy = (fF — vf) (Ey — 24) + (fo) Gi — 9s) 
— (f—pfp)® (€ — 3) — (fr) Ys — Ys) + [a — ap]- 
Im zweiten Falle setze man 
f(@, y, P) 
° Pp 


Si 


= F(a, ¥,%), I= 
und nehme das Integral in der Form 


J=f Fe, y, 9) ay; 


die Function # hat hier dieselben Higenschaften wie f im vorigen 
Falle, und es ergiebt sich demnach 


J35 — Jy = (F — GF) 9, — y,) + (FOR, — %,) 
— (F — qF,)™ (3 — ys) — (Fy) (3 — a3) + [a — ay]. 
Nun bestehen offenbar die Identitaten 
1 ey 
n= B(e/les.3) =H | 
F— qf, = hos 
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Es heben sich also auch in diesem Falle das dritte und vierte Glied 


der Differenz J,, — Jy, gegen das erste und zweite der Grosse J,, — Jys, 
was im ersten Falle unmittelbar ersichtlich ist. Die Summe 


Jog — Jx3 + Jug — Jug = Jy — Jy 

besteht daher aus Gliedern, welche Z,— 2, ¥,—Y,, Z_—2%_, Yo — Yo 
linear enthalten, und einer Potenzreihe [a—a,],. Ein ithnlicher 
Schluss lisst sich offenbar durchfiihren, wenn man iiber den Punkt 
(%,, y,) noch hinausintegrirt, und ein Integral J,, betrachtet, welches 
dieselben Eigenschaften hat wie J,, und J,,; und da man ebenso fort- 
fahren kann, so ergiebt sich, dass die Differenz J — J, wenn man 
iiber ein beliebiges Stiick der Curve € integrirt, sich immer aus einer 
Potenzreihe der Form [a—a,], zusammensetzt und aus Gliedern, welche 
in den fiir den Anfangs- und Endpunkt des Integrationsgebiets ge- 
bildeten Differenzen 2 — x und ¥ — y linear sind. 

Integrirt man daher speciell zwischen zwei Punkten, in denen 
diese Differenzen verschwinden, also zwischen zwei Schnittpunkten der 
Curven © und G@’, so erhilt man fiir die Differenz der Integrale lings 
der Curven © und ©’ einfach 


(50) J—J=[a—a),. 
Z. B. ergiebt sich in der Bezeichnung des vorigen Paragraphen, dass 
die vom Punkte A oder (2), y,) an lings der Curven 

Y = P(X, a), Y¥ = 9(%, a) 
bis zu ihrem Schnittpunkte D genommenen Integrale J, welche in der 
Einleitung durch (AD), und (A D), bezeichnet wurden, einer Gleichung 


(AD), — (AD), = [a, — a), 


geniigen. Combinirt man hiermit das in der Gleichung (45) formulirte 
Resultat des § 3, und bedenkt, dass die Gleichungen 


(AB) = (AD), — (BD), 
(AC) = (AD), + (DC) 
bestehen, so ergiebt sich 


(51) (AB) + (BC) — (AC) = [a, — a)p- 
Wenn ferner a, festgehalten wird und die Differenz |a, — a, | hinreichend 
klein ist, so berihrt die Curve 
yY¥ = 9(%, a) 
die Enveloppe BC in einem Punkte C’, der beliebig nahe bei C liegt; 


man kann daher die Curven AB und AC durch AC und AC’ ersetzen 
und erhalt 


(AC) + (CC’) — (AC’) = [a, — a}, 
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wobei das Integral (CC’) lings der Enveloppe zu nehmen ist; die Figur 
kann auch hier dienen, indem man B,, B, C durch B, C, C’ ersetzt, 
Die linke Seite der letzten Gleichung ist aber das Increment, welches 
die Grésse (51) erhalt, wenn man C variirt und durch C’ ersetzt; 
denn es ist 


(AB) + (BC) — (AC) + (AC) + (CC’) — (AC’) 
= (AB) + (BC’) — (AC); 


die Grésse (51) erhalt also, wenn man a, durch a, ersetzt, einen 
Zuwachs von der Gestalt [a, — a,],, d. h. ihr Differenzialquotient nach 
a, ist gleich Null, sie ist von dieser Grésse unabhiingig. Da sie aber 
fiir a, =a, verschwindet, so hat die Grésse (51) den constanten 
Werth Null. Dies folgt, wenn die Enveloppe sich auf den Punkt B 
reducirt, schon aus der Gleichung (50). 

Erinnern wir uns nun der eingefiihrten Voraussetzungen, so kénnen 
wir das erhaltene Resultat in folgender Weise formuliren. 


Man setze 
d 1 
=—3; F(a, y¥,9) =af(«, 9, Di 


fiir die Curven, welche die erste Variation des Integrals 


T= [ti2,y,p)de— f Fe, ¥, aay 


zum Verschwinden bringen, erhalte man, je nachdem x oder y die 
unabhiingige Variable ist, eine der Gleichungen 


(2) oP = O(x, Y,P), = ¥a,y, q)- 

Man bezeichne ferner durch © ein diesen Gleichungen genitigendes , regu- 
léires Stiick einer analytischen Curve, welches so beschaffen ist, dass 
jedes seiner Bogenelemente ein Werthsystem (x, y, p) oder (x, y, q) 
definirt , in dessen Umgebung sich, wenn p endlich ist, die Functionen 
f und ®, wenn q endlich ist, F wnd ¥ reguldr verhalten. Sind dann 
©’ die den Gleichwngen (YU) geniigenden Curven, welche den festen 
Punkt A mit © gemein haben, und von dieser hinreichend wenig ab- 
weichen, wird ferner die Curve © in beliebiger Néhe des Punktes B 
von Curven ©’ geschnitten, die von thr beliebig wenig verschieden sind, 
so haben die Curven ©’ eine Enveloppe, welche in der Umgebung von 
B eine regulire analytische Curve ist, und sich speciell auf den einen 
Punkt B reduciren kann. Wird sie allgemein in C von der Curve © 
beriihrt, so ist das Integral J, von A bis B lings des Bogens © 
gebildet, vermehrt um das lings der Enveloppe von B nach C erstreckte 
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Integral J, gleich dem lings der Curve ©’ von A nach C erstreckten, 
oder kurz 


(AB) + (BC) = (AC). 
Schreibt man diese Gleichung in der Form 
(52) (AB) = (AC) + (CB), 


so ergiebt sich, dass das Integral J genau denselben Werth wie lings 
des Bogens AB auch bei unzihligen andern von jenem beliebig wenig 
abweichenden Integrationswegen erhalten kann, nimlich den Wegen AC 
lings der Curve ©’ und CB lings der Enveloppe, dass also das Integral 
J lings des Bogens AB sicher weder ein Maximum noch ein Minimum 
ist. Die Punkte A und B sind nach §3 irgend zwei der Curve € 
angehérige conjugirte Punkte. 

Wir kénnen noch weitergehende Schliisse aus unserem Satze ziehen. 
Es sei z. B. das Integral J, wenn man lings einer durch die Glei- 
chung (Y) definirten Curve, etwa der Curve AB in der Richtung von 
A nach B hin iiber ein hinreichend kleines Stiick integrirt, ein Mini- 
mum. Dann nehme man auf der im Punkte B beginnenden Enveloppe, 
welche sich zunichst nicht auf einen Punkt B reducire, den Punkt 
C nach der Richtung hin an, welche der von A herkommenden 
Richtung der Curve AB entgegengesetzt ist, und verbinde die Punkte 
C und B durch eine den Gleichungen (2) geniigende Curve, lings deren, 
wenn man von C nach B integrirt, das Integral J den Werth (CB) 
annehme. Ist nun (CB) wie friiher das auf die Enveloppe bezogene 
Integral, so hat man wegen der vorausgesetzten Minimumseigenschaft, 
wie leicht ersichtlich, 
(68) (CB) > (CB); 


denn die Enveloppe selbst geniigt sicher den Gleichungen (2) nicht, 
da in ihren Punkten, solange der Bogen BC hinreichend klein ist, 
die Integralcurven jener Gleichungen durch ihre Tangenten eindeutig 
bestimmt sind. Aus der letzten Ungleichung aber folgt nach (52) 
(AB) > (AC) + (CB), 

sodass das Integral (A.B) kein Minimum darstellt. Die Curve ACB, 
lings deren das rechts stehende Integral gebildet ist, schliesst sich 
nicht nur mit ihren Punkten, sondern auch, da die Richtung CB mit 
der Richtung AB lings der Curve © iibereinstimmt, mit ihren Tan- 
genten dem Bogen AB beliebig nahe an. Analoge Betrachtungen 
gelten offenbar, wenn J bei hinreichend beschriinkter Integration in 
der Richtung von A nach B hin ein Maximum ist. 

Zieht sich die Enveloppe in den Punkt B zusammen, so besteht 
die Ungleichung (53) nicht mehr und unser Satz lehrt nur, dass lings 
aller von A nach B gehenden, den Gleichungen (1) gentigenden und 
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von © hinreichend wenig abweichenden Curven das Integral (AB) 
denselben Werth erhiilt. 


Das Integral J hért also, wenn man léngs der Curve © vom 
Anfangspunkte A an integrirt, auf ein Extremum zu sein, nicht nur : 
wenn das Integrationsgebiet den zu A conjugirten Punkt B umfasst, % 
sondern schon wenn es von diesem begrenzt wird. Bisher war das Ex- 4 


tremum fiir einen Bogen wie AB nur als unsicher bezeichnet worden, \y 
z. B. bei Scheeffer (Bd. XXV dieser Annalen 8. 555) und Mayer 
(Crelles Journal Bd. LXIX, 8. 260). Die hier erhaltenen Resultate 
scheinen also iiber die bisher bekannten hinauszugehen. 


Dorpat, Februar 1897. 
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Classification der Kreiselprobleme nach der Art der zugehérigen 
Parametergruppe. 


Von 


Herricu LizsMann in Gottingen. 


Herr Tullio Levi-Civita hat in zwei Noten*) die Lie’sche 
Gruppentheorie fiir die Behandlung der Differentialgleichungen der 
Kreiselbewegung verwendet insbesondere zur Aufsuchung integrabler 
Fille. (Unter Kreisel verstehen wir einen Koérper, der sich um einen 
festen Punkt drehen kann.) Levi-Civita gelangt bei seiner Untersuchung, 
bei der er tibrigens keinen Anspruch auf Vollstaindigkeit macht, nur zu 
bereits bekannten Fillen und zu einem neuen, imaginiren. Herr Klein 
hat mich nun darauf aufmerksam gemacht, dass sich die Untersuchungen 
von Herrn Levi-Civita leicht durch systematische Behandlung verein- 
fachen und vervollstandigen lassen. Diese Aufgabe soll in den folgen- 
den Zeilen behandelt werden. 

In § 1 entwickeln wir die allgemeine Grundlage und geben die 
Integrationsmethoden an, welche die Gruppentheorie fiir die Differen- 
tialgleichungen der Dynamik liefert. In § 2 untersuchen wir die Gruppe 
der Drehungen eines Kérpers um einen Punkt und ihre volle Parameter- 
gruppe. Mit Hiilfe dieser Gruppe stellen wir dann in § 3 Normaltypen 
fiir Potential und lebendige Kraft auf, welche es gestatten, die Methoden 
des § 1 anzuwenden. 


8 1. 
Gruppentheoretische Behandlung der dynamischen Differential- 
gleichungen. 


Zunichst gilt der Satz von M. Lévy**): Wenn bei einem dynamischen 
Problem Potential und lebendige Kraft dieselbe infinitesimale Transforma- 
tion gestatten, so existirt ein in den Geschwindigkeiten q' lineares Integral. 


*) Sul moto di un corpo rigido intorno ad un punto fisso, Roma Acc. dei 
Lincei Rendiconti. 1896. 

**) Comptes Rendus 1878, t. 86, S, 463—66, 875—876. Vgl. auch Cerruti, 
Acc. d. Lincei Rendiconti, 1895. 


4* 
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Der Satz ist sehr einfach zu beweisen. 
Wenn nimlich das Potential V die Transformation 


Qf—Q, fF +..-4+0, 2 
gestattet und gleichzeitig 7 die erweiterte Siiaidataaitie 


CF= A fet +4 Q F448 £6, 
so ist ja 
Q@V=0 und QT=0. 


Wenn man aber den in den eres linearen Ausdruck 








@ i Far a: ‘+O am 
nach ¢ differenzirt, so kommt 
dQ, aT q4Q, oT + - (22), 
“at eer: 9 dt Oq, i+ @ ii Dar “+@ dt 
und hierin kann man fiir rT (da) schreiben gs ten Setzt man das 
0g; 049; 
ein, so nimmt der Ausdruck die Form an 
QT Gi Q V, 


also verschwindet er, und folglich ist 
er aT 
Dig te +g 


ein Integral. Umgekehrt folgt aus dem linearen Integral wieder die 
Existenz der Transformation. 

Beim Kreiselproblem nun haben wir drei Parameter q,, q,,q, und 
kénnen weiter den Satz beniitzen, dass wenn man zwei in den Geschwin- 
digkeiten algebraische Integrale hat, die Integration auf Quadraturen 
zuriickfiikrbar ist. Da man namlich noch das Integral der lebendigen 
Kraft hat, so kann man die p; als Functionen der g; und dreier Con- 
stanien berechnen*). So erhilt man die Hamilton’sche Principalfunction 
S durch Quadraturen, und damit ist das Problem geldst. 

Die im Folgenden auftretenden eingliedrigen Gruppen lassen sich 
nun immer auf eine der beiden Normalformen bringen 

(a) ff, ZF oder (b) 24, a, 21 - 

Es wird unsere Aufgabe sein zu aeeenins in welchen Fallen 
beim Kreiselproblem! zweigliedrige Gruppen auftreten, und diese dann 
auf die Normalform (a) oder (b) 2u bringen. 


*) Jacobi, Crelle’s Journal XVII, pag. 122. 
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Kreiselprobleme und Parametergruppe. 


§ 2. 
Die Gruppe der Drehungen und ihre Parametergruppe. 

Die bei der Kreiselbewegung verwendeten q,, g,, g3 sind drei Para- 
meter, welche die Stellung eines mit dem Kérper verbundenen Coordi- 
natensystems X YZ gegen ein im Raume festes xyz angeben, die beide 
ihren Anfang in dem festen Punkt haben. Wir wahlen zu Parametern 
gewisse vier Grossen a, 8, y, 0, die durch die Relation ad — By = 1 
gebunden sind; diese Parameter sind in Geometrie und Functionen- 
theorie vielfach tiblich und Herr Klein hat neuerdings auch ihre Ver- 
wendung in der Mechanik befiirwortet*). 

Mit Hiilfe dieser Parameter kann man eine Drehung sehr einfach 
darstellen. 

Setzt man 

E=—ae+tiy, yn=—aetty, §——s, 
S=—X+iY, H=—X+iY, Z=—=—-Z, 
und ausserdem symbolisch 
x? =, LZ,” =) 141% = g, 
XZ, XZ—H, X,X,—Z, 
so gilt fiir die Coordinatentransformation die einfache Regel: 
Man setze x, am eX, + PX, 
a, = yX, + dX, 
und rechne aus, wie sich x,?, 2,2 wnd 2,2, durch X,?, X,? und X, X, 
ausdriicken. Die Transformation erhdlt man hieraus, indem man 
fiir die symbolischen Ausdriicke wieder ihre eigentlichen Werthe einsetet. 
Man hat dann ohne weiteres die Formeln fiir die Transformation von 


und 


XYZ in wyz. 
Beiliufig bemerkt, haben a, 6, y, 0 die Werthe 
i+w) 
2 
a= cos i é ? 
i(—9+y) 
ai 2 
6 =isin>-e , 
i(g—v) 
de 2 
y =2S1n 2° ée ’ 
i(-9-w) 
ee 
d= cos ze : 


wo #,@,wW die Euler’schen Winkel sind. 


*) In seiner Wintervorlesung 1895—1896 tiber die Kreiselbewegung; vergl. 
auch Géttinger Nachrichten 1896 sowie die im Herbst 1896 in Princeton gehaltenen 
Vortriige, endlich das eben erschienene erste Heft der Theorie des Kreisels von 
Klein und Sommerfeld. (Aug. 1897). 
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Der innere Grund, weshalb bei Anwendung dieser Substitutionen 
die Formeln sich einfach gestalten, ist leicht einzusehen. Man braucht 
nur daran zu denken, dass 

=H — Z7=0 
die Gleichung des Kugelkreises ist. Fiir einen Punkt des Kugelkreises 
ist dann 





= Zz 
oad sae 
ein Parameter, und die Formel 
a «A +86 
nd ~ yA+e 
in der oe 
n 


ist, giebt an, wie sich die Punkte des Kugelkreises bei der Drehung trans- 
formiren, sie repriisentirt also die Drehung in einfachster Weise. 

Mit diesen Formeln kénnen wir nun die Untergruppen der Drehung 
volistindig bestimmen; sie sind gegeben durch die Untergruppen der 
projectiven Transformation von A. 

Diese dreigliedrige Gruppe hat bekanntlich*) folgende Untergruppen. 

Zweigliedrige: L—alh-+ 6, 
Eingliedrige: 2D=—aA und L=A+6, 
die je einen Typus von gleichberechtigten Gruppen repriisentiren. 
Aus dem Formelschema 





X+iY —X+iY -—-Z 

ctiy= a? B? 2aB 

—2+iy= a o° 2y0d 
—s=| ay Bd ad + By 











kénnen wir dann direct die geometrische Definition der Untergruppen 
ablesen. 


Bei der zweigliedrigen Untergruppe 

Daal 6 haben wir y = 0 und @ —- und sehen 

. daraufhin sofort, dass die Minimalgerade : 
—X+iY=—Z=0 

invariant bleibt, und ebenso die Minimal- 

ebene, die lings dieser Geraden den ab- 

soluten Kegel beriihrt. Die Punkte dieser 

Ebene bewegen sich auf den Minimal- 

A geraden, welche sie mit dem festbleiben- 

Fig. 1. den Punkte des Kugelkreises verbinden. 

Die durch diesen Punkt’a gehende Tangente a des Kugelkreises bleibt 








*) Vergl. z. B. Lie-Scheffers,‘ Continuirliche Gruppen, Cap. V, § 1. 
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ebenfalls invariant, die Ebenen des Biischels a werden unter einander 
vertauscht, nur die unendlich ferne Ebene und die genannte durch 0 
gehende Minimalebene bleiben fest. 

Von eingliedrigen Gruppen hatten wir zwei Typen. Der erste war 


L—=caA, und bei ihm ist B—=y—=0, d= +. Hier gilt das, was 
oben fiir die Minimalgerade —X+iY=—0, Z=—O gesagt wurde, 
auch fiir die Gerade X +i Y—0, Z=—0. Ausserdem bleibt die Axe 
X = Y= 0, in der sich die invarianten Minimalebenen schneiden, 





Fig. 2 Fig. 3. 


punktweise fest, und die Ebene Z = 0 wird in sich gedreht; wir haben 

damit bei der von uns getroffenen Wahl des Typus der eingliedrigen 

Gruppe die reelle Drehung um die g-Axe erhalten. [Vgl. Figur 2.] 
Der zweite Typus war 


L=A+68, 


aml, y=0, d=]. 
Hier bleibt die Minimalgerade — X +- i Y = — Z =O doppeltzihlend 
invariant, und jeder Punkt derselben bleibt invariant, ferner wird jede 
Ebene des Biischels — X + iY —c in sich transformirt. Vom un- 
endlich fernen Kugelkreis bleiben hier zwei zusammenfallende Punkte 
invariant, [Vgl. Figur 3.] 


also 


Wir gehen nun an die Parametergruppe. Bekanntlich*) gehért zu 
jeder r-gliedrigen Gruppe eine r-gliedrige erste und eine r-gliedrige zweite 
Parametergruppe, welche angiebt, wie sich die Parameter transformiren 
je nach der Reihenfolge, in der man zwei Transformationen der Gruppe 
auf einander folgen lisst. Man iiberzeugt sich sofort, dass bei unserm 
Beispiel der Rotation die erste Parametergruppe angiebt, wie sich die 


*) Lie-Engel, I, Cap. 21. 
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Parameter afyd@ indern, wenn man im Raum, die zweite, wie sie sich 
indern, wenn man im Koérper ein neues Coordinatensystem einfiihrt. 

Die Untergruppen der 2r-gliedrigen ,,vollen‘‘ Parametergruppe, 
welche durch Zusammenfassung der ersten und zweiten P. entsteht, 
findet man leicht. Man braucht nur zu erwigen, dass jede der beiden 
Parametergruppen fiir sich genommen der vorgelegten r-gliedrigen 
Gruppe isomorph ist, dass ferner die beiden Parametergruppen unter 
einander vertauschbar sind, und dass man endlich durch geeignete 
Verschmelzung von Untergruppen der ersten und zweiten Para- 
metergruppen neue Gruppen erhalten kann. Was dabei unter Ver- 
schmelzung zu verstehen ist, wird leicht an einem Beispiel klar: 

a=r+a, 

yay 
sind zwei Gruppen, die man durch « = e* mit einander verschmilzt, 
so dass sie eine eingliedrige Gruppe bilden. 

Die zur Gruppe der Rotationen um einen Punkt gehérige volle 
Parametergruppe ist leicht zu bestimmen und auch leicht geometrisch 
im Raume der afyd zu deuten, 

1) Die erste Parametergruppe erhalt man aus 

| +b_ #A+86 
eL+d yA+@? 
ah 

ier. zs : 
Driickt man a’ f’y'd’ durch aByd und abcd aus, so erhalt man die 
Transformation der Parameter bei einer Drehung des Coordinaten- 
systems xyz. Hierbei ist natiirlich ad — bc —1 zu nehmen, so wie 
ad — By = 1 war. 

Wir erhalten die Formeln 


a =aa-+ by, 
6 = a6 + bd, 
y = ca-+ dy, 
oo =—cp+ dé, 
und diese bedeuten, wenn man a@fyd als homogene Punktcoordinaten 


in einem R, deutet, gewisse projective Transformationen des Raumes, 
bei denen die Fliche zweiten Grades 


ad — By =0 





wo 





in sich tibergeht. 
Die beiden Geradenschaaren dieser Fliiche sind gegeben durch 
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Bei unserer ersten Parametergruppe ist nun 


Va tit? 





cra Und w=; 


wir nennen dies eine Schiebung der ersten Art*). 

Wir haben also diejenigen Transformationen, bei der die Geraden 
der einen Schaar 4 beliebig linear unter einander vertauscht werden, die 
der Schaar w dagegen invariant bleiben. 

2) Bei der zweiten Parametergruppe, welche einer Drehung des 
Coordinatensystems X YZ entspricht, hat man dagegen 

al’ +0’ 
N= KPa? 
also 





yYA+S FN + 
a—=—aa + Be, 
B= ab’ + pd, 
y=ya + de, 
d= yb'+ dd’. 
Hierbei bleiben die Geraden 4 invariant, wiahrend die Geraden wu sich 
nach dem Gesetz 


B 
3 


Dabei ist 


- a’u + rn 
outa 
vertauschen. Wir nennen diese Transformationen Schiebungen zweiter 


Art*). 

Die Transformationen der vollen Parametergruppe findet man nun- 
mehr aus der fiir die Punkte der Fliche ad — By = 0 geltenden Relation 
Awrdz:wu:l=a:B:y:0. 

Man erhilt 
e =—ada+acpB+ba'y+ bes, 
B =aba+adp+ bby +bd 9, 
y =cada+ccéB+day+dcd, 
é=cbha+cdp+db'y+dds. 

Die Untergruppen stellen wir nun nach dem Princip auf, dass wir 
einzeln die Transformationen in den 4 und in den w suchen, und dann 
noch durch Verschmelzung weitere Untergruppen gewinnen. Wir 
deuten im folgenden die erste Parametergruppe durch G, die zweite 


*) F, Klein, Zur Nichteuklidischen Geometrie. Math. Ann. Bd. 37, 8. 548. 
Vergleiche auch Stephanos, Sur une représentation des homographies binaires, 
Math, Ann. Bd. 22, S. 299 ff. 
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durch G’ an, und die Untergruppen durch Indices, endlich die Ver- 
schmelzung durch Querstriche, deren Zahl angiebt, wie vielfach die 
Gruppen verschmolzen sind. 

Eine Zusammenstellung dieser Gruppen findet man auch bei Lie*). 
Doch stellt Lie nicht alle die Gruppen explicite auf, welche wir brauchen, 
da fiir ihn die Geradenschaaren auf der Flache gleichberechtigt sind. 
Beriicksichtigt man dies, so ist im iibrigen unsere Zusammenstellung 
vollkommen in Einklang mit der von Lie, Man erhilt die Formeln von 
Lie, indem man statt der endlichen die infinitesimalen Transformationen 
nimmt, und statt der homogenen Coordinaten andere nach dem Schema 

a:B:y:O=asia:y:1 
einfiihrt. 

Wir erhalten durch die auf pag. 55 und 56 angegebenen Methoden 
folgende Untergruppen. 

1) Eine sechsgliedrige: die volle Gruppe 


Fuse, So SETe, 2k G. ’ 














ci+d ° bu+d? 
2) Fiinfgliedrige: 
1) va ots » w=aut+e, , G,.G,, 
2) a =ai+d, pa Gets » » G,. Gy. 
3) Viergliedrige: 
Nee st wee yn Gy, 
2) ro , w=ete , » G,.Gy, 
3) AM—ait+db, w=—avuete, , G4,.G, 
Steer... pm pete, ,» &.e 
BE) Wmate, wWaeete, Gr. Gy. 
4) Dreigliedrige: 
Re ee eC 


2) Veai+b, way ’ ” G, . Gy 
3) M=al+b, w=—ute , ” G,. Gr, 
4) ’=ai » w=aute, , G 

5) W=A+d , wW=au+e, , Gy. Gy, 


6) VA ? w= te ” G, . G,’. 





*) Lie-Engel III, Cap. 10. 
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Dazu kommen noch durch Verschmelzung: 


’ ai+b , au+b aR’ 
1) = SF, waste ah GAGS, 








und 
8) W=ai+b, w=aute, , GG, Gy. 
5) Zweigliedrige: 
1) A=ast+b, w—u , ah. & .G,, 
2) ¥=—= ah , way , » GG. Gy, 
3) Ve ak, wate, » G,.Gi, 
4) WedA+d, w Aru, » Gy.G, 
5) Me A+d , weute, ” Gy . Gy, 
6) A=ai+b, w=—p ? ” G, . G,’. 
Dazu kommen noch durch Verschmelzung: 
7) VW=as+d , w=—ay , dh, G, .G,, 
8) V=as+bdb , uw =u -+ log a » G.~ Gy, 
9) M=ah+b , w=au+d , 4 GAG, 
10) = (aA, weaute, 4, Grey, 
ll) WeA+loga, w—=dute, , GG. 
6) Endlich als eingliedrige Gruppen kommen: 
1) ’=as , wou , ah G,.G, 
2) A=A+d, w=—sp » 9» Gy. Gy, 
8) vad , wmapte , » GG, 
4) Vad » we =u+ é ? ” Gy . Gy, 
und ausserdem durch Verschmelzung: 
5) Veak , wate » » G&G, 
6) Mak , w=—ut+loga, 4, GG, 
1) VmAth, weep, 
8) M=A+d, wWe—ut+db , 4, GG, 
7) Schliesslich kommt noch die Identitat: 
G, . G,’. 


Damit haben wir dann im ganzen 36 verschiedene Untergruppen, 
von denen bei Lie 1, c. aus den oben angefiihrten Griinden nur 21 
explicite hingeschrieben sind, aus denen man aber die fehlenden sofort 
ableiten kann. 





Wir wollen noch fiir die zweigliedrigen Untergruppen die Normal- 
formen (im Sinne des § 1) aufstellen. Folgendes ist die Tabelle: 
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1) Amad+b, w—p 
giebt die infinitesimale Transformation 


of of 
% 0%’ N oa’ 





wo 
P 6? 
q = 6, £——, q3 = §- 
2) Aad, pw —a'yp giebt 
af af 
- 0g)’ Og’ 
wobei 
q, = log £, g, = log 4, q, = FY. 
3) V=—al, woeut+e’ giebt 
af af 
: 0%" 049’ 
wobei 
U=—%, q—loge, g—ye. 
4) A=i+bd, w—ay giebt 
at af 
; 0%’ 04’ 
wobei 
a=§, g—=logt, =e. 
5) V—A+), w—ute’ giebt 
of of 
‘ Ou’ 04” 
wobei . 
a=4, m=—%, q—e 
6) Moms, woepwte’ giebt 
of of 
Li oq,’ hh 5,’ 
wobei 
62 
%=3, m=, =F. 
7) ’=—ah+bd, w —atu giebt 
of of 
; U1 5? — 
wobei 


1 
a—(2), m=5 5 (C , = aa 





4 


6 


PREP, 


EA 


es 
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8) A=al+bd, w—pw+loga giebt 


of of 
. N aa’ 1 aa,’ 
wobei -4 
a= 3°, a= Bo, 4= de 
9) A=al+bd, w—apu-+b giebt 
of of 
; Y Od? % aa’ 
wobei . 
G=—F hop B—b-»?. 
10) A=até, w—au+ec giebt 
0 7) 
q 4, % in 
wobei . 
3 k 
oo (5) ’ 19), — oe 
11) A—A+loga, w—au+ec giebt 
of of 
, % ou’ 1 aa’ 
wobei ud 


G=F, D=—7d, G= dre? 
Bei allen diesen Formeln ist von der Relation 
ad — By =—1 
Gebrauch gemacht. Wir sehen auch, dass in der That nur die Normal- 
formen (a) und (b) aus § 1 auftreten. 

Nach diesen formalen Vorbereitungen kommen wir nun auf die 
Hauptfrage, die wir dahin pricisiren, dass wir alle Kalle suchen wollen, 
bei denen das Kreiselproblem continuirliche Untergruppen der vollen 
Parametergruppe gestattet. 


§ 3. 
Bestimmung derjenigen Falle, in denen das Kreiselproblem continuirliche 
Untergruppen der vollen Parametergruppe gestattet. 


Wir untersuchen zuerst die Frage, wann 7 continuirliche Unter- 
gruppen gestattet, dann bestimmen wir die Formen von V, welche zu 
den einzelnen Untergruppen gehdren, und schliesslich stellen wir das 
Resultat zusammen. 

a) Die Frage nach den zu 7’ gehirigen continuirlichen Untergruppen 
lisst sich durch geometrische Betrachtungen leicht beantworten. 

Zuniichst gestattet T immer die erste Parametergruppe. Dies ergiebt 
folgende Betrachtung. Bedeuten p,q,r die Winkelgeschwindigkeiten 
um die im Kérper festen Axen X, Y, Z, so schreibt sich die lebendige 
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Kraft 7 = a,,p? + ----+ dg,r?, wo die a;, Constanten sind. Diese 
par denken wir uns nun durch aByd, a’ B' y'd’ ausgedriickt. Fiihrt 
man nun im Raume ein neues Axensystem 2, y, ein, so sind natiirlich 
p,q, dabei Invarianten; also ist auch 7 eine Invariante. 

Auch die Frage, inwieweit T die zweite Parametergruppe gestattet, 
kann man durch geometrische Betrachtungen beantworten, wenn man 
das Triagheitsellipsoid dabei beniitzt. 

Wenn 

F=a,,X?+2a,,XY+---+a,Z7?=—1 
die Gleichung des Tragheitsellipsoides ist, so ist 


1 
T= 3 (4? + 204.pq + +--+ + Gg37*) 


die lebendige Kraft. Da nun der Vector p, g, r, der eine Rotation 
darstellt, sich bei einer Transformation in X, Y, Z genau so indert, 
wie der Vector X, Y, Z selbst, so sieht man sofort ein: 
Nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass T eine Trans- 
formation der zweiten Parametergruppe gestattet, ist, dass die stimmtlichen 
F lichen der Schaar F=constans die entsprechende Drehung in sich gestatten. 
Also finden wir Kreisel, deren 7 eine Untergruppe von G’ gestattet, 
wenn wir die EKigenschaften des Trigheitsellipsoides untersuchen. Dabei 
werden wir auch auf imaginire Trigheitsellipsoide stossen, die wir von 
unserm Standpunkt aus ebenso wie die reellen beriicksichtigen miissen. 
1) Kine eingliedrige Untergruppe gestattet F’ = constans in sich, 
wenn der Schnitt f mit der unendlich fernen Ebene den absoluten 
Kugelkreis K in zwei Punkten a und b beriihrt. Die eingliedrige 


k 0 
i | x,-0 
aé pene 
b x,<0 a 





[x0 
x,-0 


Fig. 5, 


Untergruppe von Drehungen, bei der a und 6 festbleiben, transformirt 
auch f in sich. Vgl. Fig. 4. — 
Wenn a und } conjugirt imaginir sind, so bedeutet die Untergruppe 
eine reelle Drehung, und das Tragheitsellipsoid ist eine Rotationsfigur. 
Ein besonderer Typus von eingliedrigen Untergruppen ist der- 
jenige, bei dem @ und b zusammenfallen. f beriihrt dann K vierpunktig 
im Punkte a. Vgl. Fig. 5. 


Fig. 4. 
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2) Zweigliedrige Untergruppen kénnen nicht fiir sich allein auf- 
treten, sondern nur dadurch, dass F gleich die ganze Gruppe der 
Rotationen gestattet, also eine Kugel ist, wir nennen den Kérper dann 
Kugelkreisel. 

Zuniichst scheint es, als ob doch zweigliedrige Untergruppen auf- 
treten kénnten, wenn nimlich F ein Ebenenpaar durch die Tangente a 
des Kugelkreises ist. Nun, wir haben friiher gesehen, dass (vergl. 
oben Fig. 1 und 3) die Gesammtheit der Ebenenpaare F' = constans 
nur bei der eingliedrigen Untergruppe in sich transformirt werden, 
welche den Punkt a doppeltziihlend invariant lisst, also auch wenn 
F = 1 ein solches Ebenenpaar ist, wird nicht jede Fliche der Schaar 
F = constans in sich transformirt, und das ist ja die nothwendige 
Bedingung dafiir, dass 7’ die Transformation gestattet, 

Wir stellen nun noch die Form auf, welche 7 haben muss, damit 
es eine eingliedrige Untergruppe der ersten oder zweiten Art oder aber 
die ganze dreigliedrige Gruppe gestattet. 

Zu diesem Zweck fiihren wir fiir p, g, r geeignetere Gréssen ein, 
namlich ’ i 

t -_ t =f 

oP, ReBE, Rast 

Dann ist 7 eine homogene Form zweiten Grades in den P, P, P;. 
Entsprechend P, P, P, fiibren wir ein 





X+iY 
a — Qt ? 
are 
anata aa 
Z 
Zs es «= 24 ° 


Dann lautet die Gleichung des Kugelkreises: 
LL, — X,? = 0, 

Soll nun 7’ die G,’ gestatten, welche die Punkte 2, — 0, 7, =O und 
%, = 0, , = 0 des Kugelkreises invariant lisst, so hat es die Form 
T = aP,P, + bP,?; 
soll es dagegen die Gruppe gestatten, bei der x, == 0, %, = 0 doppelt- 

zahlend invariant bleibt, so muss 


T =aP, + 0(P, P, — P,’) 
sein. Wenn endlich Z die volle G’ gestattet, so hat es die Form 
T = a(P, P, — P,;’). 
Wir geben nun noch die Ausdriicke der P, P, P; in den Parametern 
a, B, 7,9. 
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Wir bekommen so: 





gfe _ ap 
pat at 
1 ad—By ’ 
dy__ da 
pat ’ at 
2 ad—By ” 
dp dy, .de« dé 
p HP —a 
8 2(ad — By) 


b) Nun ist V zu untersuchen. Man muss nachsehen, in welcher 
der oben genannten 36 verschiedenen Gruppen man V so bestimmen 
kann, dass es die Transformation gestattet. Da fallen nun alle Gruppen 
fort, die mehr als zweigliedrig sind. Denn die dreigliedrigen Gruppen 
und auch die mebrgliedrigen sind simmtlich transitiv, d. h. man kann 
mit diesen Transformationen von jedem Punkt des Raumes a, B, y, 0 
der nicht auf der Fliche ad — By =O liegt, zu jedem andern ge- 
langen, und es ist klar, dass wenn V sich bei einer transitiven Gruppe 
nicht andert, es iiberhaupt constant ist, also fiir das dynamische 
Problem nicht in Frage kommt, 

Nur eine der dreigliedrigen Gruppen ist intransitiv und also von 
dem Gesagten ausgenommen, namlich 

GAG, ; 
bei ihr muss V = f(8—y) sein, wo f eine beliebige Function ist. 
Bei den zweigliedrigen Gruppen erhalten wir die Tabelle: 


1) G, . G liefert das Potential V —f (2), 


2) G, . G,’ ” ” ” Ve= r( #8), 


3) G, ° Gy » ” ”? V= (8 0) ’ 
4) Gy . Gy ” ” ” V= fv 9), 
5) Gy . Gy ” ” ” V= f(9), 


6) G, ° G,’ ” ” ” v=r(, 
_ , prs 

1) G@, G, ” ” ” V= t(S) ’ 
Y 

8) G,~ Gy ” ” ” V= ford) ? 


9) G,=G,' ” ” ” V=f(p—y7), 


-_ ’ eae 
10) G, G, ” ” ” V= t() ? 


11) Gy~ G,’ ” » ” vaslee). 
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Bei den eingliedrigen Gruppen erhiilt man fiir 
1) G,. Gy : V=fG, x), 
2) Gy. Gy : V=fly,9), 
3) @,.a, : v—=r(é, 4), 


a 
4, G,.G) : V=fi6, 94). 
Ausserdem noch: 


5) ane : V=s(—%, &), 
6) G,-G; : Ve F(3 cs j é), 
a 


1) Ge : Vette? 
8) Gy~Gy : V=f(p—y, 9). 
Damit sind alle Faille erschépft. 

¢) Resultat. 

Wir finden, nachdem 7 und V einzeln untersucht sind, auch leicht, 
wenn 7’ und V dieselbe Transformation gestatten. 

1) Soll das Problem die volle G, gestatten, so muss V = constans 
und 7 =a(P, P,— P,”) sein. Das ist der Fall beim Kugelkreisel, 
auf den keine fiusseren Krifte wirken. 

Fiinfgliedrige Gruppen kommen allein nicht vor. TZ gestattet ja 
immer die G,, und wenn es eine G,’ gestattet, auch G,’; V miisste 
constant sein. Wir kommen also auf 1 zuriick. 

Viergliedrige Gruppen. 

2) G,.G,’. Hier ist V = constans, T — AP, P, + P,?. 

Hierher gehért der Rotationskérper, der sich um seinen Schwer- 
punkt dreht. 

3) G,. G. Hier ist V=constans, 7 = AP,?-+ B(P, P,—P,?). 
Dieser Fall ist neu, tibrigens imaginiar. 

G,. G,, G,'. Gy und G, . Gy fiihren wieder auf die volle G,. 

Dreigliedrige Gruppen. 

4) G,: V = constans; wir werden auf den in seinem Schwerpunkt 
aufgehingten Kérper mit unsymmetrischem Trigheitsellipsoid gefiihrt 
(Fall von Poinsot). 

G,’ fiihrt auf den Fall 1, G, . G,’ und G, . Gy auf 2 und 3 zuriick, 
G,.G,’ und Gy . G,’ auf den Fall 1. 

5) GAG,’ fiihrt auf den Kugelkreisel mit dem Potential V= /(B—y). 
Dieser Fall ist new und unter Umstinden reell, da 


B—y=—2sin 2 sin *—” 


2 = 
GG,’ fihrt auf 1 zuriick. 
Mathematische Annalen, L, 
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Zweigliedrige Gruppen. 


6) G,: V=f (2). Diesen Fall hat zuerst Herr Levi-Civita gefunden. 
71) G: V=f (6), ausserdem 7 = A(P, P, — P,”). (Neu und 
imaginiar). 
8) Gy .G,': T hat die Form AP, P, + BP; V=f(™) ah, 
wenn man die «Byd durch die Euler’schen Winkel ausdriickt, 


V= f(tang 5) . 


Hierher gehért also ein der Schwerkraft unterworfener Rotationskérper, 
der sich um einen Punkt seiner Axe drehen kann. 


9) G, . Gy: Hier ist T—A P?+ B(P, P,—P,?) und V—= f(y). 


(Neu und imaginir). 

10) Gy. G: T=—AP,P,+ BP,?, V=f(Bd). 
(Neu und imaginir). 

11) Gy. Gr: T=—AP,?+ B(P, P,—P,”), V = f(8). 
(Neu und imaginir). 

12) G, . G,’: Kugelkreisel mit dem Potential V — f(8). 


+1 
13) G,~ G,: T= AP, P, + BP,?, Va f(5:)- 


(Neu und imaginir). 


tA 
14) G,-Gs: T= AP? + B(P,P,—P,), V= rad). 


(Neu und imaginir). 
G,=G,' fihrt auf 5 zuriick. 


k 
15) G,'~G,: Kugelkreisel mit dem Potential V =f (Sr ve ). 


3k-+1 
(Neu und imaginir). 


8 
16) G, - Kugelkreisel mit dem Potential V = f (426 5). 
(Neu und imaginir). 


Eingliedrige Gruppen gestattet das Problem in den folgenden 
Fallen: 


17) G: T allgemein, V=/f(Z, 5) 

18) Gy: T allgemein, V = f(y, 0) 

19) G/: T—AP,P,+ BP, v=s(§, 2 

20) Gi: «T= AP,P, + B(P2—P,P,), V=/(6, 8). 
. p+! 

21) G,~G,: T= AP, P, + BP, v—s(- ce). 


ot ? of 
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« Y 
" 22) G,~ Gj: T = AP, P,+ B(P, P, — Py), v=r(3 é,3é). 
ind af a5 

98) G:~G,': T= AP,P,+ BPY, V=f(2e, 20). 
h., 24) Gy" Gy: T= AP? + B(P, P,—P,’), V=f(b—7, 9). 
. Auch diese Fille finden sich bei Herrn Levi-Civita nicht, der ja 
nur darauf ausgeht, zweigliedrige Gruppen zu bestimmen. 
Endlich kommt als leteter Fall dazu: 
- 25) Das Problem gestattet tiberhaupt keine Transformation. 
. Demnach giebt es vom Standpunkt der Gruppentheorie aus, wenn 
8) : man die Parametergruppe der Rotationen beniitzt, 25 verschiedene 


Kreiseltypen, und in 16 Fallen kann man durch Quadraturen integriren. 
Unter diesen Fallen sind die Fille 1, 2,4 und 8 wohlbekannt, den 
; Fall 6 hat Herr Levi-Civita gefunden, wahrend er die andern zehn 
4 imaginiren nicht mit aufzihlt. Dagegen weist er (pag. 127) hin auf 
den Fall des Kugelkreisels, ohne fiir ihn wirklich ein Potential aus- 
zurechnen. Es ist dies Nr. 5 unserer Aufzihlung und er verdient ein 
besonderes Interesse , da er das reelle Potential 

V= f (sin é - sin os) 


» 
- 





mit einbegreift. Die Fille 16—23 liefern wenigstens je ein in den 
Geschwindigkeiten lineares Integral nach § 1. — 

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass die integrabeln Fille der 
Kreiselbewegung, welche 8. Kowalewski, R. Liouville und auf der 
andern Seite W. Hess gefunden haben, keine Beziehung haben zu den 
allgemeinen Integralen, die hier durch gruppentheoretische Betrachtungen 
abgeleitet sind. 


Gottingen, im Marz 1897. 


Die cubische Involution und die Dreitheilung und Transfor- 
mation dritter Ordnung der elliptischen Functionen. 


Von 


Oskar Bouza in Chicago. 


Einleitung. 


Stellt man die Variable z,:z, einer cubischen Involution durch 
die Punkte eines ,,Normkegelschnitts“ dar, so umhiillen bekanntlich 
die Seiten der Dreiecke, deren Ecken Tripel der Involution darstellen, 
einen zweiten festen Kegelschnitt, den ,,Involutionskegelschnitt“ (Weyr); 
man hat es also mit dem Schliessungsproblem fiir » = 3 zu thun. 
Den hierauf nach der allgemeinen Theorie des Schliessungsproblems 
sich griindenden Zusammenhang zwischen der cubischen Involution und 
der Theorie der elliptischen Functionen im Einzelnen zu untersuchen, 
ist die Aufgabe der folgenden Arbeit. 

Im ersten Theil werden nur rationale Combinanten und dement- 
sprechend nur elliptische Functionen und Modulfunctionen der ersten 
und dritten Stufe behandelt. 

Nach Zusammenstellung der néthigen Formeln aus der Invarianten- 
theorie der cubischen -Involution (§ 1) werden die elliptischen Func- 
tionen eingefiihrt und mit ihrer Hilfe die Aufgabe gelést: Alle cubischen 
Involutionen mit gegebenen Verzweigungselementen zu bestimmen (§ 2); 
hierauf werden die rationalen Invarianten der Involution als elliptische 
Modulformen dargestellt, wobei sich ein tiberaus einfacher Zusammen- 
hang zwischen den beiden Clebsch’schen Fundamentalinvarianten 
J,Q und den Fricke’schen Modulformen dritter Stufe &, & ergiebt. 
(§ 3). In den niachsten beiden Paragraphen wird sodann die Theorie 
der cubischen Involution auf die Transformation dritter Ordnung der 
elliptischen Functionen angewandt und gezeigt, dass die zu zwei con- 
jugirten Involutionen gehorigen elliptischen Functionen durch eine Trans- 
formation dritter Ordnung verbunden sind. 

Im zweiten Theil werden dann auch gewisse irrationale Combinanten, 
und dementsprechend elliptische Functionen und Modulfunctionen zweiter 
und sechster Stufe in den Kreis der Betrachtung gezogen. 
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Als Ausgangspunkt wird dabei die Transformation des Norm- 
kegelschnitts und des Involutionskegelschnitts auf ihr gemeinsames 
Polardreieck gewahlt, wodurch zugleich die geometrische Bedeutung 
der betrachteten irrationalen Invarianten hervortritt (§ 6). Die wichtigste 
derselben ist die im Folgenden mit € bezeichnete absolute Invariante; 


sie ist, bezogen auf die rationale absolute Invariante Hit die kanonische 


Diederirrationalitét n = 3; durch sie lassen sich die Doppelverhiltnisse 
der Wurzeln der fiinf fiir die Involution fundamentalen biquadratischen 


Formen 
®, 3H» +78, 6Hes+J7F 


rational ausdriicken; (§ 7). Als elliptische Modulfunction erweist sich § 
als nicht wesentlich verschieden von der von Herrn Fricke mit y 
bezeichneten Modulfunction sechster Stufe (§ 8). 

Was die Bezeichnung betrifft, so habe ich mich fir die Invarianten- 
theorie an Clebsch (Binire Formen), fiir die elliptischen Functionen 
an Weierstrass gehalten. 


I, Theil. 


§ 1. 
Zusammenstellung der wichtigsten Sitze iiber cubische Involutionen. 
In diesem Paragraphen sollen diejenigen bekannten Sitze iiber 
cubische Involutionen zusammengestellt werden, welche wir im Folgen- 
den gebrauchen werden. 
Das der Betrachtung zu Grunde liegende Biischel cubischer Formen sei 


(1) Af + Ashe, 


wo /,, f, biniire cubische Formen der Variabeln x,, 2, bezeichnen, 
welche wir im Folgenden, soweit nicht ausdriicklich das Gegentheil 
angegeben wird, als allgemein voraussetzen. 

1. Das volle Combinantensystem des Biischels (1) besteht aus den 
Formen*): 


(2 ® =(f,/); J = (/;,/2)3; Hs = (@, ),, 
) ip = (8,9), jo —=(8, Hs), To —= (8, Ho). 


Die Invariante ¢ kann weggelassen werden, da**) 
(3) J? = Gigs. 


*) Gordan, Math. Ann. Bd. 5, pag. 118. 
**) Salmon, Higher Algebra, 24 ed., Art. 198, 
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Statt der beiden Formen js und Hs kann man die fiir die cubische 
Involution weit wichtigeren Formen 


(4) Q— Fist AT") 
(5) f= + (6Hs+J9)*) 
einfiihren. 


Das Biischel (1) ist vollstandig bestimmt durch das Verhiitniss 
#:J; wir werden haufig das Symbol [@, J] beniitzen, um das Biischel 
(1) zu bezeichnen. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwei 
cubische Biischel 
Ay fy (11 Z2) + Ae fe (4, 22) 

Ay Fy (@y's @2') da’ fy (y's 2’) 
diquivalent sind (d. h. durch lineare, nicht cogrediente Transforma- 
tionen der beiden Variabelnreihen 2,, 2, und 4,, A, in einander trans- 


formirbar) besteht, von Ausnahmefillen abgesehen, in der Gleichheit 
der absoluten Invarianten 


und 


ge g's 
5 -o'7 

2. Die beiden Elemente, welche mit einem beliebig vorgegebenen, 
y, ein Tripel der Involution bilden, geniigen der ,, Verwandtschafts- 
gleichung ““***) : 


(6) 3920) + — JI (xy)? =0. 


Das Biischel enthalt vier Formen mit Doppelwurzeln; wir be- 
zeichnen sie 


(xd)*(we), (xd,)*(we), (wd,)*(aey), (ads)? (wes). 
Die ,,Doppelelemente“ d, d,, d,, d, sind die Wurzeln der Functional- 
determinante @; die ,,Verzweigungselemente“ c, ¢,, Cy, C, sind die 
Wurzeln der Discriminante der Verwandtschaftsgleichung, niimlich 
der Gleichung +): 


oo . f=3s + Jem 0, — 


*) Salmon, Ll. ¢, 
**) Bezeichnung nach Berzolari, Rendiconto dell’ Accademia delle scienze 
fisiche e matematiche di Napoli, Serie 2" Vol. V, pag. 76 (1891). 

***) Weyr, Grundziige einer Theorie der cubischen Involution, Abh. der 
bohm, Ges. d. Wiss. VI. Folge, 7. Bd. (1874), pag. 7; Le Paige, Essais de géo- 
metrie supérieure du troisitme ordre (1882), pag. 59, nnd Caporali, Sul sistema 
di due forme binarie cubiche, § 5, Rendiconto dell’ Accademia delle scienze 
fisiche e matematiche di “ypoli, Anno XXII, 1883. 
+) Le Paige, 1. c. pag. 59; Berzolari, 1. c. pag. 72. 
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bische 3. Das Biischel (1) ist das erste Polarenbiischel der biquadratischen 
Form [*): 
(8) Af, + dof _ re 
wobei ,, 7, lineare Functionen von 4,, 4, sind. 


Das Biischel (1) kann auch definirt werden als das Biischel der 
zu der biquadratischen Form 





iltniss © as ie 
lischel | (9) . [ = (6Hs — J@) 
: apolaren cubischen Formen**), — 
| 4, Das zu dem gegebenen Biischel ,,conjugirte Biischel “***) (welches 
Ec mit ihm die Doppelelemente gemein hat) ist in der oben erklirten 
Bezeichnung 
. [@, ial J}. 
‘orma- ff Wir werden die auf das conjugirte Biischel sich beziehenden Gréssen 
trans- | im Folgenden durch Ueberstreichen von den entsprechenden auf das 
chheit © urspriingliche Biische! sich beziehenden unterscheiden. Normirt man 
‘4 das conjugirte Biischel so, dass die beiden Functionaldeterminanten 
: absolut gleich werden B 
a= ?, 
so ist 7 
hafte Ee J ——s J, 
hafts- 
a und man erhilt die auf das conjugirte Biischel beziiglichen Formen 
3 einfach, indem man J durch — d ersetzt, also 
s - £. ¥ 2 
ir bee (10) Q=si-_gm—aAh, 
unter R die Resultante von /,, f, verstanden. Die Verwandtschafts- 
gleichung fiir das conjugirte Biischel ist: 
ional- 1 7/02 
d die (11) 39, 0) — = J (xy)? =0. 
mich Seine Verzweigungselemente ¢, ¢, ¢,, ¢, sind die Wurzeln der Gleichung: 
ze (12) f= 3Hs — JO = 0. 
* Das conjugirte Biischel ist das erste Polarenbiischel der Form fF und 
A zugleich apolar zu [. 
cienze 
i *) Franz Meyer, Apolaritit und rationale Curven, (1883) pag. 71; [ ist 
h. der : mit der dort mit A bezeichneten Form identisch; und Berzolari l. c. pag. 76, 
e géo- © **) Caporali, l. c. §6 und Berzolari l. c. pag. 38. 
istema : ***) Stephanos, Sur les faisceaux de formes binaires ayant une méme 
cienze ; Jacobienne § V, Mémoires présentés par divers savants etc. T. XXVII (1883); 


Caporali, l.c. §5; F. Meyer, 1. c. § 17; Sturm, Darstellung binérer Formen 
auf der cubischen Raumcurve Nr. 16, Borchardt’s Journal Bd. 86, pag. 134. 
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5. Ich stelle hier gleich noch die Werthe einer Anzahl von Jn- 
varianten der verschiedenen hier auftretenden biquadratischen Formen 
zusammen, die wir im Folgenden gebrauchen werden; man berechnet 
dieselben leicht nach Clebsch, Biniare Formen § 41, unter Benutzung 
von (3), (4) und (10): 

a) die Discriminante von #*): 

(13) i3 — | 8 = 5 QQ, 

b) die Weierstrass’schen Invarianten 


is 1 
$= FY =o 
der ,,Verzweigungsform f: 


2 => J (9Q2—9), 
(14) 9, = & (27% — 1822 —9'), 


A =9,' — 219; = — 5 2, 


gio 


ce) Ueberschiebungswerthe fiir [**): 


(@,0,=— dT. (8,1),—2Q, 
(15) ’ 


ip=JIQ, jr= QM, Hr=Qe. 


Die entsprechenden Resultate fiir f und F folgen daraus durch Zeichen- 
wechsel von J und Vertauschung von Q und Q. 


§ 2. 
Einfiihrung der elliptischen Functionen und Bestimmung aller 
cubischen Involutionen mit gegebenen Verzweigungselementen. 
Die Verwandtschaftsgleichung (6) ist eine symmetrische quadrato- 
quadratische Relation zwischen zwei ein ,,Paar der Involution“ bilden- 
den Elementen «=—2,:7, und y=y,:y,. Ihre linke Seite, als 
Function von 2,, %, betrachtet, hat zur Discriminante 3/f(y), als 


Function von y,, y. betrachtet, 3f(z). Daraus folgt aber nach be- 
kannten Sitzen aus der Theorie des Schliessungsproblems***) : 





*) Schon bei Salmon, |. c. 
**) Die Werthe fir ip, j,, Hy giebt Berzolari, 1. c. pag. 77. 
***) Siehe z. B. Halphen, Traité des fonctions elliptiques, Il, pag. 334, 373, 
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Setzt man 
(ada) 
16 “= —— 
(16) , Vf (x) 
und bezeichnet die inverse Function mit 
= (u) ? 
so ist 
7 = O(u-+a), 
wo a eine Constante ist. Weiter folgt dann, dass 
z= O(u+2a) 


demselben Tripel wie x, y angehdrt, sowie dass a ein Drittel einer 
Periode von ®(w) sein muss; und zwar darf man ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit annehmen, dass diese Periode mit der ersten Periode 
eines primitiven Periodenipaares 2@, 2q@’ iibereinstimmt, also 


(] 


@, 
a= 7a 


das Periodenpaar 2@, 2@’ ist dann mit allen durch eine lineare 
Transformation 
o, =ao-+ po, 


ao, = yo+ da’, ot — fret 


bei welcher 6 = 0 mod. 3, daraus hervorgehenden Periodenpaaren 
gleichberechtigt. 

Nennen wir daher u den transcendenten Parameter *) des Elementes 
x, beachten ferner, dass wir als untere Grenze von u einen Verzweigungs- 
punkt gewahlt haben, und dass ¢, d, d; ¢,, d,, d,, etc. Tripel unserer 
Involution bilden, so kénnen wir den Satz aussprechen: 

Die transcendenten Parameter eines Tripels der Involution lassen 
sich stets auf die Form bringen 


u, w+ 2, u + te 
und umgekehrt liefern drei solche Werthe von u stets ein Tripel der 
Involution. Den Verzweigungselementen entsprechen die Werthe 
u=0, o, ato, w; 
den Doppelelementen die Werthe 
t=, a+", o +o’ +2, a’ + =e. 





*) Dabei ist « gleichberechtigt mit +u-+2uo-+2u’o’, unter uw, w’ ganze 
Zahlen verstanden. 
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An den obigen Satz schliesst sich nun unmittelbar die Lésung der 
Aufgabe: Alle cubischen Involutionen mit gegebenen Verzweigungsele- 
menten zu bestimmen. 


Wir gehen dabei aus von dem Quotienten 
o(@), 
f(a) 

Als Function von wu ist derselbe eine elliptische Function mit den 
Perioden 2@, 2’ vom 8'*" Grad, mit den vier Polen zweiter Ordnung 
u=0, @, ata, a 

und den acht einfachen Nullstellen 


wet, t+ Pte, +¥Pt+eto, +¥+o. 


Dieselben Perioden, Pole und Nullstellen hat aber auch die elliptische 
Function 


2 
p(2u) — p(=2), 
(unter gu die zu g,, 9, gehérige Weierstrass’sche Function verstanden), 


: a : ‘ 
sie kann daher von a nur um einen constanten Factor verschieden 
sein. Sei 


p(2u) — o(*) — —F?, 


wo M eine Constante bedeutet. 


Andererseits ist aber bekanntlich*) (da die untere Grenze von u 
Verzweigungspunkt ist): 
H 
(17) p(2u) = — x, 
unter Hy die Hesse’sche von / verstandén 


Hy = (7, So. 


Mo =H, + 29 (72) ¢. 
Berechnet man hieraus die Invariante ig nach Clebsch, Binire 
Formen § 41, so kommt, wenn wir zur Abkiirzung (7) = p setzen: 


M? . Gig = 489, p? + 1449, p + 49,7. 
Nun geniigt aber p der Dreitheilungsgleichung **) 


Wir erhalten also: 


1 1 
(18) 0 = pt — > 920” — 93P — ag 92” 
*) Hermite, Crelle’s Journal Bd. 55, pag. 24, und Klein, Vorlesungen 
der Hyperelliptischen Functionen, Sommer 1887. 
**) Siehe z. B. Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen, II, pag. 16. 
Wir werden dieses Werk im Folgenden kurz als ,,Modulfunctionen“ citiren. 
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Indem man dieselbe, mit 144 multiplicirt, zur vorigen Gleichung 
addirt, kommt 
M*. Gis = (g, — 12’), 


MJ = + (9, — 2p). 


Das Vorzeichen und zugleich der constante Factor M bestimmen sich 
aus der Bedingung 


also nach (3) 


f=3Hs+ J@. 
Aus den gefundenen Ausdriicken fir Mund MJ berechnet man 
nimlich 
M? (3Hs + J&) = Hy[(12 p* — 92) + (G2 — 12p*)] 
+ f[49.p + 695 + (29.p —24p*)]. 


Daraus folgt zuniichst, dass das obere Zeichen genommen werden 
muss; es wird dann 


M?*(3Hs + J) = — 6(4p* — gop — 95)f; 
es folgt also 
- /a (2a 
M=—+i/ée()- 

Indem wir, wenn ndthig, das Periodenpaar 2@, 2a’ durch —2@, —2q’ 
ersetzen, kénnen wir stets erreichen, dass das obere Zeichen gilt*). 
Wir haben demnach den folgenden Satz gewonnen: 

Die Formen & und J driicken sich folgendermassen durch die Ver- 
eweigungsform f und die zugehdrigen elliptischen Functionen aus: 


(19) Me =H, + 29 (72)/, 
(20) MJ = 9, — 12¢°(7?), 
(21) u—i/yés (72). 


Dazu ist noch zu bemerken, dass nunmehr in Folge der letzten 
Fesisetzung tiber das Zeichen von M das Periodenpaar 2m, 2’ nur 
noch mit denjenigen Periodenpaaren 


2a, =~a.20+ 6. 2a, 
2a, —y.20+0.2a, 
gleichberechtigt ist,,bei denen 
(22) a =1, B=0 (mod. 3) 
denn nur bei diesen linearen Transformationen (welche eine Unter- 
gruppe §, vom Index 8, der homogenen Modulgruppe bilden) bleiben 
» (**) und g’ (=) und somit # und J unverindert. Lisst man die 


ad — By =1 


*) Unter der Quadratwurzel aus einer reellen positiven Grisse soll hier und 
im Folgenden stets ihr positiver Werth verstanden werden. 
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Beschrankung « = 1 (mod. 3) fallen, so erhalt man eine Gruppe vom 
Index 4, welche immer noch das Verhiltniss #: J und somit die In- 
volution [#, J] ungeandert lisst. 

Wendet man aber alle Substitutionen der homogenen Modulgruppe 
an, so erhilt man, den vier Wurzeln der Theilungsgleichung (18) ent- 
sprechend, im Ganzen vier verschiedene Involutionen, welche simmt- 
lich dieselben vier Verzweigungselemente f = 0 besitzen. Und zugleich 
ergiebt sich aus unserer Entwicklung, dass es keine anderen cubischen 


Involutionen mit denselben Verzweigungspunkten giebt. Wir haben 
also den weiteren Satz: 


Es giebt vier cubische Involutionen, welche die Wurzeln einer 
willkiirlich vorgegebenen biquadratischen Form f = az,' zu Verzweigungs- 
elementen haben. Dieselben werden geliefert durch die Formen (19), 
(20), (21) wenn man darin 2@ der Reihe nach ersetet durch 

2a, 2a’, 2a+ 20, 40+ 2a’. 
Wir werden die vier Involutionen im Folgenden mit 
[e, J], [%, 7], [0,57], [0,7] 
bezeichnen. 


§ 3. 
Darstellung der rationalen Invarianten der Involution*) durch 
elliptische Modulformen. 


Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, die Invarianten 


J, 2, Q unserer cubischen Involution [@, J] als elliptische Modul- 
formen darzustellen. 


Fiir J haben wir bereits den Ausdruck gefunden 
92. — 12¢* (=) 
a ee? 

Veo () 


dem wir auch die Form geben kénnen 


J= 


» (2@ 
(23) Tm aa 
” 6G) 
Q berechnen wir mittels (10); fiir jg erhalten wir aus (19): 





, F 2 
M*j = 489,p* + 89,2 p* + 129.939 + 129,” — 9 9°; 


*) Unter ,,Invarianten der Involution‘‘ verstehe ich Combinanten, welche 
von den Variabeln unabhiingig sind. 
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daraus folgt fir Q unter Benutzung von (18) 
MQ — 16 (4p — 9p — 9s)*; 


setzt man schliesslich noch fiir M seinen Werth aus (21) ein, so 
erhalt man das Resultat: 


(23 a) Q= = 0G) 


J und Q sind somit eindeutige Modulformen von den Dimensionen — 1 
resp. — 3; sie gehren beide zu der durch die Congruenzen (22) definirten 
Gruppe homogener Modulsubstitutionen, welche die Hauptcongruenz- 
gruppe dritter Stufe als Untergruppe enthilt; daher lassen sie sich 
rational durch die beiden Modulformen dritter Stufe &, &, von Herrn 


Fricke*) ausdriicken. Man hat nach ,,Modulfunctionen“ I, pag. 630 
und II, pag. 20 und 371: 


[ 9 Ge = + &s", 12g, = &* + 883 6,5, 
daraus 
(24) , 9» 2) “ + &3 (65> — £,°); 


ferner 
| Gr) = — Fat — 85 


woraus sich sofort die unten angegebenen Werthe von J und Q ergeben. 
Q folgt dann mittels (4) und (10), 
Auf diese Weise erhalt man den Satz: 


Die Invarianten J, 2, Q driicken sich folgendermassen durch die 
Modulformen &,, §, aus: 











(5) Ja—iy2h, 2g, GME s__en, 


Daraus folgt fiir die absolute Invariante der Involution der folgende 
Ausdruck durch die Tetraederirrationalitat § = a 


(26) = J3:2:Qa Br 1— B21. 
Unter Zuziehung der cubischen Involution kénnte man daher 


geradezu &, & definiren durch die Gleichungen: 


i 3i (2)! 
(27) b= 75d) t= 7 ()- 
*) Modulfunctionen, I, pag. 630; wegen der dort gebrauchten Bezeichnung 
vergleiche I, pag. 146. 
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An diese Formeln kniipft sich eine bemerkenswerthe Normalform 
fiir die cubische Involution; es gilt der Satz: 
Die Involution [#, J] lisst sich durch lineare Transformation der 
Variabeln x,, x, auf die folgende Normalform bringen: 
= a (26,2,° + 3&,2,°2, — &,2,°), 
Jy —_ és, 


denn fiir die absolute Invariante dieser Involution findet man 


(28) 


Seatac te 
27 Q 27 Q? 


die Involution ist also mit [#, J] aquivalent. 


Es mdgen hier noch die Formen /,, /,, [, fiir die Normalform 
(28) Platz finden, da wir dieselben spiiter braucheu werden: 


fy =— Ey? 2,* + 2858, 2,52. +385? 2,7 2,?— 46,72, 2,° — 46, €, 2,4, 
(29) 6/, =— 4, [E,72,3 +6 £5 6, 2,72, + 96,72, 2,2 +46 ,72,°), 
Og 57 2,4+4872, 2,2 +38, 6, 2,4 
Hieraus folgt zugleich die Bedeutung der kanonischen Variabeln 2, , 2, . 
Die Variable z, liefert, — 0 gesetzt, das dem Doppelelement 2, = 0 
im conjugirten Biischel [4 , — J,]zugehérige Verzweigungselement*). — 


Wir geben noch eine Anwendung der Gleichungen (25) auf die 
Lésung der Aufgabe: 


Alle cubischen Involutionen zu bestimmen, welche mit einer ge- 
gebenen die Verzweigungselemente gemein haben. 
Wir schreiben zunichst unter Benutzung von ,,Modulfunctionen“ 
pag. 20, (8), # in der Form 
1 
» SHe+ > Es" bsf 
30 Sw oe 
a ii Wa 
und wenden nunmehr die Substitution 7 an: 
oO, = @, ao, =— @. 
Ihre Wirkung auf &, &,, //A ist nach ,,Modulfunctionen I, pag. 630 
und 627: 


a 3 &, = &,-+ 26, iV3&/=§ — &, VB =. 





*) Es ist dies diejenige Normalform, von welcher man ausgehen muss, um 
bei dem Problem der Reduction des hyperelliptischen Integrals erster Ordnung 
und erster Gattung durch eine Transformation dritten Grades auf die von 
Herrn Goursat gegebene canonische Form zu kommen (Comptes Rendus 
t. 100, pag. 622). 
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Daher gehen @ und d iiber in: 


(&e—8.)Hy — (Bat 260" (Be EOF 
V6Va 
J = —Pe+28). 





Die Involution [#’, J’] hat nach dem friiheren mit [#, J] die Ver- 
zweigungselemente gemein; die beiden tibrigen Involutionen, welche 
gleichfalls die Verzweigungselemente mit [@, J] gemein haben, gehen 
aus [#’, J’] durch zweimalige successive Anwendung der Substitution S: 


o,= a, o, =a-+ a’ 


hervor; dieselbe lasst §, ungeindert und multiplicirt &, mit einer 
imaginiren dritten Einheitswurzel. 
Andererseits berechnet man aus (30) und (25) 


a [— sty ++ Gt — seer] 
na 3Va 
und man erhilt so den Satz: 


Die drei cubischen Involutionen, welche mit der Involution [@, J] 
die Verzweigungselemente gemein haben, sind 





- SR a! r 
a 
(31) 4 


ee 7+6(%), 


4 
wobei der dritten Wurzel @) der Reihe nach ihre drei Werthe bei- 
zulegen sind. 


§ 4. 
Die drei-eindeutige Verwandtschaft: [,°T, — 0. 

Nach § 1, (8) ist unser cubisches Biischel das erste Polarenbiischel 
der biquadratischen Form [; die Relation 
(32) r3T, = 0 
ordnet also jedem Tripel der Involution einen Werth des Parameters y 
zu. Wir haben in diesem Paragraphen, als Vorbereitung fiir die Trans- 
formation dritter Ordnung der elliptischen Functionen, die hierdurch 


definirte drei-eindeutige Verwandtschaft zwischen « und y niaher zu 
untersuchen. " 
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a) Wir berechnen zunichst die Hesse’sche einer beliebigen Form 
P= Aah, + Af, = TFT, 
unseres Biischels: 
Ar = (Ff, F), = (CPP. 620, 0,'; 


durch Entwicklung in die Clebsch-Gordan’sche Reihe erhalt man 
unter Benutzung von (15): 


(33) Ar = 2| 9,29, — + I(ay)?]. 


Es unterscheidet sich also Ay nur um einen constanten Factor von 
der linken Seite der Verwandtschaftsgleichung (11) des conjugirten Biischels 
[#, —J]. Das giebt aber den Satz*): 

Die beiden Hesse’schen Punkte irgend eines Tripels 

r.2T, = 0 
der Involution [%, J] bilden zusammen mit dem Element y ein Tripel 
der conjugirten Involution [#, — J]. 

b) Wenden wir diesen Satz auf den speciellen Fall einer Ver- 
zweigungsgruppe: Cz, de, de an, (wo @ einen der Werthe 0, 1,2,3 
hat und ¢,, d, mit c, d gleichbedeutend sein sollen), so sind die beiden 
Hesse’schen Punkte bekanntlich: d,, d,; dieses Paar bildet aber, wie 


wir wissen, mit dem Verzweigungselement ¢, zusammen ein Tripel der 
conjugirten Involution. Das heisst**): 


Die Verwandtschaft (32) ordnet den Werthen x = Ca, da, da den 
Werth y = Ca zu; also; 


(34) 0s = ea(aee) (de)?, 


unter 9, eine Constante verstanden. : 
Die Verzweigungselemente ¢, ¢,, ¢,, ¢, sind somit diejenigen 
Werthe von y, fiir welche die cubische Form F —[,'f, eine Doppel- 


wurzel besitzt, d. h. aber die Verzweigungsform f(y) der conjugirten 


Involution kann sich nur um einen constanten Factor von der Dis- 
criminante 


Ry = (Ar, Ar), 


*) Der erste Theil dieses Satzes, (dass die beiden Hesse’schen Punkte ein 
Paar des conjugirten Biischels bilden), findet sich schon bei Le Paige, l. ¢. 
pag. 65, 

**) Deutet man nach Sturm (Borchardt’s Journal, Bd. 86) die Variable 
%:%_ auf einer cubischen Raumcurve R;, so wird bekanntlich die cubische In- 
volution durch eine Gerade g dargestellt. Aus unserm Satz folgt dann, dass das 
Doppelverhdltniss der vier Tangentialebenen durch g an R, dem Doppelverhdltniss 
der vier Verzweigungselemente ¢, der conjugirten Involution gleich ist, wahrend 
das Doppelverhiltniss der Treffpunkte von g mit den Tangenten an R, in d, dy, 
d,,d, dem Doppelverhiiltniss der vier Verzweigungselemente c, gleich ist, 
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der cubischen Form F unterscheiden. In der That ergiebt die Rechnung 
5 1 oz 
Ry = 3 QL’ Fly). 


c) Wir stellen uns weiter die Aufgabe: diejenigen Werthe von x 
zu bestimmen, welche in der Verwandtschaft (32) dem Doppelelement 
y = 4d entsprechen, d. h. die Gleichung 

T°, = 0 
aufzulésen. 


Dazu driicken wir zuniichst mittels (19) und (20) Ff durch f und 
H, aus; es kommt: 


(35) 3M?*T = (12p? — g,) H; + (— 24p* + 10g,p + 129,) 7 


wo wieder » (7°) =p gesetzt ist; und nunmehr wenden wir auf die 


Variabeln x und y die cogrediente lineare Transformation 


A G2Ie! % A Sy Ie _ ty 


te) ~ & = & (ye)? 
f(x) = (we) gz* 
gesetzt ist, an, nachdem wir dieselbe homogen gemacht und auf die 
Determinante 1 normirt haben. Sie transformirt nach § 2 das Doppel- 


element y= d in den Werth ¢ =p; sie fihrt die Verzweigungsform 
f(x) in die Weierstrass’sche Normalform iiber: 


wo 


f(@) = 48,98, — go 51 8,° — 93 82" 
und ihre Hesse’sche H, in 
H; (a) = — 2s,* — g.5,?8_” — 49,8, 5° — ¥ 92284. 
Daraus berechnet man aber mittels (35) fiir die Polare [,°Tz den Werth 
1 1 
of. 80a = 8,3 + ps,?s. + ( ?— +9) 81S? + (p>— z I2P —9s) 5,8 


wobei g ein constanter Factor ist. Nun ist aber die rechte Seite 
identisch mit der rechten Seite der Dreitheilungsgleichung (18) dividirt 
durch ihren einen Linearfactor s, — ps,: 


1 ‘ 1 wedi 
2 3 2): 
(s,4 ae 92S; S$, —958, S» —~B Io ) ° (s, PS»), 


ihre Wurzeln sind also 


, 200 ” 2 20 ” 4 40 
p=p(2), p—pCet**), yp —»(t*). 
Diesen Werthen von s,: 5s, entsprechen aber als zugehérige Werthe 


von « nach § 2 die in den drei Involutionen 


(9, J], [9 J", (0, J") 
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beziehungsweise dem Verzweigungselement ¢ zugehérigen Doppelelemente 
aed, @", a”; 

diese sind also die gesuchten Wurzeln der Gleichung [,°T, = 0. 

Andererseits wissen wir, dass das mit dem Element d ein Tripel 
der conjugirten Involution [#,—J] bildende Paar ist: d, ¢. Nach 
(33) sind also d, é die beiden Hesse’schen Punkte des Tripels d@’, d”, d”’. 

Aus Symmetriegriinden folgt dann, dass genau die entsprechenden 
Resultate fiir jedes der drei tibrigen Doppelelemente d, gelten muss, 
und so haben wir den folgenden Satz*) iiber die Doppelelemente der 
vier Involutionen mit den gemeinsamen Verzweigungselementen ¢, ¢,, 
Cy, €, gewonnen: 

Die Wurzeln der Gleichung 

l,3 Ta, == 0 
sind die drei Doppelelemente 
4, &, & 
welche bezvehungsweise in den drei Involutionen 
[#7], (8,9), (0,97) 

dem Verzweigungselement c, zugeordnet sind, welches in der Involution 
[#, J] zum Doppelelement d, gehdrt. Die drei Doppelelemente d.’, da”, da” 
bilden daher ein Tripel der Involution [@, J] und thre beiden Hesse’schen 
Punkte sind das Doppelelement d, und das demselben in der conjugirten 
Involution [#, —J] zugeordnete Verzweigungselement Cz. 


§ 5. 
Die Transformation dritter Ordnung der elliptischen Functionen. 
Wir wenden jetzt die Resultate des vorigen Paragraphen auf die 


Transformation dritter Ordnung der elliptischen Functionen an. 
Multiplicirt man die vier Gleichungen (30), und setzt dann links 


(36) 
so erhalt man 

/(y) = kf(@) #(@). 
wo k eine Constante bedeutet. Um dieselbe zu bestimmen berechnen 
wir auf beiden Seiten den Coefficienten der héchsten Potenz von 2, 
und zwar fiihren wir die Rechnung bequem an der Normalform (28) 


mit Hilfe der Formeln (29) aus. 
Das Resultat ist 


*) Dabei ist der Index a wieder in derselben Bedeutung gebraucht wie oben. 
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e man erhilt also 

(37) F(y) = — {Qf (a) 07 (2). 
5] Ferner giebt eine leichte Rechnung 
; (38) (y dy) = 5 29(@) (wdz). 
n Combinirt man diese beiden Gleichungen, und beachtet noch, dass dem 
S, Werth «=—c in der Relation (32) der Werth y= € entspricht, so 
or . ergiebt sich der folgende Fundamentalsatz: 
* d Nimmt man zwischen x und y die Relation 

: (32) rr, =0 
an, so ast 
y x 
(39) wa) Lys fed 


5 J Viw Via)’ 
wo die Wurzeln der beiden Formen 
f(a) =3Hs(z) + JSH(x), Fy) = 3Hs(y) — J O(y) 


sd die Verzweigungselemente der durch (32) definirten cubischen Involution, 
¥ resp. threr conjugirten, sind*), 

n i Dazu ist noch zu bemerken, dass wir es, streng genommen, mit 
- . einer drei-eindeutigen Beziehung zwischen den Punkten der zu den 


beiden Integralen gehérigen Riemann’schen Flichen zu thun haben, 
also noch die zeichenfixirende Relation 


(40) VF) = "E09 9 (2) Vie) 
*. zu (32) hinzufiigen miissen. 
ie rs Umgekehrt: Sind zwei elliptische Integrale erster Gattung durch 
eine Transformation dritten Grades — der man stets die polare Form 
cs 92° Jy = 9 geben kann — in einander transformirbar, so sind die 


Verzweigungspunkte der beiden Integrale die Vereweigungselemente 
eweier conjugirter cubischer Involutionen. — 
Wir denken uns jetzt fiir die conjugirte Involution — und zwar 


wieder in der absoluten Normirung ®=%, J = — J — dieselben 
0 ’ Entwicklungen durchgefiihrt wie in §§ 2 und 3 fiir die urspriingliche 
x; Involution, und es sollen die Gréssen 


@; 9293; PH; @,@, O 
fiir die conjugirte Involution genau dieselbe Bedeutung haben, wie die 


*) Man kann diesen Satz auch aus einem bekannten Satz von Hermite 
tiber die Transformation dritter Ordnung ableiten (Crelle’s Journal, Bd. 60, p. 304); 
man braucht nur den Hermite’schen Satz mit den Formeln (15) fiir tp, jp, Hyp 
nm. zu verbinden, 


6* 
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entsprechenden nicht iiberstrichenen Gréssen fiir die urspriingliche. 
Und nunmehr fragen wir: Welche Beziehung besteht zwischen den 
Periodenpaaren 2, 2a’ und 2@, 20’? 

a) Wenn wir festsetzen, dass in dem Integral 


y 
Pa “(y dy) 
(41) t= J yy) 
J Vi) 


der Integrationsweg der durch die Transformation (32), (40) dem 
Integrationsweg des Integrals 


wa (242) 
VF (a) 
eindeutig zugeordnet sein soll, so haben wir nach (39): 
(42) @=iV3u. 
Ferner ist §(#) eine rationale Function dritten Grades von g(u), da 


9(#) und g(u) lineare Functionen von 2 resp. y sind, zwischen denen 
die Relation (32) besteht. Schreiben wir dann noch 


a=if3o, ®=i/3o, 
(43) so wird 


9 (@) = p(a|G, wo’) —— + (ula, ov), 
3 


und es ist also auch g(u|@,@’), wofiir wir (uw) schreiben, eine 
rationale Function dritten Grades von gu. Wir haben also nach der 
Transformationstheorie das erste Resultat: 

Es giebt ein primitives Periodenpaar 2@,, 2,’ von gu und ein 
solches 2@, 2@,’ von $u, so dass 
(44) @,=30,, @ = B,. 

b) Sei jetzt 
(45) a—ao+ po’, o,—yo+da', wo ad —py—1, 
so lisst sich weiter zeigen, dass 68 = 0 (mod. 3) sein muss. 

Denn einerseits folgt aus der Transformationstheorie*), wenn A die 
zu den Perioden 20, 20” — Discriminante bezeichnet, dass 


= — (° G3))* 


Andererseits aber folgt aus i und (23a) 


OE oe: nies 8 


*) Z. B, C. Jordan, Cours d’Analyse, II, Nr, 479, ed, 1894, 
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Zwischen A und J besteht aber die Relation 
A = 3°A. 
Durch Vergleichung folgt aiso 


(20 (20 
& CP) = «6 G), 
unter ¢ eine 8'° Kinheitswurzel verstanden; dieselbe kann aber, wie 


unmittelbar aus der Form der Gleichung 8'" Grades*) fiir 9’ () 
folgt, nur + 1 sein, Hieraus ergiebt sich aber dass in (45) 


B = 0 (mod. 3) 
sein muss. Hiernach kénnen wir die Relation zwischen @, w' und 
@, @ jedenfalls auf die Form bringen 
(46) F=pT+aqe, oa =—1r3 +s" 
wo p,q,7,s ganze Zahlen und ps — qr = 1. 
c) Nach § 2 wird y = d fir @ = =, also fiir w = =; andererseits 


wissen wir aber aus dem letzten Satz von § 4, dass y= d wird, wenn 
x einen der Werthe = d', d”, d”’ also w einen der Werthe 


20° 2o+20 40+ 20 
3? 3 3 


annimmt, es muss also sein 
—(26 —/(20’ 
(>) 7 (F)s 
daraus folgt aber dass in (46) 
s = 0 (mod. 3) 


sein muss; sei s = 3s’ und es folgt dann g = -+ 1 (mod. 3). 
d) Man kann sich folgendermassen tiberzeugen, dass g==— 1 (mod.3) 
sein muss: Da Q die zu Q conjugirte Grosse ist, so folgt aus (23a) 


oe 3’ = 8 (20). 
aber ‘ == §- ; —4q Bw und “2 ist eine Periode von $’u also 


— (2qa" 
7 -+oyi? e 


*) Modulfunctionen, II, pag. 21; wire « eine primitive vierte oder achte 


Einheitswurzel, so kdnnten in der Gleichung fiir ¢’ (2) nur Potenzen von g’4 
resp. g’® vorkommen. 
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Nun ist nach der Transformationstheorie 
—~ (20° (20 , (2@+ 20 {40+ 20 
9 J=e +e C5 )+ #( 3 ). 
Fiir die rechte Seite ergiebt sich aber nach ,, Modulfunctionen“ II, p. 20, 


(8) und I pag. 627, (14) und pag. 630, (6) der Werth: &. Die Ver- 
gleichung mit (25) zeigt dann, dass 
(48) q =— 1 (mod. 3) 
genommen werden muss; hieraus folgt dann, dass 
r =-+ 1 (mod. 3), 

e) Weiteren Beschrankungen unterliegen aber die ganzen Zahlen 
Pp, 4,7, 8 nicht, so lange die Perioden 2m, 2m’ und 20, 20° den 
ihnen durch die Congruenzen (22) gelassenen Spielraum behalten. 
Denn man iiberzeugt sich leicht, dass man durch eine lineare den 
Bedingungen (22) geniigende Transformation der Perioden 20, 20° 
stets erreichen kann, dass die Coefficienten p, g, r,s ein beliebig vor- 
geschriebenes den Bedingungen (47), (48) geniigendes Werthsystem 
annehmen (z. B.: = —B,a= B) . 


Wir haben somit, indem wir von @, @ zu @, @ zuriickkehren, 
die vollstiindige Antwort auf die oben gestellte Frage in dem folgen- 
den Satz: 

Zwischen den zu zwei conjugirten Involutionen gehirigen charakte- 
ristischen Periodenpaaren 2@, 2@' und 2@, 20’ besteht die Relation: 
o) 1 _ ‘a 

ow? * + 9-*): 
(49) ee ee 
@ —wr® + 3.0’) 
wobei p, gq, 7, 8 ganze Zahlen sind, welche den Bedingungen unter- 
worfen sind: 
ps—qr=1. 
om = r=+1, s=O0 (mod. 3). 

Auf Grund dieses Satzes kann man nun die friiher gefundenen 
Relationen zwischen den Invarianten der beiden conjugirten Involutionen 
als Modulargleichungen fiir die Transformation dritien Grades deuten. 

So liefern zuniichst die Gleichungen (14) die Modulargleichung fiir 


die erste Stufe unmittelbar in der von Herrn Klein*) gegebenen 
Parameterdarstellung, wenn man 


t= 


*) Math. Annalen Bd. 14, p. 143. 
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setzt, also 


jus 
Q 


woraus 
tt == 1, 
Ferner sind die aus (25) folgenden Gleichungen 
és —— & é — é, — és” 
ebenfalls als Modulargleichungen aufzufassen. Verbindet man sie noch 
mit den Formeln fiir die Wirkung der linearen Transformation 7 auf 
&,, &, (Modulfunctionen I, pag 630), so erhilt man die Modularglei- 


chung fiir die Tetraeterirrationalitit § in Uebereinstimmung mit ,,.Modul- 
functionen“ II, pag. 111. 

Von besonderem Interesse sind die Invarianten tg, j5 von #, denn 
da #— @, so bleiben sie invariant nicht nur (wie J, Q) bei den Sub- 
stitutionen der Gruppe § von § 2, sondern auch noch bei den Sub- 
stitutionen (49); diese bilden zusammen mit § eine Gruppe G, welche 
nach der oben unter e) gemachten Bemerkung ausser den Substitutionen 
von § nur die Producte der letzteren in die Substitution 


. >= oo a 
a=i/30, @ wa” 
enthilt. 


Die Invarianten is, j9 sind also eindeutige automorphe Formen 
von 2a, 2a’, welche bei der so definirten Gruppe G invariant bleiben. 


II. Theil. 


§ 6. 
Kanonische Form fir den Involutionskegelschnitt. 


Indem wir jetzt dazu tibergehen, auch irrationale Combinanten in 
den Kreis unserer Betrachtung zu ziehen, miissen wir vor allem einige 
Festsetzungen tiber die Bezeichnung treffen. 

Wir denken uns die Doppelelemente in willkiirlicher, aber ein 
fiir allemal festzuhaltender Reihenfolge mit 

d, dy, dy, dy 
bezeichnet; dadurch ist dann auch die Reihenfolge der zugehdrigen 
Verzweigungselemente 
C, Cy, Cy, Cg und C, C4, Cy, Cy 


fixirt. Es folgt dann die Reihenfolge fiir die Wurzeln m,, m,, m, der 
cubischen Resolvente von @ 


" . Die et as 
3 
(51) m zy ism > — Fie O 
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und fiir die Weierstrass’schen Groéssen e,, ¢,, ¢, und @,, @,, @, aus den 
Relationen*) 


(52) (dda) (dgdy) = — 3)— My), ee 
(CCa) (¢acy) = — 4(eg — ey); (Ca) (Gs 2y) = — 4(ep — &), 
we “és, 
a, B, y=} 2, 3,1, 
3, 1, 2. 


Andererseits konnten wir das Periodenpaar 2@, 2a’ noch einer 
beliebigen Transformation der Gruppe § unterwerfen (§ 2); derselben 
gehéren die folgenden Transformationen an 


0° 5) 1,0 1,3 ee 4,—3 (74 
0,17? Ul, 1) 0,17? UU, ~ 9): (3° 3): i, 1)» 
welche die drei Werthe 
po, g(a+a), pa 

auf alle méglichen sechs Arten vertauschen: durch eine derselben 
kénnen wir daher erreichen, dass 
(53) = 90, &=——(@+@), & = 9(a’) 
wird. 

Wir fiigen jetzt unsern friiheren Bedingungen iiber das Perioden- 
paar 2@,2@' noch die weitere Bedingung (53) hinzu, alsdann ist das 
Periodenpaar nur noch gleichberechtigt mit allen durch eine lineare 


Transformation — 
( ) (ad — By =1) 
y O 


daraus hervorgehenden, in welcher 
(54) @o=1, B=0, d=1 (mod.6), y=O mod. 2. 


Genau dasselbe gilt fiir die Perioden 26, 20’, denen wir die analoge 
Bedingung 

(55) &=@), &—P(@+0), %— 9) 

auferlegen. — 

Auf die wichtigsten irrationalen Invarianten der Involution wird 
man durch Betrachtung des Involutionskegelschnitts**) gefiihrt: 

Um denselben analytisch darzustellen, schreiben wir, mit X,, X,, X, 
homogene Punktcoordinaten bezeichnend, den ,,Normkegelschnitt“, N, 
in der Parameterdarstellung ***) : 
eX, = x,’, 


gX, = 24,2,, oX;—2,°. 







*) Vgl. Modulfunctionen I, pag. 17. 
**) Weyr, Grundziige etc. Nr, 15. 
***) Vgl. fiir das Folgende F. Meyer, Apolaritit und rationale Curven § 12. 
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Die Coordinaten der Verbindungslinie zweier Punkte x und y von N 
sind dann 

1 
(57) 6U,=%y,, 6U,=— 5 (%%+%y), 6U, = %%; 
gehéren nun x und y demselben Tripel der Involution (1) an, so ge- 
niigen sie der Verwandtschaftsgleichung (9); dies liefert sofort die 
Gleichung des Involutionskegelschnitts J in Liniencoordinaten: 


(58) #, U,? + 46, U,? + 4, U,? — 4,0, U, U, + 24, U, U, — 44, U, U, 
+ = J(U,?— U,0,) =0 


wobei 

o = 8,2, + 49, 2,52, + 66,%,?x,? + 48,0, 2,° + 92,4 
gesetzt ist. Aus (58) ergiebt sich fiir die Gleichung des Involutions- 
kegelschnitts in Punktcoordinaten 


(59) a) X,? + a, X,? + a,X,? + 2a, XX; + 2a, XX, + 2a, X, X, 
+ he (4X; X, — X,”) = 0 
wobei 
{=3Hp + J? =a x, + 40, 2,32, + 6a,u,?x,? + 40,2, 7,5 + a,x! 
gesetzt ist. 
Man verificirt hieran den von Weyr herriihrenden Satz, dass die 
Doppelelemente der Involution die Beriihrungspunkte der vier gemein- 


samen Tangenten von J und N mit N sind, die Verzweigungselemente 
die vier Schnittpunkte von J und N*). 


*) Dic obigen Formeln fiihren zu einer zweiten directen Lisung des in § 2 
behandelten Problems: alle cubischen Involutionen mit gegebenen Verzweigungs- 
elementen zu bestimmen. Denn ist [¢, J] eine Involution, deren Verzweigungs- 


elemente die Wurzeln von f=a;=0 sind, so muss der zugehiérige Involutions- 
kegelschnitt durch die Schnittpunkte des Kegelschnitts 
K = a) Xj? + ay Xq* + a, X5* + 2g Xy Xy + 2 Ay XX, + 2a, X, Xp = 0 
mit dem Normkegelschnitt hindurchgehen, muss also die Form haben: 
K — 9(4X,X,— X,*) = 0, 
wo @ ein Parameter ist; schreiben wir 
H, = hoy xy' + hy 245g + Cy wy? ey Aga, &y* + hye", 


so lautet daher die Gleichung des Involutionskegelschnitts in Liniencoordinaten 


1 1 
(> hyU? + 2h,U,? + ry Ig Us? — 2h, U, Us + hg Ug U, — 2hgU,U,)+ 
+ (a, U,* + 4u,U,° + a) U,? — 4a, 0,0; + 2a,U,U, — 4a, U, 0) + 
+(4e? -2 (U,U,— U,*) =0. 


Diese Gleichung muss aber mit der Gleichung (58) identisch sein; die Ver- 
gleichung ergiebt 
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Wir transformiren jetzt die beiden Kegelschnitte J und N auf ihr 
gemeinsames Polardreieck. Die nach Salmon, Conic sections, 6" ed. 
Art. 381, unter Benutzung von Clebsch, Binire Formen, § 44 und 
§ 45 durchzufiihrende Rechnung ergiebt folgendes Resultat: 

Seien 


P= Po Ly? + 2M, HX, L, + Py %,’, 
Y= Wu? +20, 2,2, + 2’, 
L = Moh? +244, 2%. + M2," 
in Clebsch’scher Bezeichnung die drei quadratischen Factoren von Ts, 
der Reihe nach den Wurzeln m,,m,,m, von (51) zugeordnet, alsdann 
fiihrt die Coordinatentransformation: 
oY, = Ym, —m, (y, X, + 9, X, + 9, X;), 
(60) o Y, = /m, — m, (b) X, + v, X, + ¥, X;), 
oY, = fm, — my (xq X, + % X, + 7, X3), 
und die damit contragrediente 


6V,=—yYm, — ms (p, U, — 29,0,+ U3), 
(61) 6 V, = /m, — m, (v, U, — 24, U, + % U3), 
«Vs, =m, —m, (X42 U, — 24%, Uy + % U5) 


den Normkegelschnitt N und den Involutionskegelschnitt I iiber in die 
Normalform 


(N) ee Y,? =0, 


VP + V+ Ve =0 
und 


(I) 


Y? Y,? Y;? 
7% + = @ 


k, V,? + k, V,? + k; Vs? = 0; 
dabei haben k,, k., k, die Werthe 


(62) k=—m—2d, h=m— tJ, k,=m,— 5 J. 
Zugleich ergiebt sich durch Combination von (56) und (60) folgende 
Parameterdarstellung fiir die beiden Kegelschnitte 


wo M einen willkiirlichen Proportionalitiitsfactor bezeichnet. Ueberdies hat man 
zur Bestimmung von e die Bedingung: J* = 67,: diese liefert 


1 1 
e— 5 ne —ne— Ba =O. 


Diese Gleichung ist aber identisch mit der Gleichung fiir die Dreitheilung der 
Perioden von gw, und damit sind wir wieder bei dem Resultat von § 2 angelangt. 
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(N) oe ¥,=/m, — m, 9, oY, =m, —m, v, 

oY; =m, —m, 4, 
) @Y,=/k,(m,—ms)p, @Y, = //ky(m, —m,) y, 

oY, = Vk,(m, — m,) x. 
Ist x, y, 2 ein Tripel unserer Involution und nennen wir den Beriihrungs- 
punkt der Geraden yz mit J den dem Punkt x von N ,,entsprechen- 
den“ Punkt von. J, so lasst sich zeigen, dass bei obiger Parameter- 


darstellung derselbe Werth des Parameters 2,:2, ,,entsprechende“ 
Punkte der beiden Kegelschnitte liefert. 


Aus der weiter unten abgeleiteten Gleichung (79) folgt 
1 1 
Ca = + (Bkgk, — 4 J), 


(60a) UW 


daraus berechnet man 


Hy + 2eef = + kgh,(Hy + me), 
und hieraus mit Hilfe von (17) 


67(2u) 1 
ot(2u) 4 
6.2(2u) 1 

4 


2 
% kak, 7 
2 
ih, 
o(2u) a 2 
atau) ao Ake 
Diese Gleichungen liefern zusammen mit (60a) eine transcendente 
Parameterdarstellung der beiden Kegelschnitte N und JI. 


e(2u) 


§ 7. 
Irrationale Invarianten der Involution. 


Wir wenden uns jetzt zu einer niheren Untersuchung der Gréssen 
k,, k,, k, und anderer aus ihnen abgeleiteter irrationaler Invarianten 


der Involution. 
a) Die Invarianten §,, , und &. 

Aus (51) und (62) folgt, dass k,, k,, k, die Wurzeln der Gleichung 
(63) 484+ 4Jh + J2k—-Q=0 
sind; zwischen ihnen besteht die Relation 
(64) ky? + k,? + k,? — 2h,k, — 2k,k, — 2k,k, = 0 
welche bekanntlich die Bedingung dafiir ist, dass es ein dem Kegel- 
schnitt N eingeschriebenes Dreieck giebt, welches zugleich dem 
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Kegelschnitt IJ umschrieben ist. Die Relation laisst sich in irrationaler 
Form schreiben 


(65) Vk + Vip + Vis = 0. 
Wir fiihren nun die Bezeichnungen ein 
(66) h—=Vk,, bh=—Vka, 1=Vky 
mit der Festsetzung iiber die Vorzeichen, dass 
(67) L+,+1, =—0 
sein soll; hierdurch sind diese Gréssen bis auf einen ihnen gemeinsamen 
Factor + 1 bestimmt*). 
Wir kénnen die Relation (67) in allgemeinster Weise befriedigen, 
wenn wir setzen 
(68) L=& +h, =e + 2h, = 2h, + 8b, 
wo 
_— —-1+4443 
= 


é ? 


wahrend £,, zwei neue nunmehr unabhiingige Invarianten sind. 
Mittels (63) beweist man dann den Satz: 


Die rationalen Invarianten J, 2, 2, jg driicken sich folgender- 
massen durch £,, § aus: 


J =— 66,6, jo = 3(8,°+ &°), 
Q—= 4(63+ 6,5) Q == 4(6,° — §,°)?. 
Fiir die absoluten Invarianten 


(69) 





27Q 
P= sy 
und 
tot 
J5 ‘3 


folgen hieraus die Proportionen : 
3 #3\2 3 3\2 
P: P—1:1—(#=#), (THY, — (6,6,)3, 


Q:Q@—l:l= (es > iy : «é + ay" — (£,)°. 


Es ist also die absolute irrationale Invariante 


(71) —? 


die kanonische Diederirrationalitét**) n = 3 in Bezug auf die rationale 





(70) 





*) Da wir ja die Involution als allgemein, und somit 2 +0, also auch 
11,7, + 0 voraussetzen. 
**) Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, pag. 60. 








n, 


ale 
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absolute Invariante cid der cubischen Involution, dagegen die kanonische 
Diederirrationalitét n = 6 in Bezug auf die rationale absolute Invariante 
1 

~ von a. — 


Es sollen jetzt wieder die Gréssen 
ky, keg, ks; L, L, 133 i bo 4 
fiir die conjugirte Involution genau dieselbe Bedeutung haben, wie die 
entsprechenden nicht tiberstrichenen Groéssen fiir die urspriingliche. Es 


bestehen dann sehr einfache Beziehungen zwischen den beiden Reihen 
von Gréssen. Zuniichst findet man aus (68) 


(72) nl, = m, + + J, bly = m, + 2 J, Ll, = ms +2 J; 
daraus folgt 
— WY —h+h—2(m+4)——3 (m4 40) ——3k; 


also indem wir die Quadratwurzel ziehen und den noch verfiigbaren 
gemeinsamen Factor + 1 von J,, J,, i, passend wablen 


(733) L—l=i~3l, 4—l=i/3l, —l,=iy3h. 
Hieraus ergiebt sich aber: - 

Zuischen den zu zwei conjugirten Involutionen gehirigen Grissen 
£1, &3 € resp. &:, €2, € bestehen die Relationen 


(74) &=—hi, &=—h&, $= —6*). 
“ugleich folgt nuch 
(4a) = —h&, heh, — eh, y= 8h, — ef). 

Denken wir uns € in der tiblichen Weise durch einen Punkt auf 
der Kugel dargestellt, so repriisentirt jeder Punkt der Kugel eine Classe 
aiquivalenter cubischer Involutionen; umgekehrt entsprechen einer ge- 
gebenen Classe iiquivalenter Involutionen sechs Punkte der Kugel, 
welche durch die Drehungen der Diedergruppe n = 3 aus einem unter 
ihnen hervorgehen. Den Eckpunkten, Kantenhalbirungspunkten und 
Polen des Dieders entsprechen die singuliiren Classen von Involutionen, 
in welchen resp. 

Q=0, Q=0, J=—0. 
Wendet man eine Drehung um 180° um die Hauptaxe des Dieders an, 


so gehen die sechs Punkte in die sechs die conjugirte Classe darstellen- 
den Punkte tiber. 





*) Dabei ist noch hervorzuheben, dass die letzte Relation von der oben ge- 


troffenen Festsetzung tiber den gemeinsamen Factor + 1 von 1,, i, i, unab- 
hingig ist, 
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b) Zugehérige Normalform und Darstellung der Doppel- 
verhiltnisse der Doppelelemente und der Verzweigungs- 
elemente durch €. 


An die Invarianten ¢,, €, kniipft sich nun wieder eine einfache 
Normalform fiir die cubische Involution. In der That beweist man 
leicht den Satz: 


Die cubische Involution [%, J] léasst sich durch unimodulare lineare 
Transformation der Variabeln auf die Form bringen 


(75) c = — 2(y,>+y2*) (6:24, +8? yo), 
J, = — 66,6. 


Denn berechnet man die Invarianten J,, 2, dieser Involution, so 
ergiebt sich 


Ji = —668—do; 2 — 46 — SP —Q. 
Dabei entsprechen die Wurzeln von 4, 
(76) 


den Wurzeln 


d, d, ? d,, d, 


von # entweder der Reihe nach oder in einer der durch Anwendung 
der Vierergruppe daraus hervorgehenden Anordnungen. Man iiberzeugt 
sich hiervon indem man die Invariante (dd,)(dsd,) einerseits direct 


mittels (52), (62) und (68), anderseits durch Berechnung an der 
Normalform (75) durch €,, € ausdriickt; nur bei der angegebenen 
Zuordnung erhilt man Uebereinstimmung der Resultate, und zwar 


12 3 
(77) (d dy) (dpdj) = Fla le fir «, B,y= 2 3 1 
ee - 

Unter Zuhiifenahme der Verwandtschaftsgleichung findet man 


ferner die Zerlegung der zu (75) gehérigen Verzweigungsform in 
Linearfactoren : 


f, = 3H», + J, 4, = 
(78) = [abet tobi) [m4 (26, —&) +2226 —6)]- 

[x, (2 *£,—£,) +2, (26,—f,)] (w, (226, —£)-+-a,(2 2? —&,)] 
und zwar sind die Linearfactoren von /, in der hingeschriebenen 
Reihenfolge den Wurzeln (76) von @, zugeordnet. 

Nunmehr kénnen wir auch die Invarianten (c¢z) (¢s cy) durch §,, §, 


ausdriicken, indem wir sie an der Normalform (78) berechnen; es ergiebt 
sich immer mit derselben Bedeutung fiir a, 8, y wie oben 


(79) (Cea) (egey) = — 4(e3 — ey) = — 1.673 13 la = Cha (kz — ky) 
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und daraus nach (74) und (74a) 

(80) (2G) (sty) = — 4% —%) = — i. 6/3 Tl. 
Hieraus folgt aber der Satz: 
Die Doppelwerhiltnisse 


__ (dd,) (dy ds) a 2 ™s 

(dd,) (dgd,) — m, — ™m,’ 
gm — CO aes) a —%, Zo Cer) rts) _ a —% 
(Clq) (CgCy)  &y — ” (€ Ge) (€3e1) G— es 


6= 








der Doppelelemente und Verzweigungselemente der beiden conjugirten 


Involutionen driicken sich folgendermassen rational durch die absolute 
Invariante € aus: 


ef — a 
o— — a7 
en bee ~ Oe. iw 8 — ETD . 
(ef + #*)* (2f — e*)’ (ef — 8) (ef + 2°) 

Durch Elimination von § ergeben sich hieraus die folgenden Zusitze : 

a) 4 und A sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
(82) a? -- 26(20°?—36+2)4 + ot) = 0. 

b) Zwischen 4 und 4 besteht die Relation *) 


(83) Vii +VA—a(l—a) =1. 


Das ist aber die Jacobi’sche Modulargleichung fiir die Transformation 
dritter Ordnung des Moduls zweiter Stufe, ein Resultat, dass nach § 5 
zu erwarten war. 


Es sei noch erwihnt, dass auch die ,, Weyr’sche Projectivitit' **) 


(dds) (dds) __ (ey) (Cay), Eady) (dy Ay) _ (F,) (4) 


(dd) (dyds) (deg) (C4)? (Edy) (dy dy) (Ca) (Cy €s) 
sich mittels der Normalform (75) beweisen lisst. — 


Die Normalform (75) hingt aufs engste mit der Weyr’schen***) 
Deutung der Involution auf der ebenen Curve vierter Ordnung mit drei 


*) Nach dem Satz auf pag. 13, Fussnote, lassen sich diese Resultate auch 
als Siitze tiber die Doppelverhiltnisse der Treffpunkte der vier Tangenten an die 
R, in d, dy, dy, dy mit ihren beiden Trefigeraden aussprechen, und in dieser 
geometrischen Deutung ist (82) bereits von Herrn Voss mittels Liniengeometrie 
gefunden worden (mitgetheilt bei Sturm, |. c. pag. 130), und (83) von Herrn Dixon 
(On twisted cubics which fulfil certain given conditions, Quaterly Journal of Math. 
Vol, XXIII (1889), pag. 352). 

**) Em. Weyr, Ueber die projectivischen Beziehungen zwischen den singu- 
laren Elementen einer cubischen Involution, Wiener Berichte Bd. 73, (1876), 
pag. 654. 

***) Wiener Berichte LXXXI, pag. 162, 1880. 
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Spitzen zusammen. Sind nimlich X,, X,, X, wieder homogene Punkt- 
coordinaten, so geben die Gleichungen 

OX, = (Yj: +42)-*, OX, = (Ey, +27 y2)-*, 0X3 = (PY, +8Y2)-? 
eine Parameterdarstellung der C, mit drei Spitzen 


1 4 1 t 1 4 
(x) + Gq) +) = 
bei welcher den Spitzen die Werthe y= — 1, — ¢, — & entsprechen. 
Alsdann schneidet nach Weyr das Strahlenbiischel mit dem Punkt 
y=€ der C, als Centrum auf der C, eine cubische Involution aus. 


Es lasst sich nun zeigen, dass diese cubische Involution gerade die 
obige Involution [#,, J] ist. — 


c) Die cubischen Resolventen der Formen Ff und 7 


Wir wenden uns nun zur Betrachtung der cubischen Resolvente 
der biquadratischen Form [: 


oder nach (15) 
(84) 
Andererseits folgt aber aus (63) und (72) fiir /,, 1,, 1, die cubische 
Gleichung - 
28 + JI—VQ=0; 

dieselbe geht in (84) iiber durch die Substitution 

n=VQ. l; 
also haben wir den Satz: 


Die Wurzeln n,, %,, 2, der cubischen Resolvente der Form TF driicken 


sich folgendermassen durch die friiher betrachteten irrationalen In- 
varianten aus 


n, = |, VQ— 2(€° + &°) (6 + &), 
(85) fi, =1L,VQ— 2 (6° + &°) (ef, + e7&), 
n, =I, VQ= 2(6,° + €%) (8, + &&). 


Dabei sind die Vorzeichen der Quadratwurzel eindeutig bestimmt durch 
die beiden Bedingungen 


(85a) iy + tip + 7g = 0, yyy = >. 


Die entsprechenden Formeln gelten fiir die Wurzeln n,, n,, , 
der cubischen Resolvente der Form f. Aus (73) folgt noch: 
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Zwischen den Wurzeln der cubischen Resolventen der Formen T 
und F bestehen die Relationen 


(86) ig — hy ~if3/% ne, ig — ty =i 3 V2 Tia 


Ferner folgt aus (85) und (86): 
Die Doppelverhiltnisse 


yo A nd 5 oe 2 
nm — Nz m% — Ns 


der Wurzeln der biquadratischen Formen T und F driicken sich folgender- 
massen durch € aus: 


(87) buww AEA. 2 .=£ 


epep? 9 — w= et) 
sie sind daher die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
(88) v? —2(1—o)v—o=0. 


§ 8. 
Darstellung der irrationalen Invarianten der Involution als elliptische 
Modul-Formen und -Functionen. 


Die im vorigen Paragraphen behandelten irrationalen Invarianten, 
sollen nunmehr wieder durch elliptische Modul-Formen resp. -Functionen 


dargestellt werden. 
a) Die Invarianten k,, k,, kg. 


Als Folge der im Eingang von § 6 getroffenen Festsetzungen ent- 
sprechen den Doppelelementen 


a=d,d,, d,, d; 
der Reihe nach die Werthe 


2a 2a , 2a , 2a 
7 a+, a+-a-+ >, +> 


Fiihren wir daher neben der friiheren Bezeichnung 


2a 
oe (2) 
noch die weitere ein 


nA=9(o+ 2), m—e(o+o+ 2), rn —9(o'+) 


so ist das friiher mit 6 bezeichnete Doppelverhiltniss aus Doppel- 
elementen 


“¢ — — P= PD (te — 29), 
(P — Pe) (Ps — 21) 


Mathematische Annalen. L, 
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Nun berechnet man aber nach bekannten Formeln der Weier- 
strass’schen Theorie: 
6a (=~) 


# (ae) 

« () 
MPT ORT) 
Ce — Cs “(3) Ss Can =? 5 
“si 


Andererseits ist nach (81) 


(89) 


(89a) Pp — Py = (ep — 
Daraus folgt: 


= 


~ eh. oe 


verbindet man dies mit der vorigen thee. so kommt 


1 1 1 
a) oC) 
Der Proportionalitatsfactor bestimmt sich aus 
k +k +k =—J 
unter Benutzung von (20), und man erhdilt fiir k. den Ausdruck 
# (>) 
(2) 


Wir fiihren hierin noch @-Functionen ein; wir setzen 


k,: ka: k, = 





(90) 


“=t, q = en's 


und schreiben in Jacobi’scher Bezeichnungsweise 
9, = F2(0, @), 
0. = 9.(0, 9°), 
so erhilt man aus (90) die folgende Darstellung von k,, k,, k, durch 
&-Nullwerthe: 
‘Vr . *V3 . iV2 - a, 3 
(91) k, ‘ on” c 3° 


Verbindet man mit (90) die aus (63) und (23a) sich ergebende 
Gleichung 
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VS g' (22) = — Ohhh, 


(Fe) 0 *) 





2 hig ky. 


20) s(4o\ SO 
*(S) &) 
Zieht man die Quadratwurzel und beriicksichtigt (72) so kommt 
ca (—") 


a 3¢ 
(93) 1) = 575 Oma tS) = Fe Cha +J). 


Dabei ist das Zeichen aus den Anfangsgliedern der Entwicklungen 

beider Seiten nach Potenzen von q bestimmt, wobei von der, ,,Modul- 

functionen“ II, pag. 370, (5) und (7) gegebenen Entwicklung von &, 

Gebrauch zu machen ist. Mit Hilfe von (63) folgt dann weiter der Satz: 
Die drei Grissen 


a(S) «() «() 
o(%*)’ o(%)’ o(%) 
sind die Wurzeln der cubischen Gleichung 


P —. 
(94) Fa — a Ie + “22t9—0. 


Es gilt also insbesondere die Fundamentalrelation *) 
(95) 6.3) 65) + 39) 0 (G) + 6 GP) oe (Q) =o. 


b) Die Invarianten ”,, %,, , und &. 


Die Gréssen 1,, 1,, 1, sind keine eindeutigen Modulformen, wohl 
aber wieder die Gréssen %,, %, %,. Aus 


(96) Na = Qhe 


*) In Jacobi scher Bezeichnung lautet dieselbe 


2K 2K 2K , 2K 
dn = — en 37 aap ay = 0; 


das ist aber, wenn wir, wie in der Jacobi’schen Behandlung des Schliessungs- 
problems fiir zwei Kreise von den Radien R, r und dem Mittelpunktsabstand a, 


_ ate, aut 
R+a’ 3 R+a’ 
nichts anderes als die bekannte Bedingung fiir den Dreischluss: 
: R? — az 
2k 


f= 
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und (90) folgt das Resultat 


4@ 
(97) pm +9 ‘(*). 6 (% “G) — 1, 2, 3 


ea(*S) 


zeichenrichtig, da man mittels (95) und (23a) sofort die beiden Zeichen 
bestimmenden Relationen (85a) verificirt. 
Beachtet man, dass nach Schwarz, Formelsammlung Art. 12, (16) 


4@ 
“OS, 
so erhilt man aus (97) und (89) auch noch den folgenden Ausdruck 
fiir 7. 
(98) ja = — (P — Da): 
Aus (96) und (91) folgt 

H° __ 9:0, a 

iige 0,%,°’ i 0,9;"’ 
wir fiihren jetzt mit Herrn Fricke*) die elliptische Modulfunction 
sechster Stufe ein 


O.\2 
(99) u(r) = (3), 
so ist nach Herrn Fricke 


4,20, - 4°09, — y— sy 
(709) 0,4;° =): 045° y+3 


und indem wir die Quadratwurzel ziehen 


i aor 
ini Big y FS 


zeichenrichtig, da nur bei dieser Wahl der Vorzeichen die aus (85a) 
folgende Relation 

my ae a 
befriedigt wird. 


Hieraus erhilt man aber unmittelbar die absolute Invariante €; 
denn es ist nach (68) und (85) 


t 1, + i, + el, My + hg + ems 
htehteh My + EN + BPN, 


und es liefert daher (101) den Satz: 


*) Math. Ann. Bd. 29, pag. 121 und Modulfunctionen I, pag. 683 und II, 
pag. 391. 
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Die absolute Invariante € ist eine lineare Function der Fricke’schen 
Modulfunction sechster Stufe y(t) und zwar ist 


— yt V3 | 
(102) rs Wi 


c) Transformation dritter Ordnung. 


Was endlich die Transformation dritter Ordnung betrifft, so sind 
in Folge der im Eingang von §6 tiber die Perioden 2m, 2’ und 
20, 20’ getroffenen Festsetzungen nunmehr die Coefficienten p, q, 1, s 
der Relation (49) noch weiter einzuschrinken. Fir «—@ resp. a’ 
wird nach den dortigen Festsetzungen x = ¢, resp. ¢,, und daher nach 
(34) y == @, resp. €,; andererseits nimmt aber nach den Festsetzungen 
liber @, © y diese Werthe an fiir %7 = @ resp. @; daraus folgt aber 


P(o)= PF); P@)—9@). 
Dies zusammen mit den friiheren Bedingungen (50) ergiebt das Resultat: 
Nach den Festsetzungen von § 6 miissen die Coefficienten p, q, r, s 
in der Relation (19) den Bedingungen geniigen: 
(103) ps —qr=1, 
p=1(mod.2); q=2, r=4, s=3 (mod. 6). 


Auch hier zeigt man wieder, dass man durch eine vorherige den 
Bedingungen (54) geniigende lineare Transformation von @, @’ erreichen 
kann, dass p, g, 7, $ einem beliebigen, den Bedingungen (103) geniigen- 
den System ganzer Zahlen gleich werden, z. B. 

@ 1 _ _ , 1 o=- _— 

Die frither zwischen den irrationalen Invarianten conjugirter In- 
volutionen: 4,2; v,¥; €,€ gefundenen Relationen stellen sich dann 
als Modulargleichungen fiir die Transformation dritten Grades dar. 
Dabei ist wegen ihrer Einfachheit besonders die Modulargleichung 
fiir € bemerkenswerth: 

» dco = 
(105) (ee) = — 600). 
Fiibrt man mittels (102) y(r) statt € ein, und macht von den Fricke’- 
schen Formeln fiir die lineare Transformation von y Gebrauch (Modul- 
functionen I, pag. 685 wobei man sich nach dem obigen auf den 
speciellen Fall (104) beschrinken darf), so geht (105) in die von 
Herrn Fricke, Modulfunctionen II, pag. 392 gegebene Formel 


y(3t) y(t) = (1 — «(3))” 











102 Osxar Botza. Die cubische Involution und die elliptischen Functionen. 


iiber, wo x die von Herrn Fricke ebenso bezeichnete Modulfunction 
sechster Stufe bezeichnet. 


Eine eigenthiimliche Stellung nehmen auch hier wieder die In- 


varianten von # ein: mz — my, 6, €, insofern sie nicht nur bei den 
Modulsubstitutionen 
(3) 
pe? 


mit den Bedingungen (54), sondern auch bei den mit jenen zusammen 
eine Gruppe bildenden Substitutionen 


<9 V3 p, —?t V3 q 
- A =m 
iVvs ° iVs 
mit den Bedingungen (103) unverindert bleiben. 
Freiburg i. B., den 17. Marz 1897. 
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Contribution & la théorie des solutions singulitres des équations 
différentielles du premier ordre. 


Par 


M. Micuen Petrovircr a Belgrade (Serbie). 


Considérons une équation différentielle algébrique du premier ordre 
(1) F(a, y, y')=0 
ot F' est un polynome en y et y’ et envisageons une fonction y(x) 
satisfaisant & cette équation. Si pour une valeur de « et la valeur 
correspondante de y la dérivée y’, définie par (1), est une fonction 
uniforme et continue de « et y dans le voisinage de ces valeurs, la 
solution, qui nous occupe, s’obtiendra dans le voisinage de la valeur 
considérée de 2, par l’application du théoréme fondamental sur l’existence 
des intégrales et sera une intégrale particuliére de |’équation. Mais si, 
pour les valeurs (7, y), correspondant 4 une solution, la dérivée y’, 
définie par (1), n’est jamais une fonction uniforme et continue de 
(a, y), on ne pourra par |’application du théoréme fondamental développer 
en série cette solution dans le voisinage d’aucune valeur de z. 

Des telles solutions s’obtiennent en écrivant que |’équation (1), 
considérée comme équation en y’ a une racine multiple, c’est-a-dire 
en eliminant y’ entre les deux équations 


F(z,y,y') =9, a == 0. 
Soit 
(2) Q(z, y) =0 
le résultat ainsi obtenu. Si la fonction y(7), satisfaisant a l’équation 
(2), ne satisfait pas a léquation F —0, on démontre que la courbe 
(2) représente en général le lieu des points de rebroussement des 
courbes intégrales, relatives 4 l’équation (1). Si, au contraire, la courbe 
(2) satisfait & l’équation (1), on démontre qu’elle représente, en général, 


Vintégrale singuliére de cette équation et l’enveloppe des courbes inté- 
grales de cette équation. 
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Cependant, il peut arriver que la courbe (2), tout en satisfaisant 
& Véquation (1), ne soit ni solution singuliére de (1) ni enveloppe des 
courbes intégrales de cette équation. Il en sera p. ex. ainsi pour 
Péquation 

(Q2—y’? + x(y—2?) (24—y’) + (y—#*)? = 0; 
la courbe y = 2? satisfait en méme temps 4 deux équations 
F=—0 t¢ 20 
oy 
et pourtant elle n’est ni solution singuliére de F = 0, car elle s’obtient 
de l’intégrale générale 
a? + Ca + 0? 
y= 1+Cnz 
pour C=O, ni enveloppe des intégrales particulitres, car aucune 
courbe intégrale n’a avec elle de points communs a distance finie. 

Je me propose de démontrer ici un théoreme général, relatif a 
ces cas d’exception et d’en déduire quelques conséquences 4 l’égard de 
Vintégration des certains types d’équations du premier ordre, ou de la 
recherche des intégrales d’une certaine nature analytique. 

A cet effet rapportons nous d’abord a la démonstration du théorme, 
d’aprés lequel si une fonction y(x), definie par (2), satisfait en méme 
temps 4 deux équations /' = 0 et aS = 0, elle est en général solution 
singuliére et enveloppe des courbes intégrales de F' = 0*), 

Envisageons un point arbitraire c=—a, y=f6 de la courbe 
Q(x,y)=90. Pour ces valeurs l’équation F’—0, considérée comme 
équation en y’, a une racine multiple; nous supposerons que cette 
racine multiple est double. L’équation F—0O a done pour 7 —a, 
y = 6 une racine double et deux racines de cette équation se permutent 
autour de ces valeurs de x et de y. 

La somme et le produit de ces deux racines étant des fonctions 
uniformes de x et y dans le voisinage de (a, 6), on peut considérer 
y’ comme racine d’une équation du second degré, dont les coefficients 


sont fonctions holomorphes de (x, y) dans le voisinage de (a, B). On 
peut par suite écrire 


(3) y’ = A(x, y) + O(a, y) YBa, y) 


ot A, B, C sont des séries ordonnées suivant les puissances de 
(x — a) et (y—). 

Cherchons les intégrales de |’équation (3) qui pour z= a prennent 
la valeur y= £8. Parmi ces intégrales il y a, d’abord, la fonction 
y,(~), définie par équation (2), qui peut étre developpée suivant les 


*) Picard: Traité d’Analyse t. III, Chap. 3. 





Solutions singulitres des équations diff. du 1¢* ordre. 105 


puissances de 2— «a. On démontre alors qu’outre cette solution il y 
a en général une seconde solution 


: y=%+2 
tangente & celle-ci. 
D’abord, comme pour la solution 7 = y,(#) on a 
Biz, y,) = 0, y = A(z, y,), 
si dans V’équation (3) on pose 


; y=y +2 
elle deviendra 





(4) a= 2D, (a) + 2? p.(x)-+ +--+ C(x, y, +2) Wey, (@) +2" ¥,(2)+-- 


od les fonctions y;, Y; sont des séries ordonnées suivant les puissances 
de z—a, et ,(”) en général ne s’annule pas par « = «@; de plus, 
la valeur C(a, B) sera, en général, différente de zéro, 

Parmi les intégrales z de l’équation (4), s’annulant pour z = a, 
il y a toujours la solution évidente ¢ = 0; mais outre celle-ci il y en 
a, en général, encore une. Pour le voir, on pose 

emu? 

ce qui conduit & l’équation 





(5) 2 a = up,(2) + up, (%) + + C(x, y,+U?) Vd, (@) + 0? p(x) + 


et comme lon a en général 


(6) Cm, B)== 9, (a) +0 

le second membre est holomorphe dans le voisinage de x = a, u= 0 
et ’équation (4) donnera, d’aprés le théoreme fondamental, l’intégrale 
uw en série ordonnée suivant les puissances de (z— a), de sorte qu’on ait 


u=p(a—a)+q(a—ayP+--- 
2= a(x—a)? + b(a@—a)>+.--. 


dot 
c’est-a-dire 
(7) y¥=y, + a(v@—a)? + d(a@—a)s+.--- 


et il est évident que la courbe Q(z, y,) =O est tangente au point 
(a, B) & la courbe représentée par l’équation (7), comme il fallait 
démontrer. 

Mais ce raisonnement suppose essentiellement que les conditions (6) 
soient remplies pour un point arbitraire (a, 6) de la courbe Q(z, y,) = 0, 
Le résultat est tout-d-fait différent si lune ou l'autre des conditions (6) 
n’est pas remplie. Car dans ce cas le second membre de |’équation (5) 
contient u en facteur, de sorte que l’équation peut étre mise sous la forme 


1 du 
u dx 


= O(a, u) 





106 M. Perrovirtes. 


od la fonction (u) est finie pour z—a,u—0. Pour ces valeurs 
de z et de u, la dérivée logarithmique figurant dans le premier membre, 
devient infinie, tandis que le second membre reste fini. La fonction u, 
si elle n’est pas identiquement nulle, ne peut donc s’annuler pour 
“2==«a et par conséquant par le point (@, 8) ne passe que la courbe 
y,, définie par Q(x, y,) = 0. 

Ainsi, dans l’exemple cité précédemment, en résolvant ]’équation 
par rapport a la derivée y’, on aura 


y’ = 22 + 2Y— 2) 4. y— =) [3a — Fy 


et la fonction 





C(@, y) = *=* 


s'annule pour tous les points de la courbe z = 2", qui s’obtient comme 
solution commune aux équations F = 0 et = (0. 


On voit de ce qui précéde, qu’une ake Q(x, y) = 0, tout en 
ayant été obtenue par élimination de y’ des équations F—O et 
ao O et satisfaisant 1 / —0, peut ne pas étre solution singulitre 
de F =O ni enveloppe des ses courbes intégrales, et l’on peut en 
tirer le résultat suivant: 

Lorsque l’équation F' = 0, resolue par rapport ay’, a une racine 
double, la courbe Q(z, y) =O est: ou bien solution singulitre de 
F' = 0, enveloppant les courbes intégrales particuliéres, ou bien la 
courbe ne coupant ces courbes intégrales qu’en des points fixes, ne 
variant pas avec la constante d’intégration. 

Cependant, il peut arriver que la racine y’ de F' = 0 soit triple, 
quadruple etc. Proposons nous le probléme général suivant: 

Reconnaitre si pour une équation différentielle algébrique du premier 
ordre donnée il existe dans le plan (x, y) des courbes T, que les intégrales 
de F =0 ne coupent qu’en des points fixes, et trowver ces courbes dans 
les cas ot elles existent. 

D’abord, il est clair qu’une telle courbe [ est toujours une intégrale 
particulitre de F—0. Car, par chaque point du plan (x, y) passe 
au moins une intégrale particuliére de cette équation et alors, puisque 
par les points de la courbe [ (en mettant & part certains points fixes) 
ne passe aucune courbe intégrale, cette courbe [ doit étre elle-méme 
une courbe intégrale de F = 0. 

Cherchons donc a reconnaitre si Péquation F =O admet effective- 
ment de telles courbes [. 

On peut résoudre le probleme & Taide du théoréme fonda- 
mental sur existence des intégrales; mais on le résout plus simple- 
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ment en se servant d’un résultat que j'ai donné dans un travail 
antérieur*). 

Soit 

F (« YY ‘)=0 

Péquation donnée, od F est mis sous la forme d’un polynome irré- 
ductible en y, y’ & coefficients fonctions quelconques de x et désignons 
par m et m les plus hauts exposants de F par rapport a y et y’. Soit 
y, = u(x) une courbe jouissant de la propriété considérée par rapport 
aux intégrales de F =. En posant 
(8) y—u(a) te 
Yéquation F = 0 devient 


8... ng (, W, W’) m; = 0, 1,2,...™ 
oe mn; Py one 
(9) Do at , 0 See a 
ou 


m+ ng r 
(10) Om;,;(%) My 0’) = é Md “), 
du ‘du’! 

Pour que la courbe y, = u(x) jouit de la propriété en question, 
il faut et il suffit que les valeurs «= a,, qui annulent |’intégrale 
générale s(x, C) de l’équation (9) ne varient pas avec la constante 
dintégration C. Or, dans le travail cité j’ai démontré un théoreme 
général & cet égard, auquel on peut donner la forme suivante: 








Pour que les zéros de l’intégrale générale d’une équation du premier 
ordre, mise sous la forme 


(11) > 9 (aes = 0 


ne varient pas avec la constante d’intégration, il faut et il suffit qu’en 
désignant par m et m les plus hauts exposants de (11) en z et 2’ on ait 
(12) m+n4>n 
pour toutes les valeurs 
m —=0,1,2,...m, 
ni; =(,1,2,...% 
correspondant aux mémes indices 7. 
D’autre part, si les valeurs de x, annulant z, ne dépendent pas 
de la constante d’intégration , elles coincident 
1° soit.avec les infinis des coefficients ;(x); 
2° soit avec les zéros du coefficient du terme en 2", aprés y avoir 
posé z= 0. 
Appliquons ces résultats au probléme qui nous occupe. Remar- 
quons d’abord que le terme en ¢’* subsiste toujours dans |’équation (9), 


J Sur les zéros et les infinis des intégrales, Paris 1894. 
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de quelle maniére qu’on choisisse la fonction u(x). Car, si m= 
est le plus haut exposant de y, figurant dans l’ensemble de termes qui 
contiennent 2", il y aura dans l’équation un terme 


ot” F(a, u, uv’) 
au" u'™ 
qui se réduit & une fonction de x seul ou & une constante, quelle que 
soit la fonction u(z). 
On voit alors que: pour que les valeurs « = a, soient fixes, il 
faut et il suffit de choisir la fonction u(x) de sorte, que les coefficients 
Om,,n;(%, U, Ww’) 


de tous les termes de l’équation F = 0, pour lesquels la condition (12) 
nest pas remplie, deviennent identiquement nuls. La fonction u(z) 
doit done étre solution commune 4 toutes les équations 


™m 


ity , 
a F(a, u,v) _ 9 


F ut ze u’ ng 








pour lesquelles on a 
m+n <n. 
En choisissant la fonction u(a#) de telle maniére, que dans (9) ne 
restent que les termes, pour lesquels on a 


mM; + n; > n 
les valeurs x = a; seront fixes et coincideront: soit avec les infinis a; 
des coefficients dans #’ — 0, soit avec les infinis 6; de u(x), soit avec 
les zéros y; de la fonction Oo,,(z, u, wv’) apres y avoir remplacé uw par 
la fonction trouvée tout-a-l’heure. 
Mais on a 
” oF 

Oo,n (7, U, W) = au™ 
et, par suite, le polynome Oo, se réduit & un polynome P(a, u) en 
u, qui est ensemble f(z, uw) de termes de F(z, u, wu’) contenant uw” 
en facteur. Les valeurs y; sont donc racines en x de |’équation 


(13) f[x, u(x)| = 0. 

On déduit de tout ceci le théor®me suivant: 

Pour que Véquation donnée F =O admette des courbes T, il faut 
et il suffit que les equations 

m+ ny P 
(14) SE) ws 
oy J ey v 

ou m +n; < ” aient des solutions communes. Si u(x) est une telle 
solution, la courbe y = u(x) est la courbe T cherchée. Les points fixes 








= ft 


qui 


que 
, il 


ants 


12) 
(2) 


) ne 


3 a; 
vec 
par 


en 
u 


‘aut 


‘elle 
ves 
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@intersection de cette courbe avec les courbes intégrales ne peuvent étre 
que: 1° soit les a; 2° soit les B;; 3° soit les y;. 

Ce théoreme résout complétement le probléme proposé et raméne 
la recherche des courbes [ & la recherche des solutions communes 4 
plusieurs équations du premier ordre, ce qui n’exige que des opérations 
algébriques. 

Remarquons que si m = 1, les équations (14) se réduisent 4 F —0, 
ce qui montre que toutes les courbes intégrales de cette équation jouent 
le role des courbes [, ce qui est d’ailleurs évident, ainsi que le résultat 
réciproque. 

Si, maintenant, on a m > 1, parmi les équations (14) se trouvent 
toujours les deux suivantes 


oF 
F=0O, ay’ 


Si dans ce cas les équations (14) ont une solution commune, celle-ci 
nest pas solution singulitre, comme lexige la théorie générale des 
telles solutions, mais une courbe ne coupant les autres courbes intégrales 
de #’ = 0 qu’en des points fixes. 

On s’assure p. ex. facilement dans l’exemple, cité précédemment, 
que la courbe y = 2° satisfait en méme temps a trois équations 

oF oF 
F=0O, 0, a” 0 
et par conséquant, en vertu du théoréme précédent elle est une des 
courbes [ par rapport aux autres intégrales, ce qu’on vérifie directement 
sur son intégrale générale, écrite précédemment. 

On déduit du théoréme précédent aussi le corollaire suivant: 

Si » > 1 et si les coefficients dans F sont fonctions algébriques 
de az, les courbes [ quand elles existent, sont algébriques et leurs points 
dintersection avec les courbes intégrales sont toujours en nombre fini. 

L’existence des courbes [ pour une équation différentielle donnée 
facilite souvent l'étude des intégrales. Dans certains cas généraux elle 
permet d’intégrer complétement |’équation donnée; dans d’autres cas 
elle rend possible la détermination des intégrales particuliéres d’une 
nature analytique donnée. Je me propose de le montrer ici briévement. 

Soit F(x, y, y’)) = 0 une équation d points critiques fixes et ad- 
mettant relativement 4 ses intégrales une courbe [, ayant pour équation 
y= u(x). En posant 

y=u(@) +> 
d’od ¢ 
y=w(2)— 5 
Péquation F' = 0 deviendra 
O(z,2,2)=—0. 
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D’aprés la définition méme de la courbe y = u(x), les racines de 

léquation 
y(z, C) — u(x) = 0 

sont indépendantes de la constante d’intégration C, ce qui montre que 
les valeurs de 2, qui rendent infinie Vintégrale générale 2(x, C) de 
Véquation ®=—0( ne dépendent pas de C. Cette intégrale a donc 
toutes ses singularités fixes. 

Mais alors d’aprés ce qu’on sait sur la nature de lintégrale des 
équations 4 points critiques fixes, 

1° le genre de ® = 0 ne peut étre égal a 1; 

2° si le genre est zéro, léquation de Riccati, 4 laquelle se 
raméne |’équation ® = 0 par une transformation birationnelle, doit se 
réduire & une équation linéaire du premier ordre; 

3° si le genre est supérieur 4 1, Véquation s’intégre par des 
opérations algébriques. 

Or, les genres des équations F = 0 en (y, y’) et ® = 0 en (g, @) 


sont égaux, car les variables (y, y’) sexpriment rationnellement en 
(¢, 2) suivant les formules 


1 , , j 

y= ut =a? , =o = a 

et inversement: (z, 2) s’expriment rationnellement en (y, y’). 
On peut done déduire le théoréme suivant: 


Toute équation algébrique du premier ordre a points critiques fixes, 
admettant des courbes T, sintégre soit algébriquement, soit par une ou 
deux quadratures. 

Supposons que l’équation donnée F = 0 soit algébrique non seule- 
ment par rapport a y et y’, mais aussi par rapport 4 2. Son intégrale 
générale sera alors: soit une fonction algébrique de x, soit une fonction 


rationnelle en 
efierae fo(aesioe ax 


(oa p et f sont fonctions algébriques de x) a coefficients algébriques en x. 

Si F(z, y, y’) est un polynome irréductible non seulement en y 
et y’, mais aussi en x, on peut préciser encore davantage la nature 
analytique des fonctions représentant |l’intégrale générale, en se servant 
dun théoréme important de M. Noether, relatif 4 la représentation 
paramétrique des coordonnées des courbes unicursales. Si |’intégrale 
générale de F’'—0 s’obtient par des quadratures, c'est que le genre 


de cette équation est égal & zéro. Exprimons y et y’ en fonction 
rationnelle d’un paramétre 4 et soit 


y= R, (a, a), 
y’ = R,(z, 4). 
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Alors, en désignant par m le degré de F =O par rapport a y’, 
M. Noether a démontré que 

1° Si m est impair, on peut choisir le paramétre 4 de telle sorte, 
que la représentation paramétrique précédente n’introduise aucune 
irrationnalité par rapport aux coefficients g;(~) dans F, c’est-i-dire que 
R, et R, soient des fonctions rationnelles non seulement en 4, mais 
aussi en 2. 

2° Si est pair, il existe toujours une représentation paramétrique 
n’introduisant. des irrationnalités par rapport aux coefficients ;(x) 
dans F' autres qu’une racine carrée d’un polynome en coefficients ;(z). 

D’autre part, les coefficients en w dans |’équation linéaire du 
premier ordre & laquelle satisfait 4, sont fonctions rationnelles des 
coefficients en 2 figurant dans R, et R,. Par conséquant, si m est 


impair, les deux fonctions g(x) et f(x) sont rationnelles en x; si m 
est pair, elles sont de la forme 


8,(@) + 8,(2)VP(2), 

ot S, et S, sont des fractions rationnelles et P un polynome en z, 

Il s’ensuit que, si m est impair, l’intégrale f f(z) daz s’exprime 
par des fonctions algébriques et logarithmiques; si m est pair, c’est 
une intégrale abélienne du genre hyperelliptique. 

Enfin, j’indiquerai comment |’existence d’une courbe [ de la forme 

y = 1(2) 
od r(x) est une fonction rationnelle de x, pour une équation donnée 
F(a, Y> y’) = 0 

simplifie le probléme de reconnaitre si cette équation admet d’intégrales 
particuliéres rationnelles ou, en général, méromorphes. 


Désignous par ¢,,¢,,...¢, les diverses valeurs de x, coincidant 
avec les valeurs @;, B;, y; définies dans le théoréme précédent. Comme 
d’aprés ce théoreme les zéros de la différence y— r(x) doivent coincider 
avec ces valeurs ¢,, si l’on pose 


@ (x) —= (w@— cy) (w—e,)... (w—ey) 
il existera un nombre entier positif w tel, que si une intégrale parti- 
culitre y,(z) de F = 0 est rationnelle en z, la fonction 


_ _ fala 
(15) 4 = ye) — 7 @) 


soit polynome en z, et si l’on connaissait une limite supérieure du 
nombre w, on raménerait la recherche de toutes les intégrales ration- 
nelles & celle, relativement plus facile, des polynomes satisfaisant & 
Péquation différentielle en u. On peut déterminer une limite supérieure 


de ce nombre par la methode suivante. 
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En posant dans |’équation donnée F = 0 


y=2+r(2) 
on obtiendra une nouvelle équation en 2, soit 
V(a,2,2)=0. 

On sait reconnaitre par les méthodes de Briot et Bouquet si cette 
équation admet des intégrales holomorphes prenant pour x = ¢; (i= 1,2...k) 
la valeur z= 0, et déterminer pour ces intégrales le développement 
de ¢ suivant les puissances de x — ¢;. On en déduira l’ordre maximum 
possible 4; du zéro ¢; de 2 En faisant ce calcul pour tous les zéros 
C,.-.¢c et en désignant par 4, le plus grand des entiers 4, ... A;, 
ce nombre A, sera une limite supérieure de wp. 

Les mémes considérations s’appliquent au probleme de ramener la 
détérmination des intégrales particulitres méromorphes 4 celle, relative- 
ment plus facile, des intégrales holomorphes dans tout le plan. Si 
y,(x) est une intégrale méromorphe de léquation donnée, la fonction 
précédente w, définie par |’équation (15) sera, d’aprés le théoréme sur 
la décomposition des fonctions méromorphes en facteurs primaires, une 
fonction holomorphe, si w est convenablement choisi. Car, la différence 
y,(x) — r(x) ne pouvant s’annuler que pour une de valeurs ¢;, on aura 


2— ev] oo 
y(%) — r(2) = LT ] 


[[e->0" 


ou G(x) est une fonction holomorphe dans tout le plan; les 5; sont 
les poles de la fonction y, (x) — r(x); A; et »; sont les ordres des zéros 
et des poles de cette fonction. Il s’en suit immediatement, que pour u 
convenablement choisi la fonction wu, définie par (15) est holomorphe 
dans tout le plan; elle satisfait, d’ailleurs, 4 une équation du premier 
ordre, facile 4 former 4 l'aide de l’équation donnée et la connaissance 
de cette fonction u entrainerait celle de y. On calculerait le nombre wu 
dune maniére identique celle, indiquée plus haut, dans le cas des 
intégrales rationnelles. 








Resultanten ternirer Formen. 
Von 


P. Gorpan in Erlangen. 


Die Invarianten ete. A,,m eines Productes 
PF = 4,202, 043,2 °° * Gn,2) 
welche in seinem Coefficienten den Grad m haben, sind gleichzeitig 
symmetrische simultane Invarianten etc. In,» der linearen Factoren a,. 
Die Tl,» Sind in den Coefficienten eines jeden Factors a, vom Grade m 
und dndern sich nicht, wenn man die Indices der a permutirt. Sie ent- 
sprechen nach dem Reciprocitiitssatze von Hermite den Invarianten etc. 
Py,» einer Form f= a® eindeutig. Hat man es mit binaren Formen 
zu thun, so sind umgekehrt alle TT,,,, Invarianten etc. von F. 

Sind mehr als 2 Variable vorhanden, dann ist die Umkehrung 
nicht immer gestattet. Es gibt dann Formen TIm,,, welche sich nicht 
als ganze rationale Functionen der A darstellen lassen. Dieselben sind 
dann entweder simultane Invarianten etc. von F’ und den ay,,, oder sie 
lassen sich gar nicht mit F direct in Verbindung bringen. Der _letz- 
tere Fall tritt besonders hiufig dann ein, wenn n = 2 ist. 

Es gibt jedoch eine Classe von TIm,,, welche stets Formen A,, m 
sind, nimlich alle diejenigen, bei denen m> ist. Hieraus folgt, 
dass auch die TIn,., bei denen m < ist, Invarianten etc. von f sind; 
der Unterschied liegt nur darin, dass unter ihnen Formen vorhanden 
sind, die sich nicht als ganze, sondern nur als rationale Functionen 
der A darstellen lassen. 


Wir wenden uns jetzt zu den terniren Formen und gehen von 
einem System von Punkten u aus 


Ua,» Wag, *** Uams 
deren Product wir mit: 


VU = Ua, Uag * . * Ue 


m 


bezeichnen, Bilden diese Punkte ein volles Schnittpunktsystem zweier 
Curven f, und f,, so sind die TT simultane Invarianten etc, (Combi- 
nanten und Semicombinanten) der Formen /, und f,. 


Mathematische Aunalen. L. 8 
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Die Resultante von einer beliebigen Form f = a® und von f, und 
f, ist eine ganze Function der Coefficienten dieser 3 Formen. 
In Folge der Formel: 


R = f(a,) f (G2) + - - (Gm) 

ist sie aber auch eine simultane symmetrische Invariante von f und den 
a. Sie lisst sich in eine Reihe entwickeln, deren Glieder durch Ueber- 
schiebung der TT iiber Invarianten etc. von f erhalten werden. Die 
Coefficienten in dieser Reihe sind numerisch und lassen sich dadurch 
berechnen, dass man fiir die Originalformen /, /,, f, spezielle Formen 
eintrigt. Es gibt nun (vergl. Ann. Bd. 45) eine Invariante etc. V vom 
Grade x + 1 in den Coefficienten von f, deren Verschwinden die Be- 
dingung ist, dass f in lineare Factoren zerfallt. In diesem Falle wird 
die Resultante eine simultane Invariante R von f und ». 

Im Fall, dass V2 0 ist, lisst sich die Differenz: 

R,=R— R, 

in eine Reihe entwickeln, deren Glieder durch Ueberschiebung von V 
iiber andre Formen entstehen. Ist m>m, dann verschwindet R,; 
u. A. kann bei der Berechnung der Resultante einer biquadratischen 
Form f und zweier quadratischen Formen eine in lineare Factoren 
zerfallende Form f zu Grunde gelegt werden. 

Als Beispiel entwickle ich eine Formel, welche die Resultante 
einer cubischen und zweier quadratischen Formen durch symbolische 
Producte darstellt. 


§ 1. 
Die symbolische Form r. 
Die Invarianten ete. A einer Form 
f=az—b; 


sind Aggregate von symbolischen Producten P, welche aus ihren Sym- 
bolen zusammengesetzt sind. 

Hat P in den Coefficienten von f den Grad m, so kommen hier- 
bei m Symbole 


o, 6, ¢.. 
zur Verwendung. 


Aus denselben kann man u. A. die symbolische Form bilden: 


f = Orbe Cy ecco ry = 7. 


Die Invarianten etc. B der Form r, welche in ihren Coefficienten 
den Grad n haben, sind Aggregate der P. 

Bezeichnet man die Invarianten ete. A von f, welche in den Co- 
efficienten den Grad m haben, mit A,,,,, so kann man diese Thatsache 


so aussprechen : ¥. , a 
Die By, m sind An, »“. 
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§ 2. 
Der Hermite’sche Reciprocitatssatz. 

Nach dem Hermite’schen Reciprocititssatze ist bei bindéren Formen 
die Anzahl w der asyzygetischen A,,,, ebenso gross wie die Anzahl wu 
der asyzygetischen B,,,,; in diesem Satze bilden wu asyzygetische Formen: 

Bans Ba,m,2 Baap 
gleichzeitig ein asyzygetisches System der A,,,, und wir haben den Satz: 
Die Am» sind By m*. 

Gehen wir zu terniren Formen iiber, so ist der Satz nicht mehr 

allgemein richtig, sondern gilt nur noch in den beiden Fallen: 


1. wenn f in lineare Factoren gerfiallt; 
2. wenn n> m ist. 


§ 3. 
Die Formen C. 


In dem Falle, dass » < m ist, und f nicht in lineare Factoren 
zerfallt, reichen die asyzygetischen B,, » 


Ba,m,1) Ban,2; <7? Bana 


nicht aus, um ein asyzygetisches System der A,,, zu bilden; es ist 
dann: 


A<u. 
Wir miissen in diesem Falle weitere Erginzungsformen: 
Cu,n,2) Cm,n,2 sia Cunn—3 
zu Hiilfe nehmen, um ein asyzygetisches System 


Bans =. Bums 9 ery + oe" 
der Am,» herzustellen. 
Diese C sind nicht Aggregate symbolischer Producte, welche aus 
Symbolen yr allein zusammengesetzt sind, also m solcher Symbole: 
1, °° Te-1 
enthalten, da sie sonst Aggregate der B wiiren. 
Sie sind mithin entweder durch symbolische Producte ausdriickbar, 


welche kein Symbol r enthalten oder durch solche, welche weniger als 
m solcher Symbole enthalten. 


Ist m = 2, so sind diejenigen C Invarianten etc. von f/f: 
f = az” = b,’, 
welche den Factor (abc)? haben; sie lassen sich nur durch symbolische 
Producte ausdriicken, welche kein Symbol r haben. 


8* 
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§ 4. 
Die Formen 7. 

Damit f in lineare Formen zerfalle, ist das Verschwinden einer 
gewissen Invariante etc. V néthig und hinreichend (vgl. Math. Ann, 
Bd. 45), welche in den Coefficienten den Grad m + 1 besitzt. 

Die Ueberschiebungen von V iiber Invarianten etc. vom Grade 
m ——1 bezeichne ich durch 7; sie verschwinden gleichzeitig mit V. 

Wenn f in Factoren zerfiallt, so wird jede Form A,,,,, ein Aggregat 
B der B,,,, die Differenz A,,, — B ist ein Aggregat der Formen 7’; 
# — A asyzygetische 7 kénnen demnach in dem System der asyzyge- 
tischen A,»,, die C ersetzen. 

Als Beispiel wahle ich die Formen 3'* Ordnung. 

Die Bedingung, dass: 

f= a? = b3 eee 
in lineare Factoren zerfillt: 
f= Qi, 2 Q2,293,2 
V = (abc)? (adu) be cede. 

Die asyzygetischen A,, sind diese 10 Formen: 

Gz° bz? ¢z3dz?;  dz*bz>z*dz?(edu)*; dzbetzdz(abu)*(cdu)’; 
a,°¢,d,*(beu)(bdu); a,*(bed)(beu)(bdu)(cdu); ax*bzczd,(bed)*; 
(abu)*(edu)*(acu)(bdu); az?(abe)(bed)(bdu)(cdu); 
(abe)(abd)(acd)(bed); V. 

Die asyzygetischen B sind diese 9 Formen: 


ist : 


 o%n0%s,23 rere FS e Mi% 24) 3 ri(rr,u)*; Tet? 13 PU) (17%); 
re Mrred(rru)>s 727 eM) 5 (rr uy? (rr.u)(r7,724)?; 


eM) ("7 4); (rr, 72)*. 


§ 5. 
Punktsystem. 
Die simultanen Invarianten etc. der m linearen Formen: 
the;y Mag, ++. Uap, 
sind Aggregate von Producten P, welche aus Factoren: 
Ways (Ge Ha); (040 a;) 

bestehen. Aus jedem P lassen sich weitere P ableiten, indem man 
die Indices permutirt. Ich nenne sie aiquivalent. 

Haben diese P in den Coefficienten eines jeden « denselben Grad 
nm, 80 bezeichne ich die Summe der fiquivalenten durch TI,,,. Jedes 





Resultanten ternirer Formen. 117 


der iquivalenten P, deren Summe TI,,,, ist, charakterisirt sie. In dem 
Falle, dass die « die Schnittpunkte von 2 Curven f, und f, sind, wer- 
den die TT simultane Invarianten etc. (Combinanten und Semicombi- 
nanten) von f, und f,. 


§ 6. 
Entsprechen der P und TT. 


Ersetzt man in einem symbolischen Producte P die Symbole 
S, Oy @ sa 

durch a, 8, y,... und die Variabeln 2, u durch uw, 2, so erhalt man 
ein P. Addirt man die aquivalenten P, so entstehen die Tl. Umge- 
kehrt erhalt man von den TT ausgehend auch die P. 

Die P entsprechen den TT eindeutig und ebenso ihre Relationen 
(eygy's). 

Aus einem Systeme asyzygetischer P entsteht ein solches der TT 
und umgekehrt. 


§ 7. 
Die Formen v und T. 


Das Product der Punkte a: 


V = Wa; Wag *** Yan 


bezeichne ich mit v; es entspricht der symbolischen Form r. Den 
Formen B,,» entsprechen die Invarianten etc. von v. 

Der Form V entspricht eine gewisse simultane Invariante etc. V’ 
der «, deren Verschwinden ausdriickt, dass alle simultanen symmetri- 
schen Invarianten der @ gleichzeitig Invarianten etc. von v sind. 

Den Formen 7’ entsprechen hier die Ueberschiebungen T von V’ 
tiber einfachere TT und den C Producte, in denen nicht alle Symbole 
v sind. 

lst » >m, so sind alle Formen TT Invarianten ete. von v.“ 


§ 8. 
Die TT». 
Besteht die Punktgruppe aus 4 Punkten «: 
Ue, Ua, Wa, Wars 
so bilde man zunichst das Product: 
Y = Ue, Ue, Ua, Ua, » 
Die 3 ersten TIg2 sind Invarianten etc. von v; 


v?; (vv, x)? Uy'Uy,?; (vv,x). 





118 P. Gorpan, 


Die 4° Form Tl,,2 entspricht der Form J = (abc)?d,? von a;?, 
sie ist: 

Gb (ex Oy) Way (ty Oey) Wary (Oey hy Oey) ea, P(r Oty ey)” ey 
Sind die « Schnittpunkte von 2 Kegelschnitten: 

fi == die +++ fp=b—di,---, 

so sind die Formen mu, v gleichzeitig simultane Invarianten (Combi- 
nanten und Semicombinanten) von f, und f). 

Um sie als solche darzustellen, bilden wir die Systeme von f, 


und /, und die einfachsten simultanen Invarianten etc. dieser beiden 
Formen. 


Die Systeme bestehen aus den Formen: 


fi» (Afiw)” = un, (ALY = ak = D 

has (fof2%)” - us, (fofofr)” _ bs — D; 

und die einfachsten simultanen Invarianten etc. sind: 
(fifou)” —_ ur; (Ah fr)” =bk= D,; (fifehr)” =a3= D,. 


Die Formen gw und vy lassen sich nur bis auf constante Factoren, 
welche ich unterdriicke, durch die Formeln berechnen: 


RD D, 
v=RS—T?; u=|TD,D,}- 
SD, D, 


Die Formel fiir w lisst sich dadurch beweisen, dass w vom 2'" Grade 
in den Variabeln w ist und den Formeln geniigt: 


a =0; b.=0. 


§ 9. 

Die TTx,s. 
Das asyzygetische System der TTy,3 besteht aus diesen 10 Formen: 
v8; v-(vy, x); v-(vr,x)*; (yr, 2)*(vr,2); (vr, v2)(vr, 2); 

(vv, v.)?; (vv, x)? (vr, x) (rv, 2); (VM)? (vr, x); (VM M2); 
(wvx)u,u,°. 
Die letzte entspricht der Form: 
(abc)? (rdu)r dz. 


§ 10. 
R = f(a%)f (a) - ++ f(Gnp)- 


Zwei ternire Formen /, und f, von den Graden » und p in den 
Variabeln x haben np Schnittpunkte, ich bezeichne sie durch 


Uays ag» als Van y* 
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Soll eine 3'e Curve f vom Grade m durch einen dieser Punkte hin- 
durchgehen, so verschwindet das betreffende f(«). 
Somit ist die Resultante von ff, f, das Product 


R = f(a) f(a) + + + f(np)- 

Nun weiss man aber, dass die Resultante eine ganze rationale 
Function des Coefficienten von f, f,, f, ist. In unserer Formel kommen 
nur die Coefficienten von f rational vor, die von f, und /, sind im- 
plicite in den @ enthalten. Es handelt sich daher darum, die Formel 
so umzuformen, dass auch die Coefficienten von f, und /, rational vor- 
kommen. 


§ 11. 
Reihenentwickelungen nach Ueberschiebungen. 


Die Resultante R ist eine simultane Invariante von f und den np 
linearen Formen « und fndert ihren Werth nicht, wenn man die In- 
dices der « permutirt. Alle solche Invarianten lassen sich in Reihen 
entwickeln, deren Glieder: 

, (U, V) 
Ueberschiebungen sind. 

Hierbei sind dic U Invarianten etc. von f. Die V sind simultane 
Invarianten etc. der «, welche sich bei den Permutationen der Indices 
nicht andern. 


Ebenso wie R selbst, so sind auch die einzelnen Ueberschiebungen 


(U, V) 


unserer Reihe Invarianten. 

Hat daher U in den Variabeln xv, u die Grade x, 4, so muss 
man es iiber ein solches V schieben, welches in ihnen die Grade A, x 
hat und die Ueberschiebung muss so eingerichtet werden, dass eine 
Invariante entsteht; sie muss also sein: 


(U, Vyis- 


§ 12, 
Die Ueberschiebungen (P, Q). 


Es tritt nun die Frage auf, welche Invarianten etc. von f fiir U 
zu setzen sind und welche simultanen symmetrischen Invarianten etc. 
der « die V sind. 

Wir wissen, dass die U in den Coefficienten von f den Grad np 
haben und dass die V in dem Coefficienten eines jeden «& den Grad m 
haben. 

Wir erhalten somit alle erforderlichen U, wenn wir fiir sie die 
Formen eines asyzygetischen Systems vom Grade np: 
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Pi, Pry +++ Pr 


nehmen und alle erforderlichen V, wenn wir fiir sie Jie Formen eines 
asyzygetischen Systems vom Grade m: 


Q1, Qo, ith Qi 
nehmen. 


Das System der P findet man aus dem Formensystem von f, in- 
dem man asyzygetische Producte seiner Grundformen bildet, 


Das System der Q kann man nach dem Obigen in folgender Weise 
ableiten. 


Um den i Theil der Q: 
Q@:, Qo, ~_—* Qi, 


zu erhalten, stelle man das Formensystem von » auf und bilde aus 
seinen Grundformen asyzygetische Producte vom Grade m. 
Die tibrigen Formen 


Qtr» Citar +++ Qa 
findet man durch Ueberschiebung von V’ mit Formen TT, welche in 
den a@ den Grad np — m — 1 haben. 
Ohne den Charakter des Systems Q zu veriindern ist es auch ge- 


stattet zu seinen Formen resp. Formen-Aggregaten Formen der 1'* 
Reihe zu addiren. 


Hierdurch gelingt es oft, symbolische Produkte TT zu erhalten, 
unter deren Symbolen die von v vorkommen. Selbstverstiindlich sind 
derartige TT nicht aus Symbolen vy allein zusammengesetzt, da sie ja 
sonst in der Reihe 1 stehen wiirden. 


§ 13. 
R=R,+ R,. 
Wenn V = 0 ist, zerfallt f in lineare Factoren: 
f = G2" Qe °° * Ime: 
Es wird dann: 
R= gic, = T(q) 
eine simultane Invariante R, von f und »v. 
Die Invariante 
ist eine simultane Invariante von f und den a und verschwindet mit V. 


Hieraus folgt, dass R, ein Aggregat von Ueberschiebungen von V 
iiber einfachere Formen ist. 


Die Form R, verschwindet stets, wenn m> np ist; wir haben 
somit den Satz: 
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»Wenn m> np ist, ist es gestattet bei der Bildung 
der Resultante eine Form f zu Grunde zu legen, welche in 
lineare Formen zerfallt.‘ 


§ 14. 
Als Beispiel wihlen wir die cubische Form: 


f=a}=a},.. 
und die 2 quadratischen Formen f;,; fo- 
Die einfachsten Formen des Systems von f sind: 
f; 9 =0,?us? = a,b, (abu)?; A= A, = a,b.c,(abc)*; 
s = us = (abc) (abu) (acu) (beu) = aOu)asus; S—a,’. 


Aus ihnen setzt man die 10 asyzygetischen Formen 4'" Grades zu- 
sammen : 


ft; 770; ©; f(fAu); (8Ou)?; fs; S, fA; 
(fAu)?; (fdu) = V. 


Das asyzygetische System der TT vom Grade 3 besteht aus den 10 
Formen: 


v; v(v,a?; v(vy,x); (vv, 2)? (vv, 2); (vy, x)? (vy, x)? (v, v7.2); 
(VV, %) (Vy, x); (YM Y)*3 (YY, H)?; (YM, Y)* (VY, x)*. 
(wvx)= V’. 


Die Glieder der Reihenentwickelung sind Glieder von Ueberschiebungen 
der Formen (1) tiber die Formen (2), etwa die symbolischen Producte: 


Gy G1, y, 42, 53,73, », 3, »3 (vv, 8) Ory, Ar, 41,%3 

(vv, 8) (vv, 9) O%,01,9,3 (vv, %) Oy Oy, dy Gs, Ai.) 

(vv, #) (vv, 9)" Os, O1,,3 (vv, 8) (vv, Vp) ay, 
S(vv,v,)?; (vv, 0) dy Ayay, As, 3 


(vv, V2) ((adu)?, (vv, a) axa, dy — Ap dyas- 


Um R zu erhalten multiplicire man sie mit (noch zu berechnenden) 
numerischen Constanten und addire alsdann. 
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§ 15. 
Die Form g und «. 


Unsere Reihenentwickelung lisst sich dadurch vereinfachen, dass 
wir die Symbole der Form: 


— 2 a2 D ee: 
g3= a, Fs te = Gi ,2 
und die Coefficienten 6 der Form: 
6 = a,® Uy = Ug 


einfiihren. Um die hiezu néthige Rechnung auszufiihren, wollen wir 
die folgenden Hilfsformeln aufstellen. 


1. Hilfsformel. 


aka a a 


3 
vy 1,% 25% 3,9 %3, »,%3,, —= % ° 


2. Hilfsformel. 
(vOzx)?0,? = 2aga,” — 29. 


Folgerungen. 
(vv, 9) 0; a5, @,3,», = 293 — 2goarae, 
(vv, 9)?(vv,%,) Oy, Or», = 495 — 4 gy dy do + 497 99, 
(vo)? 0; = 2ag — 295. 
3. Hilfsformel. 
(vv, s)° (v9 6) 
3as(vv,9)a20;, 
— 6a (vv,%) (vv, 6) a,O,ay, Or, 
A 
3ae(vv,%)? (vv, a0)’. 
Beweis. 
Die beiden Elementarcovarianten 


agtgGz79,7; agus(a9u)a,O, 


verschwinden mit u,. 


4. Hiilfsformel. 


(vv, #)°O,Ocaray, = — 2a3 + 5g — 3ar go a0 — ; (vv,s)® (vv, 6). 
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Beweis. 
(vv, #)°O, Ogdy a>, = (vv, #)O,aya,, (0, (v, 6) — O,,(v #0) 
= (vv, 2)O}a;, {a,,(v oe) —d3(v v, 6) + ag(vr, #)} 
pe > (vv, 9) 0, 0,,aray, {a9 (vv, 6) —ao(vv,%)}, 
| — (vta)?0,? — + (vv,s)9(v», 6) 


+(vv, 8)? 0, a? ag+ a (vv,s)> (vv, 6) 


. “A 
i+ : ag(vv, 9)” loras —+(a0v,)'} 


[__ 24,3 + 29,7 — ; (vv,s)> (vy, 6) 
+ 5 290° — 2a,’ g,* Ms) -f- s (vv, s)° (vy 6) 


1 ‘ 
| i3 (vv, s)° (vv, 6) 





= — 2ag> + 5 go? — = (vv,8)?(vv, 6) —3a,"g," ae. 
Diese Formeln stellen die 5 symbolischen Producte: 


3.3 8 22.2 .. 

Ay A, y, U2, 7, 13,» 3, », V3, 95 (v VY; #) 0, Ay, Ay, Air, 5 

2 Sn tn? 2 2 3 
(vv, 9) (vv, 9) O,,01,%,5 (v7, F) O,Oy, ay Gy, 1, 093 


(v8) (vr) a, 
als Aggregate von: 


3 2 3 
Ae} Go; Gy gr Q3 Jo Gir (vv, 8) (vr, 6) 


dar; demnach kann man dieselben in unserer Reihenentwickelung durch 
diese Formen ersetzen. 


§ 16. 
Form des Ausdrucks von R;,2,2. 

Die Resultante R = Rs,2,2 = T1/(a,) kann durch eine Formel aus- 
gerechnet werden, welche die Form hat: 
O = —f (ty) f(e)f (a) f (0g) + 6, 40 + C,9o-+ C34r9rda+ C4991,» 

+e5(vv, 9) (vr, 9,)° Oy, Oi», +65 S(v V; V2)" 

toy (v0, 05)" ay Ayr, Br, +65 (04%) ((FAu)*, (vr m))o'3 

+g (vv, 8)°(v 1,6) + C49 (Ayu? ayA,® — A,? Aa). 


(1) 
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Sie ist ein Aggregat von 10 Gliedern, welche ich als ihre Charaktere 
bezeichne. 


In dem besondern Falle, dass f in lineare Factoren zerfiallt: 
f = 11,2 12,2173, 


(fAu)? =V= 0; TT/(@x) = TT's, a, = Thy (rz) 


wird: 
also: 


O = T(r) +0, a5 + C95 + Cy Or Gr Ao + C49 $1,» 
+ 6, (vv, 8) (v0, 9,)" On Or» + Co S(vr, V9) + o(v, V2)" dy Ay dy, Ay, 
+ ¢4(v 7%)" (7Axu), (vy, a) po + Cy (vv, 8)* (vv, 6)- 


Die 1', Formel gilt fir alle Formen /, /,, /,, die 2' fiir alle 
Formen /, v. 


Die einzigen Gréssen, welche hier noch zu berechnen sind, sind 
die 10 numerischen Coefficienten c. 

Die Methode, deren ich mich dabei bediene, besteht darin, dass ich 
in FP, (1) fiir f, f,, f2 und in F. (2) fiir f und v specielle Formen wihle. 

Hierdurch erhalten die Charaktere gleichfalls specielle Werthe; 
trigt man dieselben alsdann in F. (1) und F. (2) ein, so ergeben sich 
lineare Relationen fiir die c. 


§ 17. 
Uebersicht der speciellen Formen. 
Fir /, und f, wahle ich die Formen: 
f, = 22, (%, — %); fy = 245 (x, — 2), 
fiir f die 3 Formen: 
a, + 2,55 32, Wy 2s 3 a> + 25 + a,° 
und fiir v die 3 Formen: 


> ti + 44S) u3093 6 > u.? U2; 12 >) u,2uyty. 
8 6 3 3 


Durch passende Combination derselben erhalten wir specielle Systeme 
von Charakteren. 


Ich mache folgende 5 Combinationen: 


(1) f=—2,' + 2,'; } v= >) ut 4a Su, 
3 6 


(2) f=2,5 + 2,'; ; v= 6 >) w,2u%, 
3 
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(8) f= 32,2253 5 vm Sutp4a Suu, 
3 6 
(4) f= 32, %_253 ; v= 12 >) uj2u, ts, 
3 


(5) f= >) 2; fi = 22,(%,—2%); fy = 2.45 (%, — a) 


und berechne in den folgenden Paragraphen fiir jede derselben das 
zugehdrige System von Charakteren. 


§ 18. 
2H_(%,— 2%), 2%; (7, — 2p). 
Die Formen: 
fp = 22,(%;— 2%); fo = 24, (a, — a) 
stellen 2 Kegelschnitte dar; wir wollen ihre Schnittpunkte « bestimmen, 
sodann die beiden Formensysteme aufstellen, einige simultane Invarianten 


auswerthen und aus ihnen die Formen v und w zusammensetzen. 
Die Punkte « haben die Gleichungen: 


Uy, Uy, Ug, 12(u, + Uy + us) 5 


v= 12 ti? ug ty. 
3 
Die Formen f, und f, haben die Systeme: 
f, = 22,(4,—2,); R= (fifiu) = 2(u,+ us)’; D fir =0, 
fy = 2%5(%,—%); S= (fof,u)” = — 2(u,+ Ue) 3 D,= fis =0 
und u. A. die simultanen Invarianten etc.: 


ihr Product ist: 


T= (fifou)’ = 2 (— ey thy — thy thy + thy ty — tt,), far= D, —=—4; 
fis =D, = 4. 


Aus ibnen setzen sich v und w so zusammen: 
: v= RS — T?, 


RD D,| 


w—|T D, D, |=32.>)(u2+ uy). 
S D, D. : 
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§ 19. 
a,° + 2,5; 3X, Ly Xs; > 2. 


3 
In den Formeln (1) und (2) treten die Symbole der Formen: 
6, &, 8 
S; (fAu)? 
auf. Wir wollen ihre Werthe fiir die 3 speciellen Formen von /: 


Hy? + 25°; 32,2223; >) 2,3 


3 


und die Invarianten: 


angeben: 


(1) z,° + 2,', 
0 =2u,’2,7,;5 A=s=—S= (fAu?=—0; 


(2) 3x, L223, 
1 3 
=~ us — > U72,7?5 A= FH, %.%3 $= 3U, Uy Us; 
3 
3 1 
S= 35; (fAu~=— 9. 


(3) 2,3 + 5 + 25°, 


am § 2. aan . ams . 
6 =—2 > Xo %yUy?; A=—62,%%,; 8 = — 6u,UQ%; 
3 


S=0; (fAu?—— 2 >) wigs m2. 
3 


§ 20. 
> 4! + 4a > ts3tty 
3 6 
Die speciellen Formen v, welche wir gewihlt haben, sind sym- 
metrisch in den 3 Variabeln u, Es geniigt die Werthe einiger Coef- 
ficienten und Coefficientencombinationen anzugeben, die aus ihnen 
durch Permutation der Indices entstehenden Coefficienten und Combi- 


nationen haben dieselben Werthe. 
Die Coefficienten der Form: 


v => u'+ 44 >) u,>u, 
3 6 


vial; v3x,—d; v,27,2 <0; v,?”,7, = 0. 
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Aus ihnen folgen die Zusammensetzungen: 
(vx),* = (v_%3 — V3%_)* = x,* 4+ 2,4 — 4A(x,54,+ 2, 2,5), 
(vx) 5(v x), = (v,° 253 —3v,? 30,05? + 3.V,057a,7a3 — v4°X,°) (Vy%,—V; 25) 
== — Ag,'+ 42,23 + A232, — 2,2,5 + 3A2,2,?2,, 


(vv, x)* = > (va)! + 4a > (va)? (vx), 


3 


onrGn 8A242) >)x\8-+8 (aA) S129, +240? D022, 
6 


3 3 
(vv, v.)* = (—8A?+2).3 + 8(A?—A).64 = 4843 — 7242 + 6. 
Die Coefficienten von (vv,x)* haben die Werthe: 
(v),* = — 84? + 2; (v74),°(v%), = 2(4? —4); 
(vv,)2(¥%)3? = 05 (7), (vr4)o(¥%)3 = 247. 
Ferner wird: 
(1% )9?¥4? v2" v3 = A; (14)2?04 V2 Vq Vy = 27; 


2 ” “7 , , ® 
(v9, V2)? V2" Vs > V,V_ Ve = 443 + 22?; 


(vv, Vp)? (v4),204"? = (v%4),? {(v%),? + 44(y%),(V%)o} 
= 84° — 164? + 2; 


(vm ¥)? >) (v0,),20,"? — 2449 — 4822 + 6; 
8 


(vy, »,) >) vv, >) VV," Vy" = 1243 + 64’; 
3 % 


1 — 
(F wm»)? — >) (vv, »,")*) = — 124 + 622 + 8. 
3 


§ 21. 
6 >) w,2u,?. 
3 


Die Coefficienten der Form: 


vy=6 zz u,> Us” 
haben die Werthe: ; 
vt=0; v,37,—0; 29,271; »,2v,v, = 0 
und die Combination (vv,),4 hat den Werth 6: 


(vr,)4 = 6. 
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§ 22. 


12 >) wy? a, ts. 
3 


Die Coefficienten der Form: 


v= > U,? UW, Us 
3 


4 . #2 » etetent® af om 
vi=0; »°v,—0; v,2v,27=—0; 27,9, = 1. 


haben die Werthe: 


Hieraus findet man: 


(var),? (va), (var), == (727X,? — 20,7 ,2o%, + V5? 2q”) (— 1? Lp %y— Vy V3.4? 


$Y, Y_%, Ly + V, Vy X, Ly) 
2 2. 
= 22,2," — ©, 22? LX, — 1, X_%q"; 


(vv,2)' = 12 5S" (va)? (v2), (v2)y 


= 24 DS (27%? — 2,72 Xz); 
3 


(vv, v,)* = 24 > (v2.2 — v,?v,¥,) = — 72. 
3 


Die Coefficienten von (vyv,z)* sind: 


(vy,),*= 0; (v,),3(v%)o = 0; (v,).?(v%4)3? — 4; 


; (7%),?(¥%4)o(¥%)3 = — 2. 
Ferner ist: 


(14)1?%4? M9’ v5" = 0; (¥m4)1?04, 0% Vs = — 1; 
(v0 )o(¥04)3%4?%_ Vs = 1; (V4 )o (V9 )3 04 %2%, Ys = 0; 
(7 14 V9)? VQ" Vy" V4? YQ Vy’ —= V4? YQ Vs {(VM,)? + 4(¥%), (¥M%).} = — 1; 


(v0 V9)? (vr4),?¥," ? = 2(¥%),?(v).(¥%)3 = — 4; 


1 ” 2 
=z (vm)? — ~ (vm), 2) = 
3 


2 , e ” ” 
(vv, V2) > bd ek id > %% % 
3 3 


1 3 0 
(YM %)* — Zz (YM %2)?(vm,),? 04"? 
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§ 23. 
2,3 + 2,5, > «4 +f 42 >) wPuy. 
3 6 
Die Form a,* + x,° zerfallt in 3 lineare Factoren: 
a a) + &* 23, 
1 ; = 
ta——+ ; V3; 
wir erhalten: 
v(x) = 1 $e + 4A(e* 41) = (12%) (1442); 
v(r,) v(7,) v (73) = 2(44-+1)8; 
6 = u,(v.2+y,3); 6, = 24; 6,—A4-+1; 
J = V2? L_ + V5? a3)? = 2? + 2°; 
Ay? Jo? Ag = (Yq Gy + Vs” Gs) (VQ + V5”) = 2(A + 1); 
Gr Gi,» = (v2 v,?)? = 2; 
ag? = 6,3 + 6,3 = 2(4 + 1); 
Jo” = 6, + 6,’ = 2(4+4 1); 
(vy, a) (vv, #,)°0,. Or», = 4(vv,) ve ve = 0. 


6,=A+1; 


Da s, A, S, (f&u)? =0 sind, so verschwinden auch die iibrigen 
Charaktere. 


§ 24. 
x>+ 2;°, 6 > Uy? ts”. 
3 


v(r,) = 6; 


v(7,) v (72) v(73) = 216; 
Oo = u,((v,° + v,°) = 0; 


9 = (yV_" + % 047)? = 22,25; 
2, 3 >. = 
Gv Jisy = 42 Vg = 4; 


(vv, 9)" (vy, 9,)°O},O1,r, = 4(v%),4. 1904? = 24. 


§ 25. 
32, %_ X33 > «4! a 44>) u,3 uy. 
3 3 


Vie = 32,3 12,2 = Xo; "3,2 = X33 


v(r,) = 81; v(r.) = 1; v (73) = 1; 


6 = 3u,v,0,¥, = 0; 9 = (>) 2,7) = 0; 
3 
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(vv, 8)' (vy, 9)" 07,03, = (4 (7%)? — >" (vm,),20)"2) 


3 


— — 12434 6424 3 


2? 
(vv, v9)? ay A,ay, Ay, = + (vv, v,)* ps VV; Vy Pa = 645 + 322; 
3 3 
S.(vv,v,)* = 7245 — 1084? + 9; 


(vm »,)° ((fOu)?, (yr, x) ) 3 an > (vv, 9) (vv, v,) O%. 


1 1 we 9 3 
=z (vr, v7) — > (vr, v2) > (vv,)?r,"? = 64? — 2° 
3 


§ 26. 
32,%,%3; 12 DT ee? tt. 
3 


12= 233 (Tr) = 0; 
6 = 3, Y, QV, = 3(U, + Uy + Us); 6, = 3; 


9 = (>) »,052%) = 2 >) m25; 
5 3 
Jr? Ay? Ag = 6(> Vs v5) = 36; 
3 
de® = 36,6,6,= 81; gor= 2 >’ 5,6, = 54; 
3 


Yr Jr.v _ 4? Vo »,) = 24; 
3 


(vv, #) (vv, #,)' 0}, 0} 


1 2 ” 2 » 
aa(= (vy, v,)° — So V1)4?4 2) = — 0; 
3 
S.(vv,v.)4 = — 108; 
1 , , ” ” 
(VY, %) dy Ay ay, dy,—= = (v V,V.)" > V, Vy Vs > V1 V9 Vo" == 3; 
3 3 
(vy, >)? ((fAu)?, (vv, v»)*)oy = 12; 


(vv, 8)* (vv, 6) = 9(vy,),?(v%,)o(v%,),6, = — 54. 
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§ 27. 
> 2,3; 2%_(%3— 2); 2% (4, — Xp). 
3 


Die Schnittpunkte @ haben die Gleichungen: 


Ua, = Uy; Wa, = Uy} Ma, = Uy} Ua, = 12 (u, + + Uy) ; 
ihr Product ist: 
y= 12 Ps Uy? Uy Us « 
s 
Wir erhalten: 


Fle) = 15 F(@)= 15 F(@:) = 15 F(a.) = 3.12%. 


Ferner ist: 
> | 2 y 2 
3 3 


(vv, #)* (vv, ,) 05,01, = 4 (> (vv)? v9" »,")= 96; S(vv,v,.)*=0; 
3 


2 2 a2 2 Pe ” 
(vv, V7) avAy ay, Ay, = 2(v v7, V2) > VV, Vs > VY, Vv," = 12; 
3 3 


(vv, v.)° ((fAu)?, (vv, 2))S3= — 6(vy, v2)? (vr). (¥%)3 ¥,"? = — 48; 


2 ay, — Ay? Ag = 6 >) 20, .1, 0,7, = 576. 
3 


§ 28. 
Endformel. 

In den vorigen Paragraphen haben wir die Werthe berechnet, 
welche die Glieder (Charaktere) in F.(1) und F. (2) erhalten, wenn 
man von speciellen Formen ausgeht. 

Sie sind: 

—2(44-+-1)*, 204-1), 2(4-+-1)?, 2(4-+1), 2, 
—216, 0, 0, 4. 
— 81, 0, 0 “121° 4622-45, 72110822-49, 643-4322, 6-5, 

0 81, 54, 24, —6, —108, & | 9 
—3.129, 0, 0, 96, 0, 12, —48, 0, 576 
Tragt man sie in F,(1) und F. (2) ein, so erhalt man lineare Rela- 
tionen fiir die numerischen Coefficienten c. Die 1. und 3. gelten fiir alle 4. 

Aus diesen Formeln berechnen wir diese Werthe der c: 


64, —144, 108, —27, 7, —3, 36, —45, 24, 4 


g* 
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und tragen sie in F. (1) ein. So gelangen wir zur Endformel: 
R = 64a3 — 14492 + 108 a? g?a, — 279297 , 


+ 2 (vv, 9) (vy, 9) 05,01,» — > S(vr4,)*+36 (vy, 72) "ay Ay ay, As, 


— 45 ((FAu)%, (vr, 2) 3+ 24 (v7, 8) (vy, 6) 
+ *(a,? ay A, — &,? Ae) 


wo: 





O=—(Af,w)*; s—(f, 921; S=—(f S335 A= (Ff, Q)o,25 
4 y= (ffdeo (fafadno — (fi fos) 3 
D= (AAAs Di = (Ahh): D, = (fi fofr)?; Ds 


| (Afio D 
iy te 93 u = | (fi fe)2,0 D, 
| (fofr),0 D, 


6= au; 


om of 
yy? g9=@,a 


tte) gE A OT Hy 





James Joseph Sylvester. 


Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


Bei dem Hintritte Sylvester’s fihlt sich unsere Zeitschrift ver- 
pflichtet, iam, dem langjahrigen Mitarbeiter seines um 7 Jahre jiingeren 
Landsmannes A, Cayley, wie vor 2 Jahren diesem*), einen wissen- 
schaftlichen Nachruf zu widmen, obwohl er niemals unmittelbar in 
ihren Blittern als Autor aufgetreten ist. Zuvor berichten wir kurz 
iiber das fussere Leben Sylvester’s, das in seiner Unruhe den Geist 
des Mannes wiederspiegelt**). 

James Joseph Sylvester wurde am 3. September 1814 in 
London geboren und fand seine Erziehung erst in zwei Privatschulen 
daselbst, dann in der R. Institution von Liverpool, endlich im St. John’s 
College von Cambridge, wo er 1837 graduirte, zu seiner Enttiuschung 
nur als Second Wrangler. Aus derselben Zeit datiren seine ersten 
Verdffentlichungen im Philosophical Magazine (3'° Serie, XIff.), und 
so friih schon muss, obwohl diese nur kurz und unbedeutend sind 
(Optisches ete.), seine Veranlagung einen vielversprechenden Eindruck 
gemacht haben; denn wir finden ihn 1839 nicht nur als Professor of 
Natural Philosophy am University College, London, sondern sogar als 
Mitglied der Royal Society. Und in der That trat er gleich darauf 
(Dec. 1839) mit einer seiner folgenreichsten Entdeckungen — auf 
Sturm’sche Functionen beziiglich —, 1840 mit der seinen Namen 

*) Diese Annalen, Bd, 46, S, 462—480. 

**#) Als einzige Quelle fiir letzteren Bericht stand mir ein unmittelbar nach 
dem Tode Sylvester’s geschriebener Artikel von P. A. MacMahon (Nature, vom 
25, Marz d. J.) zu Gebote, der auch auf die wissenschaftliche Bedeutung eingeht. 
Einen ausfiihrlicheren im Jewish Chronicle aus derselben Zeit enthaltenen Artikel 
habe ich nicht zu Gesicht bekommen, Fiir Charakterziige verweise ich auf diese 
Aufsitze, Beziiglich des wissenschaftlichen Theils bin ich Herrn Hermite und 


Herrn Gundelfinger fiir freundliche auf meine Anfragen gegebene Mittheilungen 
sehr verbunden; auch Herrn Study, 
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tragenden Eliminationsmethode an die Oeffentlichkeit. Nachdem er 
1841 héhere Grade in Dublin erworben, begiebt er sich nach Amerika, 
um dort als mathematischer Professor an der Universitat von Virginia 
zu wirken. 1845 zuriickgekehrt, verlaisst er den mathematischen Beruf 
und sucht sich zehn Jahre lang erst als Actuar, dann als Barrister in 
London zu beschiftigen: genau wie Cayley, mit dem er hier zusammen- 
trifft. Unter der ihm nicht entsprechenden Thiitigkeit scheint seine 
mathematische Productionskraft erst zu versiegen, aber durch den an- 
regenden Einfluss Cayley’s wieder hervorgerufen, strémt sie von etwa 
1850 an in immer vollerer Stiirke, um sogar noch vor 1855 ihre héchste 
Fille zu erreichen. In der Zeit von 1855—1870 als Professor der Mathe- 
matik an der Military Academy von Woolwich thitig, steht Sylvester 
nun nicht nur auf der Héhe seines Ruhmes, sondern er zeigt auch 
vielseitigere mathematische Interessen. So gab er jetzt, an Stelle des 
eingegangenen Cambr. and Dubl. Math. Journal, welches nebst dem 
Philos. Magazine die meisten seiner Noten verdffentlicht hatte, durch 
Griindung des Quarterly Journal (1855) der englischen Mathematik 
wieder einen Mittelpunkt ihrer Production, von dem aus auch viele 
jiingere Kriafte ihren Ausgang genommen haben. 1870—1876 zieht, 
sich Sylvester nach London zuriick, wir héren von ihm fast nichts, als 
dass er einige Vortriige an der R. Institution gehalten. Aber es war ihm 
noch eine neue Spiitepoche des Wirkens und Denkens vorbehalten: 
die Elasticitat seines Geistes gestattete iam, 1876 die mathematische 
Professur an der neugegriindeten Johns Hopkins Universitit in Balti- 
more anzuuehmen und hier in achtjihriger Thitigkeit eine Schule fiir 
seine algebraischen Ideen zu bilden. Sehr bald griindete er ihr ein 
eigenes Publicationsmittel im American Journal of Mathematics und 
wusste dieser Zeitschrift einen hohen Rang zu schaffen. Nach dem Tode 
von H. St. Smith nahm Sylvester 1884 als dessen Nachfolger den Savilian- 
Lebrstuhl der Geometrie in Oxford ein. Aber seine Kraft war nun 
durch Kranklichkeit und Altersschwiche gebrochen; er zog sich 1892 
nach London zuriick und starb daselbst am 15. Mirz 1897. Beigesetzt 
ist er auf dem jiidischen Friedhof zu Dalston. — 

Wenn wir die mathematische Arbeit Sylvester’s iiberblicken, so 
ergiebt sich uns zwar eine bedeutende Fiille, aber — im Gegensatze 
zu Cayley — nicht eine Vielseitigkeit nach getrennten Gebieten hin, 
sondern, von wenigem abgesehen, eine Beschriinkung auf die arith- 
metisch-algebraischen Zweige. Indess breitet sich Sy!vester innerhalb 
dieses Gebietes in zeitlicher Folge auf verschiedene Theile desselben aus, 
ohne dass ein gemeinsamer Grundzug zu verkennen wire. Wir mdgen 
von vornherein diesen alles durchdringenden Grundzug woh! ahnen, 
wenn wir sehen, dass im ganzen Werk Sylvester’s einer der Funda- 
mentalbegriffe der modernen Mathematik, der Begriff der Function einer 
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stetig variablen Grésse, keine Rolle spielt, ja kaum genannt wird. 
Sylvester war Combinatoriker. Zugleich war er ein véllig moderner Kopf, 
weit entfernt in seiner Denkweise von der der mathematischen Klassiker 
des vorigen Jahrhunderts: eine ganz subjective Kraft, welche alten 
Stoff mit eigenartigem Geist zu erfiillen wusste. Um diesen zu erkennen, 
werden wir auf einzelne seiner Richtungen tiefer eingehen. 

Sylvester’s Arbeit lisst sich zeitlich und sachlich leicht gliedern. Die 
Thatigkeit der Friihzeit, von 1839 an, hat die Eliminationstheorie und, 
daraus abgeleitet, die Realitétskriterien der Gleichungswurzeln zum 
Mittelpunkt des Gedankenkreises; mit vielen Unterbrechungen und 
Hemmungen kommen die Gedanken erst 1851—1853, gegen Ende der 
Londoner Zeit, zum vollen Ausdruck, 1865 noch einmal zu einer ver- 
einzelten Bliithe. In derselben gedriickten Londoner Zeit, unter An- 
regung Cayley’s, entwickeln sich seit 1851 die formentheoretischen Ideen 
Sylvester’s, die sogleich zu einer Theorie der kanonischen Formen fiihren 
und von hier aus ihre Zirkel ziehen, zuniichst bis 1854 hin, nur 1864 
noch einmal kriiftig hervorbrechend. Mit dem Beginn der Woolwicher 
Zeit, 1855, erscheinen die Probleme der Partition der Zahlen, um 
nicht mehr zu verschwinden; und in der amerikanischen Periode, von 
1877 an, treten deren Anwendungen, die abzdhlend-invariantentheo- 
retischen Untersuchungen, auf. Nimmt man kinematische Interessen 
der 60er Jahre, Matrices-Betrachtungen der 80er Jahre, einiges Geo- 
metrische und einige kleinere arithmetische Ziele, welche Sylvester 
immerwihrend beschiiftigten, hinzu, so hat man einen vollstindigen 
Ueberblick tiber das Feld seiner Thatigkeit, das wir nun in der be- 
zeichneten Ordnung verfolgen wollen. 


Im Philos. Mag. (3° Serie, XVI) nennt Sylvester sich mit Stolz 
Schiiler De Morgan’s und bezeichnet sich damit selbst als der combina- 
torischen englischen Schule angehdrig, als deren erster Meister er spiiter- 
hin dastehen sollte. In diesem Sinne ist auch seine friiheste, spiiter fiir 
die Gleichungstheorie von Bedeutung gewordene Note gehalten, datirt 
vom October 1839: Ueber ,,rationale Derivative“ aus coexistirenden 
Gleichungen (Philos. Mag. XV), worunter dasselbe zu verstehen ist, was 
Sylvester kurz darauf als ,,syzygetische Function* Af-+ Bg + --- der 
ganzen Formen f(x), p(x), ..., mit rationalen ganzen Functionen einer 
Variablen x als Coefficienten, bezeichnet. Sylvester greift das Problem 
an, ohne die im Crelle’schen Journal veréffentlichten Eliminationsarbeiten 
von Jacobi aus 1835 zu kennen; und zwar construirt er, ohne Beweise 
beizufiigen, die allgemeinste syzygetische Function r* Grades in 2, 
von bestimmtem méglichst niedrigem Grade in den Coefficienten, als 
Function der Wurzeln ven f(x) = 0, g(#) = 0, also in ihrem 
»endoscopischen“ (1853) Ausdrucke, zum Unterschied von dem ,,exosco- 
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pischen“, welcher die Coefficienten von f und @ explicite rational 
enthalt. Schon hierbei zeigen sich einige charakteristische Eigen- 
thiimlichkeiten: ein kiihnes inductorisches Aufbauen, auf einige wesent- 
liche Eigenschaften der Ausdriicke gestiitzt; sodann die Hiufung der 
Bezeichnungen. Sylvester fiihrt bei jeder Begriffsmodification, jedem 
Einzelprocess neue Namen ein, bestimmt, die Anschaulichkeit der 
Begriffe und ihre sprachliche Beherrschung zu heben, aber in der 
Uebertreibung ihrer Menge und ihrer Wichtigkeit, wie durch den 
fortwihrenden Wechsel in das Gegentheil umschlagend. 

Zunichst ging das Interesse Sylvester’s nicht nach der Seite der 
Anwendungen auf die Gleichungstheorie, sondern ausschliesslich auf 
die Eliminationsfragen an sich. Schon bei einem liingeren Aufenthalte 
in Paris im Jahre 1839, der tibrigens vielfach durch Krankheit gestért 
war, hatte er, als die dortige Akademie von der Herstellung von 
Eliminationstafeln, die ihr vorgeschlagen war, wegen der weitliufigen 
Rechnung Abstand nahm, die Ueberzeugung vertreten , dass eine solche 
Arbeit nicht zu gross sein kénne. Dabei dachte er freilich zuniichst 
an complicirte symbolische Multiplicationsprocesse, welche ihm damals 
die Stelle des Rechnens mit Determinanten vertraten; bald aber ward 
ihm ein unmittelbarer Erfolg, indem er, von der syzygetischen Theorie 
geleitet, die Resultante aus zwei Functionen m'" und nm‘ Grades in 
der Gestalt einer Determinante (m-+ n)'*" Ordnung darstellte (Philos. 
Mag. XVI, dat. 16. Januar 1840): einer Determinante, zu deren Aus- 
rechnung, wie auch der fiir die Reste, er sogar einen mechanischen 
Apparat construiren wollte. Der Methode selbst gab er die Bezeichnung 
»dialytische* (Camb. a. Dubl. Math. J. Il, 1841), weil sie die Potenz- 
eigenschaft der Potenzen von x in seinen ,,Augmenta“ a‘./, 2*.@ auf- 
léste, um sie als linear-unabhiingige Gréssen zu betrachten; indem sich 
Sylvester die Methode allein zuschreibt, kémmt nicht véllig zum Ausdruck, 
dass die von Euler und Bézout gegebenen Lésungen dasselbe Princip 
benutzen, wie es denn in der That unabhingig von Sylvester auch in 
einem bald darauf erschienenen Briefe (ib.) von einem A. Q. G. C. und 
von Richelot in Cr. J. 21, spiiter nochmals von Hesse (Cr. J. 27) geschah. 
Weiterhin gelingen Sylvester noch einige specielle Versuche in der An- 
wendung des Princips (Philos. Mag. XVIII, 1841), so bei drei terniiren 
Formen gleichen Grades durch besondere Anordnungen und Determi- 
nantenbildungen; aber diese Resultate haben nicht die von Hesse (Cr. J. 
28, 1844) wenigstens fiir drei quadratische Formen erreichte Eleganz und 
Bedeutung. Die theoretischen Aufklarungen tiber Elimination (Philos. 
Mag. 4'° Serie, II, 1851; C. a. D. Math, J. VI, 1851), so iiber die 
bei specielien Formen entstehenden ,,Sub-“ und ,,reducirten“’ Resultanten, 
sind recht unbefriedigend; auch die Aufstellung nothwendiger und 
hinreichender Bedingungen fiir das mehrfache Zusammenfallen von 
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Wurzeln gelingt vorliiufig (Philos. Mag. XVIII, 1841) nur theilweise. 
In letzterer Beziehung hat Sylvester spiaterhin bessere Kriterien erhalten 
(im Verschwinden der Differentialquotienten der Resultante, C. a. D. Math. 
J. VIII, 1853, p. 62; und invariantentheoretische, Philos. Mag. III, 1852). 

Der Anfang der 50er Jahre aber ist fiir Sylvester’s Schaffen von 
entscheidender Bedeutung geworden. Und zwar sind es zwei Noten des 
Philos. Mag. 4'° Serie, I von 1851, von welchen eine ganze Reihe von 
mit der Eliminationstheorie engst zusammenhingenden Theorien ihren 
Ausgang genommen haben: ,,An enumeration of the contacts of lines 
and surfaces of the second ordre“ und ,,On the relation between the 
minor determinants of linearly equivalent quadratic forms‘. Aus diesen 
ideenreichsten Arbeiten Sylvester’s stammen die Begriffe der Elementar- 
theiler quadratischer Formenbiischel, die Umbralbezeichnung der Deter- 
minanten und die Siitze tiber das Verschwinden von Unterdeterminanten, 
ja auch die Begriffe der kanonischen Formen und die formenbildenden 
Processe. Auf letztere Theorien gehen wir erst spiter ein, um uns 
zunichst den ersteren beiden zuzuwenden. 

Fir die Theorie der Elementartheiler finden sich schon 1850 Vor- 
stufen (C.a. D. Math. J. V, VI; Philos. Mag. XX XVII), indem Sylvester 
die Discriminante A eines Biischels g + 4 quadratischer, terniirer und 
quaterniirer, Formen auf Realitits-, Contact- etc. Higenschaften geo- 
metrisch und algebraisch discutirt, zuniichst in speciellen Fallen, aber 
ausdriicklich als Wegweiser zu héheren Fiillen. Jene beiden Noten 
von 1851 enthalten nun die Theorie selbst: Sylvester erkennt, dass die 
vielfachen Factoren yon A mittelst der gemeinsamen Factoren je der 
Unterdeterminanten der verschiedenen Ordnungen in ihre Elementar- 
theiler zerlegt werden miissen, und weiter, dass diese Theiler unab- 
hiingig von linearer Transformation von gm und y sind; er sucht, von 
diesen Theilern ausgehend, den Ueberblick, indem er daraus eine 
Tabelle der zugehérigen kanonischen Formenpaare gy, ¥ construirt. 
Sicherlich bedeutet dieses die Entdeckung der Elementartheiler und einen 
Vorliufer der Theorie von Weierstrass (Monatsber. der Berl. Akad. 1868; 
s. auch 1858), welcher iibrigens Sylvester nicht citirt; denn Sylvester 
hat sowohl die Existenz der Elementartheiler, als ihre Invarianz. Er hat 
auch den Aequivalenzsatz, dass die Uebereinstimmung dieser Theiler 
bei zwei Biischeln zu deren linearer Ueberfiihrbarkeit geniigend sei, 
schon ausgesprochen, wihrend ein giiltiger Beweis erst von Weierstrass 
herriihrt ; ferner fehlt bei Sylvester noch der vollstiindige Beweis fir die 
jeweils zugehérigen kanonischen Formen und die systematische Her- 
stellung der Transformationsformeln; jene Formen sind vielmehr bei 
Sylvester nur mehr versuchsweise gefunden. Auch die allgemeine 
Schwiiche in Sylvester’s Production: die andeutende, auf Zukiinftiges 
verweisende, unzusammenhingende, mehr vorausfiihlende, als schluss- 








138 M. Noeruer. 


kriftige Art der Darstellung, kommt hier zum Vorschein; wie denn z. B, 
1850 (Phil. Mag.) die Frage, wann eine ganze Function durch eine andere 
theilbar sei, durch das ,,vielleicht durchdringendste Princip der modernen 
Analysis“ gelést werden soll: ,,Wenn eine Thatsache in einer andern 
implicirt ist, so muss die Charakteristik der ersteren (die Function, 
welche, =0 gesetzt, die Bedingung ihrer Actualitiit ausdriickt) die der 
zweiten als Factor haben; wenn sie sich gegenseitig involviren, so miissen 
ihre Charakteristiken Potenzen derselben Function sein.“ Solche, und 
noch viel unbestimmtere ,,Principien“‘ (z. B. Philos. Mag. VI, 214—216) 
ersetzen bei Sylvester hiiufiger die Stelle von klaren Schliissen. 

Zur Determinantentheorie enthalt die zweite der oben angefiihrten 
Noten, ausser dem eben genannten Invarianzsatz, auch die genaue 
Angabe tiber die Anzahl der unabhingigen Bedingungen fiir das Ver- 
schwinden aller Unterdeterminanten einer gegebenen Ordnung. Ferner 
wird hier von Sylvester zum ersten Male seine, der Vandermonde’schen 
im Wesentlichen entsprechende ,,Umbral‘-Bezeichnung, in zwei Indices- 
reihen bestehend, eingefiihrt und auch sogleich zur Ableitung eines 
sehr allgemeinen Satzes tiber Determinanten aus Unterdeterminanten 
benutzt, eines Satzes, in dem der bekannte Kronecker’sche (Cr. J. 72) als 
specieller Fall enthalten ist (vgl. Frobenius, Sitzungsber. d. Berl. Akad, 
v. Marz 1894). Fiir Sylvester ist es sogleich klar, ,,dass alle Analysis 
sich zuletzt in die Form der Determinantentheorie kleiden wird‘, dieser 
Algebra der Algebra“. In demselben Jahre setzt Sylvester seine Unter- 
suchungen noch fort (Philos. Mag. II), indem er das Product zweier 
Determinanten in eine Summe von Producten zusammengesetzter Deter- 
minanten umwandelt, mit einer Verallgemeinerung auf Matrices in 
C. a. D. Math. J. VIII, 1853. Eine sehr viel spiter inductorisch ver- 
suchte, sehr starke Verallgemeinerung dieses Productsatzes (Cr. J. 88) 
bedarf (nach Borchardt, ib. 89) noch der Richtigstellung. 

Weniger gliicklich war Sylvester in seiner vermeintlichen Lésung 
der von Hesse gestellten Aufgabe, die Bedingungen anzugeben, dass sich 
eine Form von » Variabeln auf eine solche von weniger Variabeln 
reducire. Seine ,,in einer Stunde gefundene“ Lésung (Philos, Mag. V, 
1853) ist nichts weiter als die selbstverstiindliche Umschreibung, dass 
zwischen den ersten Polaren lineare Identititen stattfinden miissen; 
fiir die eigentliche Frage nach der Bedeutung des Verschwindens der 
Hesse’schen Determinante ist damit nichts gewonnen. 


Die Anwendungen der Eliminationstheorie auf die Gleichungstheorie, 
in der Theorie der Sturm’schen Reste, bilden einen sehr bedeutenden 
Theil in Sylvester’s Schaffen; sie kniipfen an die friher angefiihrte 
Note im Philos. Mag. XV von 1839 an. 

Seit 1829 war die mathematische Welt durch Sturm’s Entdeckungen 
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bewegt, der zum ersten Male bestimmte Kriterien fiir die genaue 
Anzahl der reellen Wurzeln einer Gleichung /(7%) = 0 iiberhaupt oder 
der zwischen zwei gegebenen Grenzen liegenden Wurzeln aufstellte, 
wiihrend Descartes-Fourier nur Grenzen fiir jene Anzahl geliefert hatten. 
Die Sturm’schen Functionen, deren Zeichenwechsel, bei zwei Werthen 
der Variabeln als Grenzen, die Kriterien liefern, sind die bei dem 
Process des Aufsuchens des gemeinsamen Divisors von f(x) und des 
Differentialquotienten /’(#) entstehenden Reste, nur mit jeweiliger 
Zeicheniinderung der successiven Divisoren. Sylvester war es, der, unter 
dem persénlichen Eindrucke Sturm’s, in einem kurzen Anhang zu jener 
Note von 1839 (s. auch ib. XVII) die Reste, bis auf positive Factoren 
4;, in einfacher Gestalt durch die Wurzeln von /(x) = 0 ausdriickte: 


f = (w@— a) (w—a,)..., f'(#) = >\(«—«,) (t—ay)..., 
hy = > —%)* @—a;) (7a)... ete. 


Man kann in der Bildung der Leitcoefficienten dieser Ausdriicke eine 
Induction aus den Coefficienten der Gleichung der quadrirten Wurzel- 
differenzen, wie sie Lagrange in seinem Traité de la rés. des éq. (1808) 
gegeben hatte, erblicken. Unter dem Einflusse dieser Note entwickelte 
sich eine weitgehende Theorie, an der Sylvester selbst, aber auch Sturm, 
Cayley, Borchardt, Jacobi, Hermite, Kronecker u. A. betheiligt sind. 
Da die Beziehungen dieser Arbeiten noch nicht hinreichend klargelegt 
sind, auch nicht in den historischen Bemerkungen Kronecker’s, so sei 
hier ausfiihrlicher darauf eingegangen. 

Schon sehr bald (liouville’s Journ. VII, 1842) lieferte Sturm selbst 
einen Beweis fiir die Sylvester’schen Ausdriicke, mit Angabe der Coef- 
ficienten 4;; sein Weg, eine Verification aus der Eindeutigkeit der Aus- 
driicke /;—= A;f-+ B;/’ bei gegebenen Graden, ist der, den offenbar auch 
Sylvester nach vorgiingiger inductiver Einfiihrung eingeschlagen hatte. 
1846 (ib. XI) bestimmt Cayley die Leitcoefficienten der f;, welche die 
Zahl der iiberhaupt existirenden reellen Wurzeln anzeigen, als Func- 
tionen der Coefficienten von f, indem er sie als Determinanten aus den 
Potenzsummen s, der Wurzeln darstellt, die Hauptunterdeterminanten 
der bekannten Determinante |s;4;| (¢,j =0,1,2,...). Zur selben 
Zeit (ib. XII) bei der Behandlung der Hauptaxengleichung fiir die 
Flichen 2'** Ordnung (oder allgemeiner: der Gleichung fiir die sicularen 
Ungleichheiten der Planetenbewegung) gelangt auch Borchardt, in 
Erweiterung einer Note von 1845 (Cr. J. 30), von Sylvester’s Note 
ausgehend zu derselben Reihe von Determinanten |s;,+,;|, die tiberdies 
fiir die specielle Gleichung noch als Quadratsummen dargestellt werden. 

An diese Arbeiten “kniipfen sich nun bei Jacobi, Sylvester und 
Hermite Gedankengiinge, welche diese drei Forscher unabhiingig von 
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einander zur Ableitung der Sturm’schen Kriterien aus einer neuen 
Quelle, aus der Theorie der quadratischen Formen, fiihren sollten; die 
beiden Ersteren zugleich zu dem Gesetz der Erhaltung der Anzahl der 
positiven und negativen Quadrate linear-unabhingiger linearer Formen, 
in die sich eine quadratische Form durch beliebige reelle lineare 
Transformationen iiberfiihren lisst: dem Princip, das von Sylvester 
mit dem Namen des ,,7réigheitsgesetzes der quadratischen Formen“ be- 
zeichnet worden ist, und das in die Algebra als ein wesentlicher 
Bestandtheil eintreten sollte. Jacobi’s Gedankengang ist erst nach 
dem Sylvester’schen (von 1852—53) aus dem Nachlass durch Borchardt 
publicirt worden (Cr. J. 53, 1856), er stammt aber aus dem Miirz 1847: 
als Jacobi damals die Sitze der Borchardt’schen Abhandlung miindlich 
bekannt wurden, bildete er sich zum Beweis den in den Variabeln 
Xo». ++%n-1 Quadratischen Ausdruck 


S == Zu (Hy + wa, a? a, + +++ a1 y_1)? = 1 Si4j XX; , 
i,j 
die 2, tiber die » Wurzeln @ von f(~) = 0 ausgedehnt. Denn Cauchy’s 
eindeutig bestimmte successive Transformation des letzteren Ausdruckes 
auf eine Quadratsumme — die darin besteht, dass man die x; durch lineare 
Ausdriicke neuer Variabeln y, ersetzt, wobei 2; nur Yj, Yi41,~ ++ Yn—1 
enthalt, und die Jacobi bekannt war — fihrt auf 


t . . ‘ 
26 => Art, Arm 5a > Pem=|si4s| (65 —0,1,... 8), 
s 


also ebenfalls auf jene Determinantenreihe; und die Zahl der Zeichen- 
wechsel in den p, wird somit gleich der Anzahl der negativen Gréssen 
A,, also, dem Trigheitsprincip und dem ersten der Ausdriicke fiir 8 
gemiiss, gleich der Anzahl der Paare conjugirt-imaginirer Wurzeln 
von f=0. 

Aus dieser Betrachtung und aus den zugefiigten Bemerkungen 
Borchardt’s ergiebt sich nun als interessant: 

1) dass Jacobi schon 1847 das Trigheitsgesetz kannte und miind- 
lich verbreitete. Es ist zu vermuthen, dass das Verhalten der Flichen 
2' Ordnung Collineationen gegeniiber, das er aus Moebius’ Bary- 
centrischem Calcul kannte (vgl. seinen nachgelassenen Aufsatz), ihm 
den Anlass zu diesem Gedankengang gab, zu dem ihm schon friiher 
die orthogonale Transformation Beispiele geboten hatte (Werke III, 
Nr. 7, ete.); 

2) dass Jacobi sogleich sieht, wie dieses Verhalten der quadratischen 
Formen die Stetigkeitsbetrachtungen Sturm’s und dessen, wie Sylvester’s, 
Resttheorie tiberfliissig macht, zuniichst wenigstens beziiglich der An- 
zahl aller reellen Wurzeln; 
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3) dass auch Jacobi den von Borchardt gegebenen Anstoss ge- 
brauchte; und dass die Jacobi’sche Arbeit von 1835 ,,De eliminatione etc.“ 
(Werke III, Nr. 10) fiir die Theorie der Sturm’schen Reste nicht nur 
beziiglich Sylvesters, der sie erst im Laufe des Druckes seiner Ab- 
handlung von 1853 kennen lernte, sondern auch beziiglich Jacobi’s 
selbst verloren war. Nach dem Schlussparagraphen jener Arbeit kannte 
Jacobi die Leitglieder der Sturm’schen Reste damals schon in der 
Form der oben angefiihrten Determinanten |s;;;| (Aj; bei Jacobi); 
und 1845 erhilt' er in der Abhandlung ,,Ueber die Darstellung einer 
Reihe gegebener Werthe durch eine gebrochene rationale Function“ 
(Werke III, Nr. 19), welche die Cauchy’sche Interpolationsaufgabe 
(Analyse algébrique) behandelt — eine Aufgabe, deren Identitait mit 
der syzygetischen Aufgabe durch Liouville (dessen Journal VII, 1842) 
bekannt war, und die allen einschligigen Theorien, auch Sylvester's 
Note von 1839, zu Grunde liegt — eine noch unmittelbarere Beziehung 
der Reihe der |s;;;| zu dem Sturm’schen Problem, fiir das er seit 1833 
Interesse zeigte (Werke III, Nr. 7, 8). Es kénnte scheinen, dass Jacobi 
damit die Cayley-Borchardt’schen Kriterien ohne Weiteres hitte an- 
geben kénnen; aber er that es erst, wie oben gesagt, 1847 und weiter 
mit Hilfe des Trigheitsgesetzes, so dass er zugleich zu der allgemeineren 
Grundlage der Kriterien in der Theorie der quadratischen Formen 
gelangte. 

Hermite greift ebenfalls Ende der 40° Jahre die Fragen auf; 
seine erste Publication datirt aber vom Januar 1853 (C. R. 1853, I, 
p. 294; s. auch die Noten in Cr. J. 52, 53 von 1854). Er erweitert 
zunichst die Cayley’sche Darstellung der Sylvester’schen Leitglieder 
auf die der vollen Ausdriicke Sylvester's, indem er die s, durch die 


k 
, a . . . ° 
= > ———- ersetzt; und, was wichtiger, er erkennt in jenen Aus- 
w—a 


driicken, oder in den Determinanten |s;;,|, die Discriminanten der 
quadratischen Formen, die er, in Verallgemeinerung des ihm von 
seinen arithmetischen Untersuchungen her wohlvertrauten Jacobi’schen 
Ausdrucks S, so schreibt: 


(sq + A at + A? ty + «++ + A*ay) 
? 


Zz—a 


S’ = Zz, 





unter A eine beliebige Function der Wurzel « verstanden. 

Nimmt man nun das, Jacobi und Sylvester zuzuschreibende Princip 
der Trigheit hinzu, so wird jetzt erst nicht nur, wie es schon Jacobi 
klar war, die neue Quelle fiir die speciellen Sturm’schen Kriterien 
offenbar, sondern in der erzeugenden Function S’ zugleich der einfachste, 
voraussetzungsloseste Weg zu den allgemeinsten Kriterien, Vor Allem 
ergiebt sich in S’ mit einem Schlage die ganze Mannigfaltigkeit der 
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verschiedenen Gestalten, in welche man diese Kriterien bringen kann; 
und damit ist das wesentlichste Verdienst Hermite’s in dieser Theorie 
bezeichnet. Uebrigens erdffnet sich auch in den zu S’ adjungirten 
quadratischen Formen ein einfacher Weg, die allgemeine Kriterienreihe 
fiir jeden speciellen Werth der Variablen x wirklich zu berechnen 
(Cr. J. 52). 


Sylvester hatte sich inzwischen mit seinen, 1839 angedeuteten 
Ideen weiter beschiftigt und war zuletzt zu den Resultaten von Jacobi 
selbstiindig gelangt. Aber erst 1853 ist er dazu gekommen, diese 
Resultate (ausser in einigen Noten des Philos. Mag. von 1853) in einer 
grésseren Abhandlung zusammenzufassen: ,,On a theory of the syzygetic 
relations of two rational integral functions, comprising an application 
to the theory of Sturm’s functions and that of the greatest algebraical 
common measure“ (Philos. Transactions of the R. Soc. of London, 
vol. 143; dat. von Juni 1853; diese ,,organischste und durchdachteste“ 
seiner Abhandlungen ist dann noch mit Anhingen und Noten durch- 
setzt, welche theilweise im October 1853 wihrend der Drucklegung 
entstanden sind, sie kommt aber dem Leser durch ein ausfiihrliches 
Verzeichniss der neueingefiihrten Namen zu Hiilfe). In den drei ersten 
Sectionen bewegt sich Sylvester auf dem Boden seiner Note von 1839, nur 
mit rechnerischen Ausfiihrungen und unter wirklicher Inangriffnahme 
des Eliminationsproblems fiir zwei Formen f, pg, der n'*® Ordnung in 2, 
durch die syzygetische Resttheorie: Er stellt — wie Jacobi schon 1835, 
nur mit weniger directen Schliissen — die zugehdrigen » Bézout’schen 
Formen (» — 1)" Grades in 2 — oder statt dessen betrachtet als lineare 
Ausdriicke in » Variabeln — und ihre Combinationen (n—2)', .. 
.. Of Grades, die reducirten Reste von f und g, syzygetisch her und 
charakterisirt sie als Sturm’sche Reihe; er verificirt weiter ihre 
»endoscopischen“ Ausdriicke in den Wurzeln von f= 0, g = 0 und die 
Specialisirungen fiir p(~) = /'(x). In letzterem Falle ersetzt Sylvester 
die Sturm’sche Reihe durch die einfachere der Nenner der Niherungs- 
F(a), 
f(x)? 
bruchentwicklungen gegebenen endoscopischen Ausdriicke eine Menge 
Resultate enthalten, die fiir die Kettenbruchtheorie tiberbaupt und die 
Eliminationstheorie insbesondere (so fiir Kronecker) von Werth ge- 
worden sind. 

Scheinbar plétzlich erhebt sich in Section IV der Abhandlung Syl- 
vester zu dem Medium der Theorie der quadratischen Formen von n 
Variabeln. Thatsiichlich liegt die Spur dieses Gedankenkreises ein Jahr 
weiter zuriick, wie die Note iiber die Umformung einer quadratischen 
Form in eine Quadratsumme mittelst orthogonaler Transformation zeigt 


(Philos. Mag. IV, p. 138; 1852 — wo sich auch der bekannte Beweis 


briiche von wobei bemerkt sei, dass die im Laufe der Ketten- 








N~eosaodaarnses SB ™mM 


— «Oo, se «ho as aoe =’ 


Lipp, fhmeinnD es. fe ae.. sb A CO 


om aoe ell 





10; 
rie 
ten 
ihe 


1en 


ten 
obi 
ese 
ner 
etic 
ion 
ical 
lon, 
ste 
‘ch- 
ung 
shes 
sten 
nur 
hme 
n a, 
835, 
shen 
eare 


und 

ihre 
| die 
ster 
ngs- 
ten- 
enge 
| die 
ge- 


Syl- 
on 
Jahr 
chen 
zeigt 
.weis 





James Joseph Sylvester. 143 


Sylvester’s fiir die Realitit der Wurzeln der Saculargleichung F'(4) = 0 
mittelst F(A). F(—A) findet). In dieser Note wird das _ ,,Trdgheits- 
gesetz“‘ zum ersten Male angefiihrt, wenn auch nur in einer im Augen- 
blick entstandenen nachtriiglichen Bemerkung; aber gerade der letztere 
Umstand weist auf die Gedankenentwicklung deutlich hin. Offenbar 
war Sylvester's Aufmerksamkeit auf die Erhaltung der Anzahl der 
positiven und der negativen Quadrate, der ,,Tragheit“ der Form, durch 
die orthogonale Transformation hingelenkt worden, indem ihm zuerst 
(s. die Abhandl,) die Thatsache auffiel, dass die bei Quadratsummen 
noch mdglichen Vertauschungen der Variabeln die Triigheit bestehen 
lassen. So musste also auch die Anzahl der Zeichenfolgen in den 
Hauptunterdeterminanten der Discriminante einer quadratischen Form, 
wie sie bei der Cauchy’schen Reductionsmethode auftreten, bei den 
Veriinderungen, welche jenen Vertauschungen entsprechen, erhalten 
bleiben, was sich Sylvester nachtriglich noch explicite bewies. Von 
hier zum Gesetz bei allen reellen linearen Transformationen war Sache 
der Induction. — Nachdem das Gesetz einmal vermuthet war, war der 
nachtrigliche Beweis einfach und elementar zu leisten, und so stimmen 
diese Beweise bei Jacobi, Hermite (Cr. J. 53) und Sylvester im Wesent- 
lichen tiberein. 

Aber in Sylvester's Betrachtungen tritt noch ein zweiter Schluss auf, 
der sich auf den Zusammenhang der Gleichung /(x)—O0 selbst mit einer 
quadratischen Form bezieht. Die Beziehung der positiven und negativen 
Wurzeln der Saéculargleichung zu den positiven und negativen Quadraten 
der zugehérigen quadratischen orm war laingst bekannt. 1852 muss nun 
Sylvester erkannt haben, dass jede Gleichung n'" Grades, f = 0, indem 
die Bézout’sche Resultante ihrer ersten Differentialquotienten nach den 
beiden homogenen Variabeln, f’(x), /’(y), eine symmetrische Determi- 
uante D ist, auf eine quadratische Form ® von nm — 1 Variabeln fihrt, 
und dass die ,,Tragheit“ von nicht nur tiber die Anzahl der positiven 
Wurzeln der aus D durch Vermehrung der Diagonalglieder um 4 
entstehenden Siiculargleichung F(A) = 0, (mn — 1)'e" Grades, entscheidet, 
sondern auch iiber die Anzahl der reellen Wurzeln der urspriinglichen 
Gleichung n'** Grades; indem nimlich die letztere Anzahl um 1 grésser 
wird als erstere, wie sich aus der wesentlichen Identitaét der beiden 
Sturm’schen Reihen (der Hauptunterdeterminanten von D), die zu 
f(x), f(y), bezw. zu f(a), /'(x), gehdren, ergiebt. 

Diese Zuordnung der Gleichung n'*" Grades f(x) = 0 zur quadra- 
tischen Form ® von » —1 Variabeln ist ganz verschieden von der 
oben angefiihrten Jacobi-Hermite’schen zu der quadratischen Form 8S, 
bezw. S’, von  Variabeln. Die letztere ist Sylvester (s. die Abh.) erst 
von Hermite 1853 mitgétheilt worden, Sylvester greift sie rechnerisch 
auf, und er erweitert zugleich die Zusammenhinge auf die Realitits- 
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beziehungen zwischen den Wurzeln zweier beliebiger Formen /, p, zu 
einer ,,Intercalationstheorie“. 

Wiahrend Joachimsthal (Cr. J. 48, 1854) auf dem Boden Sturm’s 
stehend kurz nach Sylvester die Sturm’schen Kriterien verallgemeinerte, 
Brioschi 1856 (Nouv. Ann.) die Theorien zusammenfasste, wurden die 
Sylvester’schen Resultate vor Allem von Kronecker (Monatsber. der 
Berl. Akad, v. 17. Febr. 1873, 14. Febr. 1878 und 16. Juni 1881; zu 
letzterem vergl. auch die Note in den Gétt. Nachr. v. 7. Mai 1881) 
gewiirdigt und verwerthet. Sein Verdienst besteht hauptsichlich darin, 
dass er die mannigfaltigen Beziehungen zwischen den beiden Methoden: 
der Restmethode und der der quadratischen erzeugenden Formen, durch- 
arbeitet. Er theilt mit Jacobi und Sylvester die Ansicht, und zeigt 
explicite, dass letztere Methode erst den vollen Ueberblick iiber die 
Mannigfaltigkeit der Sturm’schen Reihen gebe, und arithmetischer sei, 
als die erstere. Wenn Sylvester als Nachtheil jener Methode ansieht, dass 
sie schwerer den Weg zu den Wurzelausdriicken gezeigt haben wiirde, 
so ist diese Ansicht nicht dadurch widerlegt, dass Kronecker aut etwas 
kiinstlichem Wege von ihr aus zu den Wurzelausdriicken iibergeht. In 
diesen algebraischen Umformungen Kronecker’s, im Vergleich zu dem in- 
ductiven Verfahren Sylvester’s erkennt man iibrigens deutlich den Unter- 
schied, der den Algebraiker vom Combinatoriker trennt: Sylvester war 
(Philos. Mag. VI (1853), p. 293) ,,geleitet durch ein instinctives Gefihl 
fiir das Schéne und Passende“. Ein weiteres Verdienst Kronecker’s ist 
es, dass er den von Sylvester nur andeutend mitgenommenen nicht-regu- 
laren Fall — wenn nimlich die Theilnenner in der Entwicklung von 5 
nicht alle linear sind — schon 1873 von vornherein als den all- 
gemeinsten eingehend behandelte, eingehender als es von Hattendorff 
in seiner Schrift tiber die Sturm’schen Functionen (Gottingen, 2'¢ Aufl, 
1874) geschieht, und dass er auch 1881 den Fall mehrfacher Factoren 
von f nicht ausschliesst. Dagegen kann der von Kronecker gegebenen 
historischen Wiirdigung der Ideenginge nicht beigetreten werden, 
wenn er sagt (Note von 1873, p. 142): ,,Mit der Erkenntniss, dass 
jede Gleichung auf die [im Allgemeinen nur nicht symmetrisch aus- 
fallende] Determinantenform der Siculargleichung gebracht werden 
kann, war eigentlich das Princip der Hermite-Jacobi’schen Methode 
fast unmittelbar gegeben, und die Borchardt’schen Mittheilungen im 
53. Bande seines Journals machen es auch wahrscheinlich, dass Jacobi 
in solcher Weise zu den dort angegebenen Entwickelungen gekommen 
ist.“ Denn da jene Erkenntniss selbst eben nur mittelst der Theorie 
der quadratischen Formen zu gewivnen wire, also nicht dienen kénnte, 
um von der Siaculargleichung auf die quadratischen Formen fiir jede 
Gleichung zu kommen, so ist es fiir Hermite sicher, fiir Jacobi so gut 
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wie sicher, dass beide diese Erkenntniss, und die daraus von Kronecker 
abgeleiteten Anwendungen, von denen sich bei beiden keine Spur 
vorfindet, nicht besassen, Kronecker hat offeubar seine eigenen, in 
intimer Beschiftigung mit dem Gegenstande erworbenen Ideen zuletzt 
als selbstverstiindlich angesehen und den ersten Autoren als den Weg 
der Erfindung substituirt. 

Unter den Sylvester’schen Resultaten von 1853, welche Kronecker 
angeregt haben, ist die oben angefiihrte ,,.Theory of intercalation“ fiir 
zwei Formen f(x”), p(x”) hervorzuheben. Indem Kronecker sie anschau- 
licher an den beiden Curven y = f(x), y = p(x) durch die An- (2) und 
Austrittsstellen (©) der X-Axe (d. h. die Stellen, wo diese Linie in 
die von beiden Curven umschlossenen Theile der Ebene ein-, bezw. 
aus ihnen austritt) deutet, wird ihm die an einer Sturm’schen Reihe 
zu messende Zahl Y& — © zur ,,Charakteristik* des Functionensystems 
[y, f(@)—y, »(~)—y] in dem von ihm schon 1869 festgestellten Sinne 
(C. R. 1869; Monatsber. d. Berl. Akad. v. Marz 1869 und Febr. 1878), 
und damit jene Sylvester’sche Theorie die Kinleitung zu seiner Charakte- 
ristiken theorie von Functionen iiberhaupt; wobei Kronecker zugleich 
viel weiter geht, indem er die von Sylvester nur unbestimmt geahnte 
Ausdebnung, die Existenz einer mit einem System von r + 1 reellen 
Functionen von r reellen Variabeln verbundenen constanten Zahl, nach- 
weist , und zwar nicht nur fiir algebraische Functionen, welch’ letzteres 
ausserhalb des Gesichtskreises Sylvester’s lag. — 

Wir schliessen hier, zeitlich in die Jahre 1864—65 vorgreifend, 
gleich eine andere Leistung Sylvester’s im Gebiet der Realitiitsbetrach- 
tungen tiber Gleichungswurzeln an, eine Leistung, welche MacMahon 
(Nature v. 25. Marz 1897) mit Recht als eine seiner scharfsinnigsten 
bezeichnet. Es handelt sich um die sogen. Newton’sche Regel (Philos. 
Transactions, vol. 154, 1864; Proc. of the London Math. Soc. I, 1865, 
letzteres nach Vortrigen am King’s College; s. auch Philos. Mag. 
XXXIV, 1867): Ordnet man niimlich die zu 


f(x) = ax" + n,a,2"— + n,a,a"-* + --- 
gehérigen Coefficienten 
Big Gy, Gay... On 
einzeln je den Gliedern der Reihe 


A, = G,’, A, = a,” — Ay, A, = a,” = a, 43, eery A, = An? 


zu, so giebt nach Newton die Anzahl der in den beiden Reihen gleich- 
zeitigen Reihenfolgen eine obere Grenze fiir die Zahl der reellen 
negativen Wurzeln von f(v)=0. Wiahrend bis dahin, und unter 
der Hand erster Meister, nur ein Theil dieser Regel bewiesen war, 
gelangte Sylvester auf einem, dem Fourier’schen fiir die erstere Reihe 
Mathematische Annalen. L, 10 
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ihnlichen Wege: durch Bildung der beiden Reihen fir f(a + 8), 
nicht nur zum vollen Beweis der Regel, sondern auch zu Generali- 
sirungen. 

Auf die zur Invariantentheorie gehérigen Capitel der besprochenen 
Abhandlungen in den Transactions von 1853 und 1864 kommen wir 
erst unten im Zusammenhange mit der jetzt zu schildernden formen- 
theoretischen Epoche Sylvester's zu sprechen. 


Im stiindigen persénlichen Contact mit Cayley, der seit fiinf Jahren 
die Gedanken der linearen Invariantentheorie verfolgt hatte, im brief- 
lichen Verkehr mit Salmon, der eben an seinem, 1852 erschienenen 
Werk iiber die ebenen Curven arbeitete, welches die Resultate Aron- 
hold’s iiber die terniren cubischen Formen schon in sich aufgenommen 
erhob sich Sylvester tiber seine bisherigen auf Determinanten , Elimi- 
nation und Flichen zweiter Ordnung gerichteten Ziele zur Formen- 
theorie. In den hierhergehérigen zuniichst auf den engen Zeitraum von 
1851—1854 fallenden Leistungen liegen, neben der Férderung der 
Theorie der Sturm’schen Functionen, die unverginglichsten Verdienste 
Sylvester’s. Sylvester war unermiidlich, den ganzen Umfang zu erweitern 
und zu schildern, welchen der Formen- und Invariantenbegriff zulisst. 
Speciell bestehen seine Verdienste in den von ihm geschaffenen Methoden: 
einmal den formenbildenden Processen, sodann der kanonischen Dar- 
stellung der Formen, beides im Sinne Sylvester’s Mittel zum Zwecke, 
die ,inneren“ Eigenschaften der Formen zu erforschen; und beide 
Methoden haben, wie schon gesagt, in den zwei merkwiirdigen Noten 
im Philos. Magaz. von 1851 ihre Wurzeln. 

In den Permutationsprocessen schliesst Sylvester unmittelbar an Cay- 
ley’s Erzeugung von Hyperdeterminanten(einfachen ,,Ueberschiebungen“), 
durch Permutation von mehr als zwei Indicesreihen, an, indem ihn seine 
»yUmbral“-Bezeichnung auf Verallgemeinerungen klarer hinwies, als es 
schon von Cayley selbst in Cr. J. 38 geschehen war. Die Bemiihungen 
Sylvester’s, welche besonders im C. a. D. Math, J. VII, 1852, in den 
Skizzen ,On the principles of the calculus of forms“, niedergelegt 
sind, tragen den Charakter, dass er alle Bildungen, auch héherer Art als 
die Cayley’schen, direct aus der urspriinglichen Form ableiten méchte 
und zu diesem Zwecke immer neve und neve Permutationsmethoden 
aussinnt; ohne iibrigens zu verkennen, dass zu einem successiven 
Verfahren einfachere Processe geniigen wiirden. Im Vordergrund steht 
hier der Evectantenprocess Hermite’s (1848), den vorher schon Hisen- 
stein bei der Discriminante benutzt hatte: das Polarisiren einer Form 
der Variabeln 2,, 2,,... nach den Coefficienten unter Hinfiihrung 
der Potenzen und Producte der contragredienten Variabeln w,, u., . 
Sylvester und Cayley verwenden den Process besonders in der Gestalt 
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der ,Ueberschiebung“, dem Ersetzen der Variabeln a; durch die sym- 


bolischen fo; und Sylvester’s Verdienst ist es ferner, dass er auch die 
é 


wirklichen Differentialquotienten ce — nachdem ihm specielle Fille 
iy 


durch Borchardt und Cayley mitgetheilt waren — gebraucht. Auch 
die, in ihrem Ursprung ebenfalls auf Hermite zuriickfiihrende, Methode: 
die zweien Formen, welche sich nur um die Binomialfactoren ihrer Coef- 
ficienten unterscheiden, bez. zugehérigen Formen auf einander wirken 
zu lassen, eine Methode, welche Sylvester viel spiiter (Cr. J. 85) wieder 
aufgenommen hat, erscheint schon hier. Die Zusammenfassung der Pro- 
cesse in dem Aronhold’schen tritt aber bei Sylvester hier noch nicht auf. 


Eine Errungenschaft derselben Noten (ibid. VIII, 1853 und IX, 
1854, als Fortsetzung von VII) ist die Aufstellung des Begriffs einer 
Combinante eines Systems von Formen gleichen Grades, als einer In- 
variante in doppeltem Sinne: bei linearen Substitutionen der Variabeln 
und bei linearen Combinationen der Formen des Systems. Der Gedanke 
ist aus der Betrachtung der Eigenschaften der Resultante geflossen; 
und die erste Anwendung geht auch — unter Hiilfe der Theorie der 
kanonischen Darstellung — sogleich auf den Aufbau der Resultante 
dreier terniirer quadratischer Formen. Nachher (Philos. Mag. von 1853 
und die Abh. in Philos. Transact. v. 143) hat Sylvester insbesondere 
die ,,.Bézoutiante* zweier ternirer Formen als Combinante erkannt und 
hieraus einen Blick auf alle quadratischen invarianten Formen bei 
nm Variabeln, die zu zwei biniiren Formen f und » n'* Ordnung ge- 
héren und linear in den Coefficienten von f, wie g, sind, geworfen: 
Anfinge einer planmiissigen Combinantentheorie. Als eine Erweiterung 
des Combinantenbegriffs, im Sinne einer héheren als linearen Invarianten- 
theorie, ist die Betrachtung (C. R. 58, 1864) gedacht, welche das Ver- 
halten der Discriminante einer Function von zwei Formen hoheren als 
1‘ Grades verfolgt. 

Unter die Errungenschaften der Noten in Bd. VII des C. a. D. 
Math. J. zaihlt auch die von Sylvester selbstiindig gefasste Idee, eine 
beliebige lineare Substitution aus infinitesimalen zusammenzusetzen, also 
allgemein die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die 
In- und Covarianteneigenschaft auf partielle Differentialgleichungen 
zuriickzuftihren — welch’ letzteres fiir binire Formen Cayley vorher, 
auf anderem Wege, angedeutet hatte. Fiir die orthogonale Unter- 
gruppe, deren Invarianten schon Boole (ib. VI) definirt hatte, erhialt 
Sylvester so die vollstiindige Bestimmung und Lésung; ebenso ergiebt 
sich eine Definition fiir die Combinanten. 

In der, seit 185f in Angriff genommenen Theorie der kanonischen 
Darstellung bindrer Formen zeigt sich Sylvester ausnahmsweise auch 
10* 
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als eigentlicher Algebraiker, der in der wirklichen Umformung der Aus- 
driicke, und nicht nur in ihrer Construction aus charakteristischen 
Eigenschaften, sein Ziel sieht (,,Sketch of a memoir on elimination, 
transformation and canonical forms“, v. Apr. 1851 im C. a. D. Math. 
J. VI, auch, mit einem Anhang, als ,,Essay on canonical forms“ 
selbstiindig erschienen; ,On the general theory of associated algebraical 
forms“, ib. Nov. 1851; ,On a remarkable discovery in the theory of 
canonical forms and of hyperdeterminants“, Philos. Mag. II, v. Oct. 
1851; in diesen beiden Noten werden auch die Namen ,,[n-“ und ,,Co- 
variante* zum ersten Male vorgeschlagen und eingefiihrt; besonders: 
On the calculus of forms, otherwise the theory of invariants“, C. a. D. 
Math, J. IX, Febr. 1854). Als Vorgiinger Sylvester’s in Beziehung auf 
das Aequivalenzproblem und die Formenzusammenhinge sind Hesse 
(Cr. J. 28, 1844) und Aronhold (ib. 39) fiir cubische terniire, Hermite 
(ibid. 40ff.) fiir quadratische Formen zu nennen. Und unter diesen ist, 
wenr die Einfiihrung der speciellen Gleichungsformen bei Sylvester auch 
in seinen Darstellungen von Flachenbiischeln 2' Ordnung wurzelte, 
also geometrischen Ursprung hatte, die nachste Ankniipfung, dem Ziele 
nach, an Hesse zu suchen, sowohl an dessen schon angefiihrte Arbeit, 
wie an die iiber cubische und biquadratische biniire Formen (Cr. J. 38, 
1847; 41, 1849); wihrend die Sylvester’schen Methoden neue sind. 
Schrittweise ist Sylvester fiir die allgemeinen biniren Formen sowohl 
auf die @infachsten kanonischen Gleichungsgestalten, als auf eine 
Methode der Reduction auf dieselben gelangt. Zuerst stellt er die Form 
5tes Grades als Summe von drei Potenzen linearer Ausdriicke her, mit 
Processen, wie Bildung der Hesse’schen Determinante, die zunichst noch 
zu hohe Reductionsgleichungen verlangen. In seinem ,,Essay“ giebt er 
die eindeutige Reduction aller Formen (2”— 1)'" Grades auf die Summe 
von m» Potenzen, mit einer einheitlichen Methode, welche im Wesent- 
lichen auf Coefficientenvergleichen und Elimination beruht. Indem er 
fiir die Form 2n'** Grades eine aihnliche Reduction 


fan = Dt Asti" + 0G ds 
1 


versucht, wo g, das Product der linearen Ausdriicke 2;, y, eine be- 
stimmte Covariante n'** Grades von g, vorstellen soll, gelingt ihm die 
Ausdehnung jener Methode auf die Fille n = 2, 4 mit Hiilfe einfacher 
Gleichungen 3'* , bezw. 5'e° Grades, dadurch dass er y, mit , identisch 
nimmt; wihrend fiir » = 3 die analoge Annahme zu Schwierigkeiten 
fiihrt. Ende 1851 (C. a. D. Math. J. VI, Schlussseite; Philos. Mag. II) 
erkennt er, zuerst ohne Invariantentheorie durch Versuch, die Lésung 
der Schwierigkeit darin, dass fiir ~, die Covariante vom Grade 3 in den 
Coefficienten von m zu nehmen sei — als Evektante der Discriminante 
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von g, welche an Stelle der hier nicht existirenden quadratischen In- 
variante tritt; die Methode fihrt dann (ibid. IX) auf eine Gleichung 
2's Grades in einem Parameter 4?, die unmittelbare Erweiterung der 
bekannten resolvirenden Determinantengleichang - Grades in A fiir 
eine biquadratische Gleichung. 

Beziiglich des Invariantenprincips seiner Methode erkennt Sylvester 
(ibid. VII), dass sie mit einem allgemeinen Begriffe zusammenhingt, 
der auch seine dialytische Methode beherrscht: dem des ,,invarianten 
Plexus“, d. h.- eines bei linearer Substitution der Variabeln nur in 
linearen Combinationen sich reproducirenden Systems von Formen. 
Hier bildet das System der »-+ 1 m' Differentialquotienten von fo, 
einen solchen Plexus, dessen Determinante (die Producte der Variabeln 
als unabhiingige Veranderliche angesehen) eine Invariante ist: die 
»Katalektikante* von /2,, wie auch die ganze reducirende Gleichung 
(n-+-1)'" Grades in A (die ,Lambdaic‘ nach Cayley), welche durch 
Vermehrung der zweiten Hauptdiagonale jener Determinante um gewisse 
Vielfache von A entsteht, eine Invariante von fg, wird. 

Dagegen riihrt das Princip der Reductionsmethoden selbst nicht 
von Sylvester her, sondern ist erst bei Cayley (Cr. J. 54, 1856) ange- 
geben, wie auch ein Verweis von Sylvester auf Cayley Philos. Mag. II, 
p. 403 Anmerk. zeigt. Es besteht darin, dass zu jeder Form /,n-1 eine 
Form », existirt, deren volle Ueberschiebung (gx, fon—1)” tiber fon—1 
identisch verschwindet, und dass die Factoren von g,, k-fach genommen 
(k> n), diese Eigenschaft von fg,-1 theilen; dazu kommt, dass ~, aus Mp, 
eindeutig bestimmt ist durch die analoge EKigenschaft (gn, Pn Wn)"==AQn- 
Die Anwendung des Ueberschiebungsprocesses auf die herzustellende 
Identitat ergiebt dann unmittelbar die gesuchten Bedingungen fiir die 
Coefficienten von g,. Das Princip selbst, in der einfachen Thatsache, 
dass alle Formen gleichen Grades /;, fiir welche (g,, /:)" = 0 ist, 
ein lineares zu , conjugirtes System von Formen bilden — dazu 
mit demselben invarianten System, wie bei p, —, ist weiterhin zuerst 
bei Kegelschnitten (Smith), dann tiberhaupt (Rosanes, Cr. J. 75) fiir 
alle Potenzdarstellungen als das grundlegende erkannt worden; und es 
hat dann zu einer ausgedehnten Theorie Veranlassung gegeben. Fiir 
besondere Fille, in welchen die Sylvester’sche Darstellung binirer Form 
versagt, hat Sylvester selbst schon einzelne Versuche gemacht (s. Philos. 
Mag. 11; und die o. c. Abh., Philos. Transactions, vol. 154, 1864 be- 
ziiglich der Form 5'* Ordnung) ; eine feinere Durcharbeitung des Princips 
fir alle Specialfiille findet sich aber, tiber den allgemeinen Fall bei 
Rosanes hinausgehend, zuerst bei Gundelfinger (Gétt. Nachr. 1883; 
Cr. J. 100). Noch mag erwihnt werden, dass Sylvester die Evectanten- 
begriffe, nach speciellerem Vorgange von Cayley, auch zum Erkennen 
von vielfachen Factoren einer binaren Form, oder von vielfachen Stellen 
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von Formen mit mehr als 2 Variabeln, zu verwerthen anfing (Philos. 
Magaz. III, 1852), als ,,a very refined principle“ in der Eliminationstheorie. 

Gleich im Beginne seiner Versuche itiber kanonische Darstellung 
ist aber Sylvester zu noch einer gliinzenden Erweiterung der Hesse’schen 
Resultate vorgegangen: zur Darstellung einer quaterniren cubischen 
Form als Summe von 5 Cuben, womit die erste Entdeckung des Pen- 
taeders bei Flichen 3'* Ordnung verbunden war (C. a. D. Math. J. VI, 
yoketch ete“). Obwohl die Mittheilung ohne Beweis gegeben wurde, 
hat sie doch in die kurz vorher durch Salmon u. A. entstandene Theorie 
der Flichen 3'** Ordnung michtig eingegriffen, vor Allem durch Clebsch’s 
Untersuchungen (Cr. J.59). Die Anwendung der kanonischen Formen 
iiberhaupt, welche Sylvester dazu diente, durch invariante Operationen 
auf rechnerischem Wege rasch Formenzusammenhiinge zu gewinnen, 
ist mehr und mehr verlassen worden, indem schon Salmon fand (C, a. 
D. Math. J. IX), dass ihre Benutzung mehr das dass, als das warum 
der Relationen aufzeige. Hier herrschen die symbolischen Methoden, 
und auch deren Gebrauch scheint in neuester Zeit fiir Erledigung 
principieller Fragen etwas mehr zuriickzutreten. 

Unter den Anwendungen der Theorie der kanonischen Darstellung bei 
Sylvester nennen wir aber einmal den in Philos. Mag. V (1853) geleisteten 
Beweis , dass jede Invariante einer biniren biquadratischen Form eine 
rationale ganze Function der beiden einfachsten Invarianten ist; sodann, 
als seine héchste Leistung in dieser Hinsicht, die invariantentheoretische 
Untersuchung der Realitdétskriterien und des sonstigen Verhaltens der 
Wurzeln der Gleichung 5" Grades (in der o. ¢. Abh. in Philos. Trans- 
actions, vol. 154, 1864; s. auch C. R., Bd, 59, 60). Hermite hatte 
1854 in seiner beriihmten Note, C. a. D. Math. J. IX, welche das, von 
Sylvester geahnte Reciprocitiitsgesetz, die Theorie der associirten Formen 
und die typische Darstellung der Formen ungerader Ordnung der 
Formentheorie darbot, die Theorie der biniren Formen 5 Ordnung f, 
insbesondere ungemein geférdert; nicht nur, indem er die Invariante 
18" Grades, J,,, und allgemeine invariante Beziehungen aufstellte, 
sondern auch dadurch, dass er mit Hiilfe der typischen Darstellung, 
welche f, durch reelle Substitution in eine Form mit 3 Invarianten 
als Coefficienten iiberfiihrt, direct Invariantenkriterien fiir die Realitiats- 
verhiltnisse der Wurzeln erhilt. Er wird, statt der vier Sturm’schen 
Functionen, auf die Bestimmung der Vorzeichen von fiinf Invarianten 
der Grade 4, 8, 12, 12, 12 gefiihrt, indem er die drei Parameter der 
typischen Darstellung so variiren lisst, dass J,, = 0 bleibt. Sylvester 
gelangt nun in seiner Abhandlung zu nur drei unabhiingigen invarian- 
ten Kriterien von den Graden 4, 8,12. Als Hiilfsmittel der Discussion 
dient ihm, analog wie Hermite, die Gleichung zwischen den drei 
Invarianten, welche die Gleichheit zweier Wurzeln der Kanonisante 9; 
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bezeichnet; nur deutet Sylvester dieselbe als die einer Fliche 9'* Ordnung 
und verwendet dann raumliche Continuititsbetrachtungen, welche, bei 
allen Paradoxien der Bezeichnungsweise, ein beredtes Zeugniss fiir Syl- 
vester’s sonst selten zum Vorschein kommende Begabung zu anschau- 
lichem Erfassen ablegen. Sehr bemerkenswerth, indess aus den raum- 
lichen Betrachtungen klar hervorgehend, ist es, dass Sylvester seine 
Kriterien durch lineare Combinationen zu solchen erweitert, welche 
noch einen (in C. R. auch mebr als einen) willkiirlichen, aber be- 
schrinkt verinderlichen, Parameter enthalten. Sylvester erreicht damit 
auch in den Wurzelausdriicken méglichst symmetrische Kriterien. Diese 
als_,T'rilogie* bezeichnete Arbeit erkannte Sylvester selbst als die Spitze 
seiner algebraischen Forschungen, indem er in die begeisterten Worte 
ausbricht: ,Alle algebraischen Untersuchungen fiihren, wenigstens in 
meinem Falle, friiher oder spiiter zu jenem Capitol der modernen 
Algebra, tiber dessen strahlendem Thor eingeschrieben steht: Invarian- 
tentheorie“. 


Mit den Jahren 1851—1854 hat Sylvester den Héhepunkt erreicht; mit 
ihnen schliesst, wenn man noch die beiden besprochenen Abhandlungen 
aus den Jahren 1864 und 1865 hereinzieht, die erste und Hawptepoche 
seines Schaffens. In der theoretischen Entwicklung des Begriffssystems 
der Formentheorie und in ihrem Ausbau zu Operationen steht nun Syl- 
vester Allen voran, in der systematischen Anwendung ihrer Operationen 
auf Formelbildungen freilich hinter Cayley, Hermite, wie auch einigen 
spiteren reinen Algebraikern zuriick. Seine ganze Arbeitsweise ging 
iberhaupt nicht anf Ausgestaltung, sondern auf heuristische Forschung; 
und so kommt es, dass auch die Darstellung, in welcher er seine 
Ideen darbietet, mit dem Reichthum derselben nicht gleichen Schritt 
hilt. Zeitlebens warf er sie nur skizzenhaft hinaus, wie denn selbst 
die grésseren Abhandlungen nur als lose Zusammenfassungen gelten 
kénnen. Indessen kénnte seine Erklirung iiber diese Darstellungsweise 
(Philos. Mag. XXV, 1863) auf jene tiberaus fruchtbaren Jahre noch 
eher Anwendung finden, als auf die spiitere Zeit: ,in Folge der grossen 
Masse algebraischer und aritlimetischer Speculationen, welche in seinem 
Geiste ihre Reihe hinauszutreten abwarten miissen, sei ihm nur die 
Wahl gelassen, entweder die Friichte seiner Gedankenarbeit umkom- 
men zu lassen — wie es bei zu vielen friiheren Theorien geschehen, 
dem todtgeborenen Erzeugniss seines Geistes, nun fiir immer in den 
Urzustand des Gedankens wieder aufgelést —; oder sich von Zeit zu 
Zeit mit so unvollstindigen Skizzen hinauszuwagen, die eher auf die 
geistige Mitarbeit von mit algebraischem Instinct begabten Lesern 
berechnet seien, als auf die Befriedigung der Anspriiche einer streng 
systematischen Darstellung“. 
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1855 beginnt diejenige Epoche, welche wir als die rein-combina- 
torische bezeichnen kénnen. Das Algebraische tritt mehr zuriick, von 
den drei Begriffen, mit welchen sich, nach Sylvester's Ausspriichen, die 
Mathematik beschiftige: Zahl, Continuitit, Ordnung, bleibt bei ihm, 
von einigen Arbeiten abgesehen, wesentlich nur der letztere tibrig, bei 
aller begeisterten Verehrung des zweiten als ,,Polstern des mathe- 
matischen Firmaments“: ,ich méchte fast sagen: die Hauptfunction des 
grossen Continuums ,Raum‘ ist die, die mathematische Erfindung zu 
nahren“ (Ansprache an die math. phys. Section der Brit. Assoc. 1869). Es 
sind die Partitionsfragen und ihre Anwendungen, welchen sich Sylvester 
nun widmet. In der Partition der Zahlen sieht Sylvester (Quarterly J. I 
1855) die Sphire, in welcher die Analysis ihr Leben hat, das alles 
durchdringende Element algebraischen Gedankens und Ausdruckes, 
die Entwicklung ihrer Lehren betrachtet er als Sache der héchsten 
Wichtigkeit fiir die Analysis, Indessen kommen die Ergebnisse der 
Forschungen Sylvester’s in dieser zweiten Epoche zweifellos den etwas 
mehr algebraischen der jiingeren Jahre nicht gleich. Wir kénnen uns 
hier enthalten, eine eingehende Wirdigung der Leistungen Sylvester's 
in der Partition zu geben, weil eine solche in einer Rede von 
P. A. MacMahon (Combinatory Analysis: a review of the present 
state of knowledge“, Proc. of the London Math. Soc. XXVIII, Nov. 1896; 
s. auch Philos. Transactions, vol. 187) mit voller Bibliographie des 
Gegenstandes bereits vorliegt; wir beschrinken uns deshalb auf das 
Weseutliche. 

Das Theilungsproblem der Zahl nm, identisch mit der Anzahl der 
Lésungen der diophantischen Gleichung n = ax-+ by + --- in ganzen, 
nicht-negativen Zahlen x, y, ..., ist schon 1750 von Kuler (Introd. 
in Anal. Infin., Bd. 1) auf die Coefficientenbestimmung eines Gliedes 
der Potenzentwicklung einer erzeugenden algebraischen Function 
zuriickgefiihrt wordenj, unter Angabe mannigfacher Gesetze solcher 
Partitionen. Was weiterhin geschah, ist nur eine Ausgestaltung dieser 
Euler’schen Idee. Nachdem um Mitte dieses Jahrhunderts in England, 
besonders durch John Herschel, fiir die Ausdriicke der Coefficienten 
schon bemerkenswerthe, aber nicht geniigend entwickelte Formeln 
aufgestellt worden waren, erhilt die Frage ein erhéhteres Iuteresse 
durch den Umstand, dass, vermége der partiellen Differentialglei- 
chungen fiir die Invarianten einer biniren Form m'' Ordnung, die 
Bestimmung der Anzahl der Invarianten von gegebenem Grad g und 
Gewicht p auf die Zusammensetzung der Zahl p, bezw. p—1, als 
Summe von g Zahlen aus der Reihe 0, 1,...m fiihrt. Cayley behandelte 
daher die Partition (Philos. Transactions vol. 146, Mai 1855) und ge- 
langte zu eleganten Formeln aus Summen von Einheitswurzeln. Syl- 
vester’s Verdienst (eine Skizze im Quarterly J. I, dat. Apr. 1855) ist 
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es aber, aus diesen ihm im voraus mitgetheilten Resultaten eine noch 
mehr independente Lésung der Frage zuerst erzielt zu haben. Seine 
Methode wird vom Standpunkte der Cauchy’schen Residuentheorie aus 
unmittelbar klar, und sie ist so von Cayley (I. c.) und von Brioschi in 
Annali di Tortolini VILI (1857) dargestellt. Eine noch mehr algebraische 
Form der Lésung hat Sylvester im Philos. Mag. XVI (1858) gegeben; 
und viel spater (American J. of Math. V, 1883) hat er eine graphische 
Methode, welche die Elemente a, b,..., aus denen die Zahl zusam- 
mengesetzt werden soll, durch Punktreihen andeutet und deren ver- 
schiedene Eintheilungen ermittelt, zur Partition benutzt. Im Philos. 
Mag. XVI deutet Sylvester auch die Lésung der, von Euler ebenfalls auf 
die Entwicklung eines Bruches zuriickgefiihrten Aufgabe der zusammen- 
gesetzten Partition — der gleichzeitigen Lésung mehrerer diophantischer 
Gleichungen, Euler’s ,,.Regula Virginum“ — an, die er durch Elimi- 
nation auf das einfache Problem zuriickbringen will: ,,die Euler ver- 
schleiert erschienenen Jungfrauen enthiillten sich ihm“. Eine Skizze der 
Ausfiihrungen , welche er in sieben im King’s College 1859 gehaltenen 
Vortriigen gegeben hat, ist jetzt in den Proc. of the London Math. 
Soc. XXVIII (1897) erschienen; die Versuche, die mannigfaltige 
Methoden benutzen, besonders, indem bei zwei Gleichungen die Coef- 
ficientenpaare als Coordinaten von Punkten einer Ebene gedeutet 
werden, combinatorische Methoden der Analysis situs, kénnen heute 
noch anregend wirken. 

Auf die abzdhlend-invariantentheoretischen Anwendungen ist Syl- 
vester erst 1877, seit seiner Thiitigkeit in Baltimore, eingegangen. 
Nachdem Cayley schon 1855 die Anzahl der Covarianten einer biniren 
Form, von gegebener Ordnung und Grad, an erzeugenden Functionen 
zu bestimmen gesucht hatte — auch der darunter befindlichen irredu- 
cibeln Covarianten, eine Frage, deren Liésung auch die Gesammtheit 
der Formen des endlichen Grundsystems liefern wiirde —, wobei er 
fiir die niedrigsten Fille zum Ziele gelangt war, und nachdem in- 
zwischen der Satz von der Endlichkeit des ganzen Systems durch 
Gordan erledigt war, gelang Sylvester (C. R. 84; Cr. J. 85) ein annihernd 
strenger Beweis fiir die Formel, welcher die erstere Frage mit der 
Partition verkniipft; dabei ergiebt sich unter Anderem fiir die Anzahl 
aller Covarianten von gegebenem Grade, die von vt Ordnung (v +- 1)- 
fach gerechnet, ein neuer, sehr einfacher Ausdruck. Strenge Beweise 
finden sich spiter bei Hilbert (Mathem. Annalen 30) und Stroh (ib. 31), 
Sylvester will ausserdem, aber auf theilweise inductorischem Wege, eine 
solche Umformung und Priparirung der erzeugenden Functionen geben 
(C. R. 87, 89; Amer. J. of Math. I, II), dass sie auch unmittelbar, wie in 
den einfachsten Fallen bei Cayley, durch ihre Factoren die irreducibeln 
Covarianten anzeigt. Dies Verfahren, durch J. Hammond u. A. ver- 
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bessert, hat sich bis jetzt so weit bewihrt, dass es sogar die Fille, in 
welchen auf anderem Wege iiberfliissige Formen aufgetreten waren, 
zu controlliren erlaubte, besonders durch die ausgedehnten Tafeln, 
welche Sylvester und seine Schule hergestellt haben. Fiir die Bedeutung 
des Verfahrens ist festzuhalten, dass es jedenfalls untere Grenzen liefert; 
dass aber die Methode immerhin nur zu Abzihlungen, oder auch, ver- 
midge der partiellen Differentialgleichungen, zu numerischer Berechnung 
der Coefficienten in den Covarianten und Relationen fiihrt, nicht zu 
Structurformeln. Die wichtigste Erweiterung in dieser Richtung ist 
die ganz analoge Behandlung der Semiinvarianten, der Leitglieder der 
Covarianten, fiir biniire Formen unbegrenzter Ordnung; sie ist von Syl- 
vester 1883 (Amer. J. of Math. V) angeregt und nachher von Cayley, 
und besonders von MacMahon weit verfolgt worden. 

Nach England ist Sylvester mit einer Untersuchungsrichtung zuriick- 
gekehrt, welche an Halphen’s Theorie der Differentialinvarianten an- 
kniipfte: tiber ,,Reciprocanten“ d. h. Differentialausdriicke, welche, wie 
der bekannte Schwarz’sche Ausdruck, ‘bei Vertauschung der beiden 
Variabeln nur eine Potenz des ersten Differentialquotienten als Factor 
annehmen (C. R. 1885, Amer. J. of Math. VIII, IX). Obwohl Sylvester die 
Transformationsgruppe nach und nach etwas erweiterte, z. B. auf ortho- 
gonale Transformation, fehlt doch immer noch der von Lie liingst vorher 
entwickelte allgemeinste Standpunkt der Theorie. Aber es ist anzuerken- 
nen, dass Sylvester, und nach ihm eine ganze Litteratur, die abzihlenden 
Methoden der Semiinvarianten auch auf die Bildungsgesetze der ,,Reci- 
procanten‘‘ anzuwenden wusste. Noch einem anderen Gebiet, das in die 
Theorie der continuirlichen Gruppen gehért, aber specieller linearer, hat 
sich Sylvester gleich nach Cayley’s Arbeit im Amer. J. of Math. IV, seit 
1882 zugewendet: dem der ,,multipeln‘‘ (C.) oder ,,wniversalen“: Algebra 
(S. ibid. VI), d. h. einer Algebra héherer, aber specieller complexer 
Groéssen; indem er mit Cayley (Philos. Tr, vol. 148, p.17) die Quaternionen 
in Form zweireihiger Determinanten aufstellt, verallgemeinert er sie, 
wie dieser, zu Matricesbetrachtungen mit einem symbolischen Calcul, 
ohne besondere Resultate und ohne dass die friiheren und weitergehen- 
den deutschen Arbeiten (vgl. z.B. Frobenius, Cr. J. 84) bei Sylvester 
und bei zahlreichen an ihn anschliessenden Arbeiten Beachtung ge- 
funden hitten. 

Neben den hier besprochenen Hauptrichtungen in Sylvester’s Schaffen 
verschwinden die tibrigen von ihm verfolgten: die rein zahlentheore- 
tische, die kinematische, die geometrische, die tiber Wahrscheinlichkeit. 
Von kinematischen Arbeiten sei nur eine iiber die Bewegung eines festen 
Kérpers um einen Punkt, ohne iiussere Kriifte (Philos. Transact. vol. 156, 
1866) erwahnt, wo Sylvester mit Hiilfe des auf einer Ebene rollen- 
den Trigheitsellipsoids einen Apparat zur Registrirung der Zeit angiebt. 
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Von geometrischen Leistungen nennen wir: die Determinantenausdriicke 
fiir das Volumen eines Tetraeders durch die Kanten (Philos. Mag. 1852) 
und die Beziehung desselben Volumens zu dem Product der 16 Sum- 
menausdriicke aus den 4 Oberfliichen des Tetraeders (C. a. D. Math. 
J. VIII, 1853); sodann eine ecinfache Erzeugungsweise des linearen 
Liniencomplexes (C. R. 52, 1861); weiter die Residuentheorie fiir Curven 
3' Ordnung (s. Salmon’s Higher plane curves, 2'e Ausgabe von 1873); 
endlich eine Arbeit tiber ,,Reducible Cyclodes“ (Proc. of the London 
Math. Soc. II, 1869), d. h. tiber héhere Involuten des Kreises, fiir welche 
die Polardistanz der Tangente eine ganze Function n'e™ Grades der 
Neigung wird — eine von den Theilungen der Zahl » abhingende 
gestaltliche Untersuchung, welche Sylvester wegen dieses Zusammen- 
hangs als sein ,,capo d’opera‘ bezeichnete, als eine der paar Arbeiten 
auf der Liste der Memorabilien, welche das Jahr 1869 fiir immer in 
den Fasten der Wissenschaft voran stehen lassen. — 


Der sich hier, wie immer, aussprechende Enthusiasmus Sylvester’s 
fiir sein eigenes Werk deutet auf eine seiner charakteristischsten Eigen- 
schaften hin: den hohen Grad von Subjectivitdt in seinem Schaffen und in 
seinen Veréffentlichungen. Sylvester wurde von der ihn gerade beschiif- 
tigenden Materie so véllig beherrscht, dass er je in ihr nicht nur die 
Spitze alles Wichtigen, Merkwiirdigen und Zukunftsreichen sah und 
sie als solche bezeichnete, sondern dass sie ihm auch die Phantasie 
und die Imaginationsgabe in noch héherem Masse erregte, als die 
Reflexionskraft — so sehr, dass er die Fahigkeit, seinen Stoff sachlich 
zu meistern, oder gar ihn geordnet darzustellen, niemals gewinnen 
konnte. Ueber den dichterischen Schwung, der seine Arbeiten durch- 
setzt, der oft schwiilstig wird, zuweilen auch ein treffendes bildliches 
Wort findet, wird man ihm, der auch als Dichter auftrat, leichter hin- 
wegsehen; schlimmer ist die véllige Formlosigkeit und Unordnung der 
Publication, und ihre, schon oben erwihnte, skizzenhafte Weise, die 
mindestens ebensosehr von dem Mangel an Objectivitit, als von der 
Ueberfiille der Ideen stammt. Dabei durchziehen begleitende Gefihls- 
ausserungen, Bizarrerien und Paradoxien den Text, und noch mehr die 
ihn stetig begleitenden Anmerkungen, welch’ letztere bei Sylvester’s Dar- 
stellungsweise einen wesentlichen Bestandtheil bilden, da sie bestimmt 
sind, alle momentan herandriingenden nahen und entferntesten Be- 
ziehungen in sich aufzunehmen: freilich gerade durch ihre Liicken 
anregend, oft voll Inspiration, ab und zu Genieblitze. Aber keine der 
Arbeiten zeigt das Verlangen, den Gegenstand erst nach allen Seiten 
zu vertiefen und ausreifen zu lassen: jede blosse Vermuthung, hiufig 
das wiihrend des Druckes Concipirte, véllig Unreife oder Falsche wird 
mit grésster Sorglosigkeit, immer unter volliger Litteraturunkenntniss, 
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im Moment des Entstehens in die Oeffentlichkeit hinausgeworfen, ohne 
dass je eine Spur von Selbstkritik gewaltet hat. Wie die Abhand- 
lungen vorliegen, unfahig ein klares gegenstiindliches Bild zu geben, 
kann ihre Lectiire im Ganzen heute eigentlich Niemanden mehr zu- 
gemuthet werden. 

Sylvester war kein harmonisch veranlagter oder ausgeglichener 
Geist, sondern ein instinctiv schaffender schdpferischer Kopf, ohne 
Selbstzucht. Sein in Generalisirungen sich bewegendes Denken wird 
hiufig durch Analogien beeinflusst, gelegentlich sogar durch mystische 
Zahleneigenschaften geleitet; es besteht seltener in rein begrifflichem 
Schliessen, als in Induciren, oder besser: in Conjecturiren, angeregt 
durch einzelne Beobachtungen, und Verificiren, Dabei leitet ihn ein, 
durch sehr lange Beschaftigung mit den Formenprocessen ausgebildeter 
algebraischer Sinn und fihrt ihn treffsicher zu allgemeinen Grund- 
wahrheiten, die im Einzelfall verdeckt liegen. Der Mangel an Syste- 
matik wird hier durch den Vorzug der Freiheit von rein mechanischer 
Gedankenthitigkeit ausgeglichen. Als seine wesentlichsten Higen- 
schaften treten das intuitive Talent und die Erfindungskraft hervor, 
denen wir eine Reihe Ideen von bleibendem Werth, die Keime frucht- 
barer Methoden verdanken; und auf keinen passt besser, als auf Syl- 
vester, eines der Motti des Philosophical Magazine: 


»Admiratio generat quaestionem, quaestio investigationem, investigatio 
inventionem,“ 


Hiufig kommt es zwar vor, dass Sylvester den Anblick der Formen 
bisher ungeahnten hohen Gebirges erhilt, in Verziickung ausbricht 
iiber die umfassende Aussicht, die sich ihm auf einem der Gipfel 
eréffnen wird, von dem aus er auf die friiher gewonnenen Hoéhen ver- 
aichtlich herabblickt — und vor dem Beginn des Aufstiegs erlahmt. 
Indessen geniigen die von ihm wirklich erreichten héchsten Gipfel, 
und die aus der Ferne gesehenen ebeneren Gebiete, zu denen er An- 
deren Richtung und Weg angedeutet, um Sylvester’s wahres combina- 
torisch-algebraisches Genie fiir immer zu bezeugen. 


Erlangen, den 3. October 1897. 
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Ueber die Zerfillung einer Ternirform in Linearfactoren.*) 
Von 


A. Brit in Tibingen. 


I. Theil. 
Nothwendige Bedingungen. 
I. 


Die Terniirform, der die nachstehende Untersuchung gilt, hat nach 
Potenzen von einer der drei Veriinderlichen 2, y, ¢ angeordnet die 
Gestalt 

FQSOhteth Fett +++ + thet fe 

wo f; (¢ bedeutet im Folgenden immer eine der Zahlen 1, 2,...) eine 
Binarform i‘ Ordnung in a, y ist. Die Ausscheidung derjenigen bindren 
Factoren von f(¢), die etwa f, enthilt, aus den iibrigen Formen f; 
kann man sich bereits vollzogen denken, und demnach f, = 1 setzen. 
Ich nehme ferner an, dass die  biniren Linearfactoren y,, ¥,, +++ a, 
in welche das letzte Glied f, von f(¢) zerlegbar ist, von einander ver- 
schieden sind, d. h. dass nicht irgend zwei sich bloss durch einen con- 
stanten Factor unterscheiden. 

Zerfallt eine solche Function f(f) in m Linearfactoren 


f(t) = & — 0141) (E — O22) +++ (E— Onn), 
wo das Product der Constanten 9; gleich (— 1)" ist, so bestehen ge- 
wisse Gleichungen zwischen den Coefficienten der Formen f;. Um 
diese handelt es sich im Folgenden. 


2. 
Der bekannte Ausdruck fiir die Summe s, (v irgend eine positive 
ganze Zahl, die in der Folge > angenommen wird) der v'*" Potenzen 


der n Wurzeln, welche die Gleichung /(¢#) = 0 besitzt, durch die Co- 
efficienten /; 


*) Das Folgende ist die Ausfiihrung einer in den Berichten der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung Band V S. 52 veréffentlichten Note. 


Mathematische Annalen. L. 11 
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8 = (— I (fh — vf he — (— 1h) 
ergiebt fiir s, eine Binirform in 2,y v'* Orduung und vom Gewicht 
(Summe der Indices der f in jedem Glied) v. 

Diese Form, die man sich fiir eine gegebene Ternirform /f(#) und 
eine Reihe von Zahlen v > gebildet denken mag, lisst sich in 
dem Falle, dass f(t) in die » Factoren ¢ — 9;y; zerfallt, in die andere 
Gestalt bringen: 

4S = ap,” ote a) Wy" - + ap,” = Lal” py, 
wo die « von Null verschiedene Constanten sind, namlich a(*) =? (§ 1), 

Andererseits ist die nothwendige und hinreichende Bedingung*) 
fiir die Darstellbarkeit von s, in dieser Form die, dass die n'* Ueber- 
schiebung von s, iiber /,,, (sy, fa)en, verschwinde.**) 

Die Gleichung 

(Sv, fn)n = 0 
ist also fir v =n, n+1, n+ 2, ... in inf. erfiillt, wenn f(t) in 
Linearfactoren zerfallt. 

Aber es existiren auch noch Bedingungsgleichungen von niedri- 

gerem Gewicht wie diese. 


3. 
Fiihrt man nimlich in die zuniichst wieder allgemeine Terniirform 
f(t) statt t den Ausdruck t+ 9 =t-+ px+ qy ein, wo p, q unbe- 
stimmte Gréssen sind, so erhilt man 
fit qo =]=FOHSPr4+e RF +r °F, +.--+F. 
Die Binarform in a, y 
(1) F, = fa + ofa + @7fa-2 +--+ gy" 
moége in die Linearfactoren Y,, Y,, ... Y, zerfallen, so dass 
Fi = ¥,¥,---¥, 
ist. Fiir kleine Werthe der p, g kann man dann Y; in die Form bringen 
(2) Yi = vi — Pl: — (HH), + (M%H). — - - - in inf], 
wo A; eine Constante, (u;@),, (%:9)., +++ homogene ganze Functionen 








*) Gundelfinger, Journ, f. Math. Bd. 100, S. 419. 
**) Die kte Ueberschiebung einer Binirform p'etT Ordnung P iiber eine q'* 
Ordnung @Q ist bekanntlich (p und q =k): 





1 1 
(P y = ——_—_ SET ¢ stngmemtetionnrcmnNNgameieaN 
Os Ot = Fp —1)-(p—kF1) Gq—1)- @—k+F1) 
= oo. tt.. £2. +--.-7 re), 
oak ay* 1 da*—loy dxdy™ ay* ant 


wobei die nullte Ueberschiebung sich auf das Product P- Q reducirt. 
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bezw. 1., 2.,... Ordnung der Gréssen p, q sind. Denn die Linear- 

form ¥; liisst sich immer in der Gestalt av; + bm anschreiben, wo 

a, 6 Constanten sind. Soll sie sich noch fiir m = 0, d.h. fiir 
q:p=—— ary 

auf y; reduciren, wie wir dies annehmen wollen, so muss a1 sein, 


An die Stelle der Binirformen v'*" Ordnung s, treten alsdann die 
folgenden 


8) 6 (i) poet Gates trae, 


wo die s, die friihere Bedeutung (§ 2) haben, also von p, g unabhiingig 
sind. Diese Formel ergiebt sich aus dem besonderen Fall, dass f(¢) (und 
also F’(¢)) in Linearfactoren zerfallt. Umgekehrt folgt aus der Zerfall- 
barkeit von F(t) diejenige von f(¢), Daher liefert die Gleichung (§ 2) 
(4) (S,, Fr) n = () 

(v>n) weitere Bedingungsgleichungen fiir die Zerfillbarkeit von f(f) 
in Linearfactoren. Wenn man hier die Werthe von S, und F, aus (1) 
und (3) einfiihrt, und die fiir p,q und 2, y identische Gleichung nach 
Dimensionen von p, q ordnet, so erhalt man 


| did oo, 
(Sy, Pfn—1)n — ({)os—, fae = (), 


(555 9°f4-2)n — ({)(5-1, fase + (3)(9%Ss-25 fale = 0, 


(6) 4 





(9, @)n = 0. 

Die aus diesen Gleichungen fiir alle Werthe von p,q und von 2, ¥ 
sich ergebenden Gleichungen bilden das gewiinschte System von Re- 
lationen, die zwischen den Coefficienten der Formen f; bestehen, wenn 
/(é) in Linearfactoren zerfallt. Sie einzeln anzuschreiben ist nur fiir 
kleine Werthe von » mdglich. Fiir solche hat sie schon Herr Junker 
wz bilden unternommen — in der Form nimlich (Math. Ann. Bd. 38; 
43) von Bedingungsgleichungen zwischen den elementaren symmetri- 
schen Functionen einer Anzahl von Variabelnpaaren — und sie in iiber- 
sichtlichen Tabellen vereinigt (1. c. Bd. 45 und Denkschr. d. Wiener 
Akad. LXIV). Im Folgenden ist ihre allgemeine Darstellung erforder- 
lich. In dieser Absicht fasse ich sie zu (identisch verschwindenden) 
simultanen Covarianten der n Formen f,;*) zusammen (§§ 4—6), deren 
einfache Gestalt die Bildungen fiir ein beliebiges m zu iiberblicken 
gestatten wird. 





*) In anderer Weise findet man diesen Uebergang ausgetiihrt in meiner Note 
in den Gdttinger Nachrichten vom 20, Dec. 1893. 
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4. 


Wenn man die linken Seiten der Gleichungen (5) des § 3, simul- 
tane Covarianten der f;, nach Potenzen und Producten der Gréssen p, qg 
entwickeln wiirde, so verléren die Coefficienten den Charakter der In- 
varianz. Es giebt jedoch einen Process, der diese Eigenschaft bestehen 
lasst, und der aus jenem System Gleichungen in x, y abzuleiten ge- 
stattet, die gleich zahlreich und vom selben Grad sind, wie die Potenz- 
entwicklung sie liefern wiirde: niimlich der von Cayley eingefiihrte 
und von Clebsch (Theorie der algebr. Formen 8. 24) mit Q bezeich- 
nete Differenzialprozess, welcher, angewandt auf eine doppelt binire 
Form F(x, y; p,q) von den Ordnungen bezw. 1 und k durch die Formel 
definirt ist: - -- 

1, eF 
QE (x,y; Pp, 9) = 7 aa OP + dyoa) 
Seine wiederholte Anwendung: Q?F’, Q’F’, ... erniedrigt successiv die 
Ordnung hinsichtlich der Variabeln. 

Statt jedoch die Ueberschiebungen in den Gleichungen (5) (§ 3) 
wirklich auszufiihren und den Process Q darauf anzuwenden — was 
mit erheblichen Rechnungen verbunden wire — beschrainken wir uns 
darauf, die Gestalt der so entstehenden Glieder zu bestimmen, bilden 
dann je ein lineares Aggregat aller von gleichem Gewicht und ermitteln 
die Zahlencoefficienten aus einem besonderen Fall. 


5. 
Dies macht die zeitweilige Verwendung symbolischer Rechnung wiin- 
schenswerth. Die Ueberschiebungen in den Gleichungen (5) des § 3 
sind von der Form 


(1) (Se, fp?" )ns 
oder, wenn man symbolisch s, = st, p = 9,, fs =/® setzt, 
(S92, [92a 

woae+y=—v; B+ 0 —ni ist. 

Die Ausfiihrung ergiebt (Clebsch, Theor. der Formen, 8. 183), bis 
auf Zahlencoefficienten, Theilglieder von der Form 
(2) U = (s/}(so)(fo se * "foo, 
wo x, A, u,t positive Zahlen (die Null mit einbegriffen) sind, die den 
Bedingungen geniigen: 

x+iAtu=n, 
(a—x—A)+(B—x—w)+tr—v—n. 

Da negative Exponenten nicht auftreten kénnen, so ist a >4; B24, 
daher a+ 6-+x>n. Daher verschwinden alle diejenigen Ueber- 
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schiebungen (1), fiir welche a + 6 < n ist, insbesondere alle in der 
(v + 2)" Zeile der Gleichungen (5) § 3 und die folgenden; nur von 
den v-++ 1 ersten der Gleichungen (5) sind Bedingungen zu erwarten. 

Und zwar hat fiir alle Theilglieder, die von Ueberschiebungen 
der (m+ 1)" Zeile (0<m<_v) herriihren, die Summe 4+ 4+ 1 
denselben Werth, naimlich = y + 0 =m; deshalb ist auch fir alle 
Glieder einer Zeile die Zahl 


x—t—(etatp)—(Atut+d—on—m 

constant. Setzt man nun in den aus einer Zeile hervorgegangenen 

Gliedern p:q¢ = — y:@ ein, oder pg =Q, so bleiben nur diejenigen 

iibrig, fiir die rt = 0 ist, und diese nehmen alle die Form an: 
(sf)*s2-* f8-* = (5,5 f,)ys 


wo a+B=v+n—m und «—n—m ist. Man erhilt daher 
vermége der (m--1)'*® Gleichung (5) eine lineare homogene Relation 
zwischen den folgenden Gliedern 


(sy, fo~ade~at (Sy-1, fo~mrsa—n} eee (Sym |. 

Aber dieselbe Gleichung liefert noch andere Relationen, Wendet 
man nimlich auf das Glied U, bevor man pm — 0 setzt, den Process 
Q an, so kénnen mit Riicksicht darauf, dass (Clebsch, 1. ¢, 8. 20) 

— lk ssfFfoRr _14+k+? 
(3) le FI = aEHneryn? 2? + TE HEFTH” 
und dass, in symbolischer Gestalt, 
(4) 2° [(aq)"bE] = (ab)*(ag)* Ue 
ist, sich nur die folgenden Glieder ergeben: 

(sf) , (sf), * & 

U (sp) f, U (fp)s,’ U Px 
aus welchen sich nun QU linear und homogen zusammensetzt. — 
Auch die Wiederholung von Q wird jedesmal nur entweder den Ex- 
ponenten von (sf) um 1 erhdéhen, oder den von g, um 1 erniedrigen. 
Nach /-maliger Wiederholung von Q und nachmaliger Einfthrung von 
92 = 0 erhiilt man daher 


[2 gaa = (sf) ast fA es (85 fp) 2412 = (80 fp)n—mir» 
wo wieder a+ B =v+n—~m ist. Die aus der (m-+1)'" Zeile 
durch /-malige Anwendung des Processes Q hervorgehenden Glieder 
sind demnach 

(B) (6r~s, fo~mtsde—ette (Sr~a~15 fo~mgseade~mty *** (Cr—mefade~aees 

wo, wenn m < ist, 1 von 0 bis m, bezw. v — , wenn v —n < m 
ist, geht. Fir m > mn geht / nur von m—~n bis m, bezw. v — n, 
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weil fir 1] = 0,1,... m —m-+ 1 die Ueberschiebungen verschwinden. 
(sf), ist = s-f zu setzen. 

Jede der aus (5) §3 folgenden Bedingungsgleichungen hat also 
die Form: Kine homogene lineare Function der Ueberschiebungen (5) 
gleich Null. Die erste Zeile liefert somit die Gleichung 


(Sv, fn)n = 9, 


die zweite: 
(Sy—1, fn)n — 0, 
(Sy, fa—1)e—2 + a (Sy1, fades —— 0, 


(Sy2, fan = 0, 
(Sy1 fn—1)n—1 + B(Sr-2, faa. = 0, 
(Syy fu—2)m—2 + Y(Sp—15 fn—1)a—2 + 9 (Sy-25 fn)n—2 = 0 
u.s.w. Die Bestimmung der Zahlencoefficienten a, 8, y,d... erfolgt 
im nichsten Paragraphen. 


die dritte: 


6. 


In dieser Absicht bilden wir die Relation zwischen den Ausdriicken 
(5) des vorigen Paragraphen fiir den besonderen Fall, dass f(¢) in 
die Linearfactoren 


, (= 41 ¥)), Yay +. Dn 
zerfallt. Sei 


fit) = (t— H(t — ¥,) (tw); 
also, in bekannter Bezeichnung 

f= — 2, Ss, = 2Y, 

fy = ZY, %, 8, = ZY,’ 
und setzt man symbolisch (wie in § 5) 

i, = f8; 8, = Sf = (8,2 + S.y)*; 


so berechnet sich bekanntlich fiir p< ‘4 die p'° Ueberschiebung von 
s, tiber /,: (sf)? sg-?7f8—-” dadurch, dass man die p'* Polare von /? 
nach etwa &, 7 bildet: fef?—?, hier §, durch s,, — s, ersetzt und 
dann mit s¢~? multiplicirt. Nun ist aber 
B(B—1)---(B—p+)pR- 
= (— 1)71-2-3 s+ pds (EN) %3(E,9)---Yp42(E, 9) Vy Yp42¥p4 ap, 
und weil sf = Zyy ist, erhalt man: 


(— 19(E)\ sa fa)p _ =(¥, W2)(W, Ps) — (Y,Wp4s ) yet . p42 Wp+s tame Wp + 
+ 2D (dy He) (Vy Wy) «++ (VY Ppt) OT? WppePpgs Watt 
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Fir 6 = p-+ 1 fallen die Factoren p;9+-- %s unter dem 2-Zeichen 
des ersten Gliedes rechts weg, fiir 6B = p(< a) iiberhaupt das erste 
Glied, sowie die Factoren yp49,+--+ des zweiten, fir 8 =m ebenso das 
zweite, fir «a—fB—p—n wird die ganze rechte Seite Null. Geht 
man mit diesen Werthen in die Glieder (5) des § 5 ein, so erhilt man, 
wenn n— m-+l—p, v—l=j gesetzt wird (wo, wegen 1< v—n, 
j>n; und wegen 1<m, p<n ist, und die positiven ganzen Zahlen 
j, p auch O sein kénnen): 


(—1)°(5;, fp = SUI), 
(rt PT Ne, os fudp = SW? + Ue, 


2 ; 
(1) )(— tess? $ on aap SSW PW at Ui Peis 





LHI p \Gntarfae = SOUP gga  ): 


Hier wurde zur Abkiirzung statt 2(¥, y,)(%, 3) -+-(,;Yp4i1) das Zei- 
chen S gesetzt und von der Identitit lth = (5) Gebrauch ge- 


P 
macht. — Dem Falle » = 0 entsprechen die Formeln: 
(— 1)/s; = 2y,', 
(1a) (= 1 '5,1f, = Zoo + Za, 


(— 1)" Sofa —_ ny, Wo 2° Wn. 


So oft iiberhaupt j > ist, werden die  -— p+ 1 Ueberschie- 
bungen (1) oder (la) links als lineare Functionen von nur » — p Sum- 
menausdriicken rechts dargestellt, zwischen denen bei unabhingigen 
Linearformen ya keine linearen Relationen bestehen. Demnach existirt 
zwischen den » — p-+1 Ueberschiebungen links in (1) und (la) fir 
den Fall des Zerfallens von f(¢) eine und nur eine lineare Relation: 
sie muss die gesuchte sein. Man erhilt sie, indem man die Zeilen (1) 
mit abwechselnden Vorzeichen addirt, Sie liefert die Zahlencoefficienten 
der zwischen den Ueberschiebungen (5) § 5 bestehenden Relation, 
wie folgt: 


(stole + (PT ')(ortsfossde + (? FY (65-25 for) ++ 
+ (n ® p)isrates fae —_ 0, ‘ 
ja=v—Il>n, p=n—m+l<n 


(2) 
wo 


ist. Setzt man der Reihe nach p=, n—1,... 1,0, so erhalt man 
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die folgenden Gleichungen, die, wenn man nacheinander j =», + 1, 

. vy annimmt, alle Folgerungen aus den Identititen (5) des § 3 dar- 
stellen, und die deshalb im Falle der Zerfiillbarkeit von f(t) in Linear- 
factoren iiberhaupt fiir jeden Werth von j >n erfiillt sind: 


O=(Sjfn)n» 

0= (shit + (T) Gufs, 
O=(s;,fn—2)n—2 + a. Vs 1) fn—1)n-2 + +6 ye 2yfn)n—2) 

(2a) Re ee ' 

0=(fa+(} Ni. ufh+(3 Ne. sfat~ bot Sent be 

O=(Sirht)s +({)@-vfds +(9)(-sft-+(,." 1)(8-mtasfa) 

o— § +t Suh t+ Seeh, tot Sj—nf[n- 


Die Grésse s, ist wegen (la) gleich » zu setzen. 





7. 


Wie die hinsichtlich x, y identischen Gleichungen (2a) des vorigen 
Paragraphen fiir j—=n, n+ 1, ...¥v simmtlich Folgen des Ver- 
schwindens von 
(1) (Sy, Frn)n 
sind, so zieht wmgekehrt ihr Bestehen das identische Verschwinden von 
(1) nach sich. Denn (1) ist eine lineare homogene Function der linken 
Seiten der Gleichungen (5) § 3. Irgend eine dieser letzteren, etwa die 


(m + 1), 
©=(65,9"fa-nle—(T)(98—15 9" "fn—meti)nb -(—1"(% \(O"5,-msfa) 


lisst sich nach einem Satze von Clebsch und Gordan (Clebsch, Theor. 
der algebr. Formen 8. 19) auf nur eine Weise nach Potenzen von 
px -+qy = entwickeln derart, dass die Coefficienten Polaren von 
Formen sind, die sich aus ® durch 1-, 2-, ... m- (bez. v- m)-malige An- 
wendung des Processes 2 und nachmaliges Einsetzen von p:qg—=—y:2 
ergeben. Diese Formen sind aber (nach § 5) keine andern, als die 
linken Seiten der Gleichung (2a) des § 6, genommen fiir j= v, vy —1, 

. v -— m ((bezw. n). Verschwinden also diese identisch, so ist das 
auch mit ® und daher mit der Ueberschiebung (1) der Fall.*) 


*) Wenn man die linken Seiten der Gleichungen (2a) des § 6 bezw. "), 
Sind 8j,n—-19 +++ 8;,9 bezeichnet, so lisst sich hiernach die Ueberschiebung (S,, F’ 
in der Form Pe 
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8. 

Die beiden letzten Gleichungen (2a) des § 6 ergeben keine Be- 
dingung fiir das Zerfallen, weil sie fiir jede beliebige Ternirform iden- 
tisch erfiillt sind. 

Die letzte ist niimlich die bekannte Beziehung zwischen den Wurzel- 
summen s, und den Coefficienten f; der algebraischen Gleichung f(t) =0. 
Die zweitletzte : 

(1) O= (5, fi) + 2(5-1, fe): +3(S-85f5)) +++: +.(S—nt1, fa) 

stellt eine (wohl noch nicht bemerkte) identische Relation dar, die 
immer besteht, wenn die Coefficienten f; der Gleichung Bindrformen 
(f; von der i" Ordnung) sind. Man beweist sie mit Hiilfe derjenigen 
Formel*), durch welche Waring die Summe sp_; der (p —k)'" Potenzen 
der Wurzeln der Gleichung 


(O=—Chte At: -+h=0 
in Function der Coefficienten ausdriickt, die jedoch im vorliegenden 
Fall die Binirform wl ; definirt: 


1 —1)*(p—k—a—1)! 

See (P= FE ett fee fit fi 
wo A! = 1-2-3... ist, 0! =1 und die ganzen positiven Zahlen (0 
eingeschlossen) A,, 4,,... 4, den Bedingungsgleichungen gentigen: 

Agta ters bates: A= p—hk, 

A, bat + +t4; +--+ nd, =—p—hk. 
Bildet man niimlich die erste Ueberschiebung (s,_x, f;),, wo & eine der 
Zahlen 1, 2,... ist und p >, und multiplicirt sie mit (,~ 1)=4, 


so kommt in dem Ausdruck rechts u, a, das Glied vor (¢ $ =k eine 
der Zahlen 1, 2, ... ») 


—k ye = t-d,; . 
2) K(—7)" P 4, a esth Laat oh ep (hfs 
—ik(ff)(—p)” “So yn PaB mit pe ppt 


Hy! Me! 7” 
WO ly = Ay — t, wy = A; — 1 ist, und iibrigens, fir k > 0 und k2i, 
A, = uy gesetzt ist, so dass nunmehr die Zahlen wy, w,, ... a den 
Gleichungen gentigen: 


Brew Set 


wo A’s die @ Polare von s nach p, q genommen bedeutet, M3 Zahlencoeffi- 
cienten sind. 


*) Vgl. z. B, Faa de Bruno-Walter, Theor, der bin. Formen, 8S. 2. 
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(3) cts. .pica.. malas a. 

By 2h ee ti es tt =p —k — i. 
Weil nun die Ausdriicke (2) und (3) hinsichtlich der Zahlen i und k 
symmetrisch gebaut sind, und (2) nur sein Vorzeichen wechselt, wenn 
man 7 mit k vertauscht, so muss sich (2) auch unter den Gliedern der 
Ueberschiebung (s,-i, f;), vorfinden, und beide werden in der Summe 
(i) sich gegenseitig aufheben. Daher verschwindet der Ausdruck (1) 
identisch, w. z. b. w. 


Il. Theil. 
Hinreichende Bedingungen. 


9. 


Das System der unbegrenzt vielen Gleichungen (2a) in § 6, das 
fiir jeden Werth von j > besteht, wenn f(¢) in Linearfactoren zer- 
fallt, bildet einen ,,Modul“ und muss sich nach einem Satze des Herrn 
Hilbert aus einer begrenzten Anzahl derselben linear zusammensetzen 
lassen, deren Erfillung die hinreichende Bedingung fiir das Zerfallen 
darstellt. 

Was den Fall » = 3 angeht, so hat schon Aronhold (Journ. f. 
Math. Bd. 55) fiir das Zerfallen einer Curve dritter Ordnung in drei 
Gerade das identische Verschwinden einer gewissen ,,Zwischenform“ 
gefordert, die, in terniiren Punktcoordinaten von der vierten, in Linien- 
coordinaten von der ersten Ordnung, 3. 15 = 45 Relationen zwischen 
den Coefficienten liefert. Fiir den gleichen Fall hat Herr Brioschi (Ann. 
di mat. ser. 2, T. 7) wesentlich einfachere Bedingungen dadurch erhalten, 
dass er die vorliegende Form nach einer der drei Variabeln anordnet 
und nach den Relationen*) zwischen den Coefficienten der Binarformen 
fo» fs (f, ist =O angenommen) fragt. 

Wir haben der Auffassung des Herrn Brioschi den Vorzug ge- 
geben, weil sie eine folgeweise Bildung der Bedingungsgleichungen ermég- 
licht. Auch kann man mittelst eines von Clebsch**) angegebenen Ueber- 
tragungsprincips von den erhaltenen binéren zu terniiren Relationen 
iibergehen. Denn durch ,,Rinderung“ der (in symbolische Form gebrach- 
ten) biniiren Covarianten, oder, geometrisch gesprochen, dadurch, dass 
man die fiir die Gerade ¢ = 0 erhaltenen Relationen auf eine beliebige 
Gerade der Ebene tibertrigt, lassen sich aus den rechten Seiten (2a) 
des § 6 ternaire Zwischenformen ableiten, deren identisches Verschwinden 





*) Herr Thaer (Math. Ann. Bd. 14) nimmt umgekehrt wieder diese zum 
Ausgangspunkt fiir die Aufstellung von drei terniren Bedingungsgleichungen, von 
denen unten § 19 noch die Rede sein wird. 

**) §. Clebsch-Lindemann, Vorles, iiber Geometrie I, S. 274. 
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gleichfalls an die Zerfallung von f(¢) gekniipft ist. Insbesondere hat 
von derjenigen Zwischenform, die sich auf diesem Wege aus (Sn, f.)n=0 
ergiebt, Herr Gordan (Math. Annalen Bd. 45, S. 413) durch geome- 
trische Schliisse gezeigt, dass ihr identisches Verschwinden (oder viel- 
mehr das einer Form, die er durch eine kunstreiche Division aus ihr 
ableitet) auch ausreicht, um das Zerfallen von f(¢) zu bewirken. 

Aber es schien wiinschenswerth, auch an der Hand der biniiren Auf- 
fassung, die doch den Ausgangspunkt fiir die neueren Untersuchungen 
gebildet hat, die Frage nach den im allgemeinen Fall hinreichenden 
Bedingungen avufzunehmen. Ich bin durch eine Untersuchung, die 
nicht miihelos war, zu dem Ergebniss gelangt, dass das in § 6 aufge- 
stellte hinsichtlich x, y identische Gleichungssystem (2a) fiir j =n, n + 1, 
... 3n — 3*) gebildet, 3(n — 1)° Relationen zwischen den Coefficienten 
der Formen f,, fo, -.+ fn liefert, deren Erfiillung die Zerfallbarkeit der 
Terndrform f(t) in Linearfactoren gewdhrleistet.**) Das Nachstehende 
gilt dem Beweise dieser Behauptung. 


10. 


Da nach §7 fiir 7 > mit dem Gleichungssystem (2a) des § 6 
zugleich die 
(S;, Fi), = 9, 


besteht, so lisst sich (§ 2), dies vorausgesetzt, die Binirform j'* 
Ordnung: 


S; = 8; — (1) 5-1 + (3) p52 — scram (— Ing 
in die Gestalt bringen***): 
S; ams ZA) ys, 
wo ¥;, wie im J. Theil, einer der Linearfactoren des von ¢ freien Terms 
F, iv f(¢ + q) ist und demnach (§ 3) die Form hat: 


Yi = vi — p[4i — (up), + (MH). — +++ in inf]; 


wo ferner AY? einen von %,y unabhingigen Factor bedeutet, der sich 
fir og =O auf a reducirt und demnach die Form hat: 


AV? ao a) —_ (Bp 9); + (y? P)o —e-. jn inf. 


*) In der oben (§ 1) erwihnten Note wurde 3n —4 als obere Grenze fiir j 
angegeben. Die Hinzunahme des Systems j= 3n— 83 erleichtert jedoch den Be- 
weis der Zerfillbarkeit erheblich; insbesondere ist mir nur so der strenge Nach- 
weis gelungen, dass die Determinanten der auftretenden linearen Gleichungssysteme 
(§ 15) nicht verschwinden. 

*+) Auch die Coefficienten der von Herrn Gordan benutzten Zwischenform 
lassen sich aus den Bildungen (2a) des § 6 linear und homogen zusammensetzen. 

***) Das Summenzeichen J bezieht sich im Folgenden immer auf den Buch- 
staben i, der, wie friiher, eine der Zahlen 1, 2,... bedeutet. 
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Hier sind die Gréssen «;‘%), wie vorher 4;, Constanten, ferner mége 
ausgefiihrt 


(u¢), = — (pHi), = Mid — BaP, 
(uio, Hi Constante) 
(VP) =(PM)o = M0G? — 2r1.gp + Via p’, 


(Bip): = Biog — Bip; 


lauten, Wir schreiben diese Ausdriicke im Folgenden, wenn eine Zwei- 
deutigkeit ausgeschlossen ist, 6fter ohne Indices, also (up), =U)q—4,P 
statt (ui p),; (BY), = Bog — Byp statt (6,4) p), us. w. 

Durch die Substitution g = x, p = — y gehen diese Formen iiber 


in bezw. uiz(ue oder w); vie (v2 oder v); --- Bi? (Br); - +++ Ferner 
mogen der Kinfachheit wegen (was keine Beschrinkung der Allgemein- 
heit bedeutet) in den Formen 


Vi = Vie = Viol + Vay 
die Coefficienten io = k;, vi1 = 1 gesetzt werden. wo die k; nicht 
verschwinden, und nach §1 alle als von einander verschieden anzu- 
sehen sind. Dann ist 
% Hhet ys t= het y;.--treket y, 
oder, ohne Indices geschrieben: 
ypo=kut+y. 

Demnach bedeuten die Symbole 

(uh), = — 4k, 

(7%). = (VP)? = % — 2k + rk’, 

(70) 72 = (%o— ri k)e + (41 — 7k) y, 

ue Ss. W. 


Diesen Erkliirungen reihen wir noch drei Vorbemerkungen an, 


11. 
1. Das Gleichungssystem, das sich aus der hinsichtlich x, y iden- 
tischen Gleichung 
(1) 0 = La;y,) 
oder 
0 = La,(kie+y) 
ergiebt, ist fiir 7 > nur erfiillbar durch die Annahme: 


a, =a, —-+--—a,—0. 








ze 


zu- 
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Denn verschwande die Determinante z. B. derjenigen » linearen Glei- 
chungen, die sich durch Nullsetzen der Coefficienten von 

wv, o-*g,... frp 
ergeben, also der Gleichungen 
(2) 0O= par ay kg, 
wo 6 der Reihe nach alle Zahlen j bis 7 — nm + 1 durchlinuft, so 
miissten sich solche Multiplicatoren M,, M,,...M,—1 finden lassen, 
dass, wenn man die Elemente der 1., 2.,... Horizontalreihe mit ihnen 
multiplicirt und die Producte addirt, die Gleichungen erfiillit sind 


Miki + Myke... + My aki! = 0, (fiir i= 1,2,...0) 
oder 
Myke 4 M, kz-? ae eee -- M,-1 = 0, 


Dies ist aber unmdglich, weil eine Gleichung (n—1)'" Grades nicht 
m verschiedene Wurzeln haben kann. Demnach miissen die a; einzeln 
Null sein, 

2. Besteht fiir alle Werthe von x, y die Gleichung 


(3) O= ED. yi 


i-ix iz? 
oder in nicht symbolischer Form 
0 = L (bo xt bay) (ia+y), 
so miissen, wenn 0<j << 2n — 2 ist, alle Gréssen Db einzeln ver- 
schwinden. 


Denn aus (3) erhilt man j + 2 fiir die b lineare und homogene Glei- 
chungen 


(4) wae (3) Zi biok® + a 4 1) Zbaker, 
wo 6 von j bis — 1 geht, und 
eS 
oO J ee 


bedeutet, insbesondere aber: 


(d) =15 (541) =(4)) = (4) =05--- 


ist. Um zu erkennen, dass z. B. die 2” ersten Gleichungen (4) linear 
unabhingig sind, multiplicire man wieder diejenigen Elemente der 
Determinante der Coefficienten, die in der ersten Horizontalreihe stehen, 
mit M,, die der zweiten mit M,, u. s. w., die der letzten mit Me,_; 
und addire. Wenn nun die Determinante verschwiinde, miissten die 
2n Gleichungen neben einander bestehen 
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Mk + (7) M, ks +(3) M, ki... + (931) Maw kit 0, 
NM, kj + ({)m, k#- + iin + (947-2) Mey-1 k 5-848 oe 0. 


Sie sagen aus, dass die (von Null verschiedenen) » Grossen k, , k,,...k, 
Doppelwurzeln der Gleichung 


=e Ct ‘) sll sa (Jt! 1) Man—hi penn ae 


oder der Gleichung (2”—1)'" Grades 


wares (Fanart (Gh) ahem 


sind, was unmdglich ist. Demnach sind die 2 ersten der Gleichungen 
(4) linear unabhiingig und die bjo, b;, einzeln Null. 

3. Wir beweisen endlich noch eine Formel, die sich auf die 
Anwendung des Processes Q (§§ 4,5) bezieht. — Wenn das Symbol 
(Eq), definirt wird wie in § 10 


(Sp = Ga" — (4) & pa +o + (= Wy ee, 

und analog: 
(Ev) (Eq)—* = (6, —KE,)*(6, 9 — fp)" 

—(to - (5) Ek+-+-(—1"6 ke) qr-* 

—("T( “G Yat b+ (= My begake) grt 
(— 1)" (6-0 — “ berth $+ ++ (—18 fe) pre, 
so erhailt man durch 6-malige Anwendung des Processes Q (5< "J; 
vgl. $5, (4)) 


(5) 2° [(E w)r ve] = (6) Ep)" "ve *. 
Man bestatigt ferner leicht die Richtigkeit der folgenden Beziehung 
($5, (8): 
(6) Ml p(rp),_,vs*] = VI—2 ory (rgy-et yo 
+ SCHIE EHD Ceyyet(egy-e¥s-*, 


wo 


(TP)ra = Tg"? — ({) 19 "p+ +++ (—1)trap 
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ist. — Setzt man nun in (5) und (6) gq=2, p= —y, also go, = 0 
und (€m) = € ein und addirt, so kommt die sogleich zu verwendende 
Formel 


(7) {2 [(¢9), 02+ 9 ({)o,9"]f 


acs (Ew) a a pi-e + sets— o+1) (x pyr rr 9 ws o. 


12. 


Wir wenden uns nun zu den Folgerungen, die sich aus dem Be- 
stehen der identischen Gleichungen (2a) des § 6 


(Se, f = 0, 
(Sp, fa~t)e -1 + (7) (Sp—1, ae 1. = 0, 


(1) 


€ 
. 


(Ses fade + (7) ets fda + (3) Ge-2s fa 
| + i 9) Senses fap = 0 





fiir 
e=n,n+1,...3n—53 

ziehen lassen. 

Zunichst ist (§ 10) 
(2) Sj == SAM (¢=1,2,...m) 
fiir die gleichen Werthe von j, wie g. Wir machen zwar nur von 
der Annahme 

2n—2<j<3n—3 

Gebrauch, miissen deshalb aber doch die Erfiillung der Gleichungen (1) 
in dem fiir @ angegebenen Umfang voraussetzen. 

Die Gleichung (2) werde nun beiderseits nach Dimensionen von 
p,q angeordnet: 


8; —(1) S-A9 + (3) S;-29? — +++ (— 1)ing” 
= SiN (wi — dip + p(uey) — (up) +--+) 
=> (a, — (BM p), + (v7 9). —-- ) ‘ 
| ' (wv — ({) oe" Ap + ({) vi (wip), + (3) oA? Gg? + - --) ; 


Vergleicht man hier zunichst die Glieder O' und 1'* Dimension in 
p, q links und rechts, so kommt 


(3) | 
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(3a) + g == Lal) y,/, 
(Bb) ({) 5-19 = ({) Za awn + 2GMG) ¥/. 


Aus der hinsichtlich x, y identischen Gleichung (3a) erhilt man zur 
Bestimmung der » von Null verschiedenen (§ 2) Coefficienten «,) 
j +1 Gleichungen, die, weil mindestens eine n-reihige Determinante 
nicht verschwindet (§ 11, 1. Vorbem.), die «/{* eindeutig ergeben. 
Aus (3b) erhalt man fiir p = 0, also p:qg = — y: 2, 

0 = DB? pir. 
Aus den j + 2 Gleichungen, die diese eine liefert, folgt — unter der 
gemachten Annahme j > 2m — 2 — das Verschwinden der Coefficien- 
ten der » Linearformen £;2 ($11, 2. Vorbem.). Die Gleichung (3b) 
ergiebt dann, mit Riicksicht auf die aus (s;1, fx), = 0 (1) folgende 
Relation 

S51 = Za{i YJ, 
wo «J-) » Constanten sind, die Gleichung 
0 = D(dpal) — agi) y-9, 

aus der die Beziehungen folgen (Vorbem. 1): 

Aa) = a-), 
Schreibt man diese der Reihe nach fiir j = 2n—2, 2n—1,...3n—3 
an, so erhilt man 


(4) a2"—3) == A,a2"-2) == AZaf2"-) a... = ApraS, 
Daher ist fiir jeden Werth von r zwischen 0 und n (einschliesslich) 
(4a) Sp = La arys—, (¢ == 1,2,...m) 


wenn j innerhalb der Grenzen 
2n+r—-3<j<3n—3 
angenommen wird. 


13. 

Es sei jetzt 7 >2n—1. Weil in der Gleichung (3) des vorigen 
Paragraphen die Coefficienten der Linearformen #,;, auch fiir diese 
Annahme iiber j verschwinden, so ergiebt diese, wenn man nun die 
Glieder 2. Dimension in p, q vergleicht, und die vorerst irrelevanten 
Indices i,j weglisst, mit Riicksicht auf (4a) § 12, 


(1) 0= Xv), + ({) PZa(up), wr. 
Setzt man hier wieder pg = 0, so folgt 
(la) O = Ly? yp). 


Wendet man dagegen zuvor den 2 Process auf (1) ein-, bezw. zwei- 
mal an und setzt dann g =0, so kommt, wegen (7) in § 11, 
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(1b) 0 = S(pv) 7, vi IF? Sau ys, 
(Le) O = L(yy)P vs? + (J +1) La(uy)ys. 


Bringt man (le) in die Form (B =j + 1): 
O= Z(y¥) + Be(uy)|vi-, 

so stellt sie 7 — 1 (>) lineare Gleichungen dar, aus denen das Ver- 
schwinden der  einzelnen Klammerausdriicke [ ] folgt (§ 11, 1). 
Daher hat man einzelu — unter Wiedereinfiihrung des unteren Index — 
(2) (vivi)? + Ba; (uiv;) = 0. (¢—=01,2,... 2) 
Andrerseits lauten die aus (1b) folgenden Gleichungen, wenn man 
z. B. den Coefficienten von 2% y/-® anschreibt, (j >o6>0) und 


i+ == A setzt, 


‘9-1"'\ » j—1\ ,, ; 
(2-9) =[7o— hy, + Au, | ket + ? 6 )zIn, —ky,-Aau,|ke=0, 


Wendet man auf dieses System die Vorbemerkung 2 (§ 11) an, so 
ergiebt sich das Verschwinden der 2x (<j -+- 1) Coefficienten [ ] 
(3 . on ky, + AG thy = 0, 
v 
) 1, — ky, + Aap, = 0. 
Multiplicirt man diese bez. mit 1 und —& und addirt, so kommt 
(7¥)* + Aa(uy) = 0. 
Diese Beziehung, verglichen mit (2), ergiebt, weil A von B ver- 
schieden ist, einzeln 
(yy)? = 0, (up) = 0, 
oder ausgefiihrt die 2” Gleichungen 
(3a) % —2yk+y,h =0, Ho — Hk = 0. 
Endlich lauten die aus (1a) folgenden Gleichungen (o—j,j —1, ...0, —1,—2): 


Oe (2) Zyko +2 (43) Dy, kot § 19) Dy, ko, 


Multiplicirt man die erste Gleichung (3a), nachdem man sie in 
Lyyk® — 2Dy, kor! + Dy, kor? = 0 


verwandelt hat, mit (64.1) und addirt sie zu (4), so kommt (6 wie 
vorher) 


0 (21) ane + (/E3) ene 


Linear und homogen fiir die 2n Groéssen yo, yi2 k hat dieses System 
von 7 + 1 Gleichungen (6 von j bis 0), wenn j > 2” — 1 ist, wieder 
(2. Vorbem., (4) § 11) zur Folge, dass diese Gréssen einzeln ver- 
scbwinden, und daher, wegen (3), (nach Zufiigung der Indices) 
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(5) [7iP=—9; riP=—0; rf =—9, 
was zu beweisen war. 

Dieses Verfahren lisst sich nun ohne Weiteres fortsetzen und dazu 
verwenden, der Reihe nach das identische Verschwinden der in den Ent- 
wicklungen von A; und Y; (§ 10) aufeinander folgenden Formen 


(Bi p),, (Yi Mo, (GM p)y,... und (UM), (VEP)o, (Q:P)3, --- Streng 
Zu erweisen. 


“io = 0; ti = 0 


14. 

Zu dem Zweck machen wir, unter der Voraussetzung j > 2 +r —3, 
den Schluss von r (<n) auf r + 1, indem wir annehmen, dass in der 
Reihenfolge der Glieder von Aj‘) das erste nicht verschwindende 

(— 1)" (Gq), = (pi)- (@=1,2,...m) 
sei, ebenso in der Folge der Glieder von Y; das erste nicht ver- 
schwindende — (prt,),1. Es sei also fiir 7 > 2n + r — 4 bereits 
bewiesen, dass in der Gleichung (§ 10) 

(1) S; = DAM 9) 
A) und ¥; von der Form seien 
(18) GAD = oe) + (PEM), + (POM)4i feos, 

Vi =e — A — O(PTi)r—-1 — P(PAi)r — +++ 
Man soll zeigen, dass in den Summenausdriicken S;, fiir welche 
j>2n+r—3 ist, auch (pf), und (p 7;),-1 identisch verschwinden 
miissen, wenn die Gleichung (1) fiir diese Werthe von j besteht. 

Ist dieser Beweis, den wir im folgenden Paragraphen antreten 
werden, gefiihrt, so miissen, weil bereits fiir r— 3 (j >2nm — 1) das 
Verschwinden der Formen (m8), (py) aus dem Bestehen von (1) nach- 
gewiesen ist (§§ 12, 13), fiir den Fall, dass diese Gleichung auch fiir 
y= 4,5,...m (also 7 —2n, 2n+1,...3n — 3) besteht, sowohl 
in Ai®"-*) wie in Y; alle Glieder von niedrigerer als der (m+ 1) 
Dimension in p,q verschwinden, und insbesondere Y; muss von der 
Form sein (i = 1, 2,...2) 

Y: = ¥; — 4:9 + Gliedern, 
die mindestens von der Dimension »-+ 1 in p,q sind. Setzt man 
diese Werthe der Y; in die rechte Seite der Gleichung ein (§ 3) 
Fy, = fn + Phar tess + pt =, M+ Ya, 
so erhilt man 
Fy = (Hy — Ay) (Y,—42Q) - - - (Yn —4nQ) + Gliedern , 

die mindestens von der Dimension » + 1 in p,q sind. Diese miissen 
aber gleichfalls wegfallen, weil die hinsichtlich p, g identische Glei- 
chung (2) links in p, q bloss bis zum m' Grad ansteigt. Ersetzt 
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man in (3) die willkiirliche Function m durch die unbestimmte Grosse ¢, 
so erhilt man die Beziehung: 

(2) fn + tfn—1 +> + = (¥,—A,2) (p.— A, #) 7 Ey (ta—Ant), 
welche die Zerfillbarkeit von f(t) aussagt, — Man erhilt die Gréssen 4; 
und damit die einzelnen Linearfactoren, wenn man in (2) die Coeffi- 
cienten von ¢ einander gleich und hier y: -v=k;:1 setzt (vgl. Arnold 
Mayer, Vierteljahrsschr. der natf. Ges. Ziirich 1897). 


15. 
Um den Schluss von r auf x + 1 auszufiihren, schreibe man zu- 
niichst die Identitiit (1) des vorigen Paragraphen ausfiihrlicher 


~~ ({)s-9 +---(— 1y(/) 3-rQ~" +--- 
=Zla+(pE),+ +] [os-ai9) : ({)(ws—a:9)!*9 (ri), wens | , 


Unter Beriicksichtigung von Gleichung (4a) des § 12 ergiebt sich hieraus, 
wenn man die Glieder x'** Dimension in p, q vergleicht, 


Ou =(9 9) +. yi — Q ({) Da;') vP—" (w Ti)r—1y 


oder, wenn man fiir einen gegebenen Werth von j die nach § 12 von 
Null verschiedenen Factoren «;%) in 1; eingehen lisst und wieder von 
den Indices absieht, 


(1) O=2 (Eo), +9 (7) 2(rH),1y. 


Aus dieser fir p,q; x,y identischen Gleichung folgt nun das Ver- 
schwinden der (r-+-1)m Coefficienten §%) und der rn Coefficienten 1; 
(oder vielmehr der t;a,‘/)) einzeln. In der That: Wendet man den 
Process Q mit nachmaligem Einsetzen von p:¢g—=—y:2 auf die 
Identitat (1) o-mal an, so erhilt man vermége der Gleichung (7) 
in § 11 

O == LEp) or ws? + m, U(r) tz-* ys-¢, 
wo 

mg = © (r+j—6+1) 

ist, Setzt man hier der Reihe nach 6 = 1, 2,...r7 ein, so kommt 
O= 20 y’, 
O— TEE WI pm, Ber-tyt, 
O= S(Ev)P ory? + m,2(cp)c-*y-*, 


@) * ad . . . . . 
O= Z(Ev)— Eys-rt ++ Mp1 2(t yp)? t ys ; 
OZ Ev yr m, Z(epy twin 
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Wir betrachten diese Gleichungen von der letzten anfangend riick- 
warts. Ordnet man die letzte nach Potenzen von x und setzt die 
Coefficienten einzeln Null, so kommt, wenn man wieder y= k,x + y 
einfihrt (¢ von j — r bis 0), ‘ 
O = Z[(Ev~) + m, (cp) ] ke. ( 
Hieraus folgt einzeln (§ 11) : 
(3) (Ev) + m, (rp)! = 0, ; 
Aebnlich ergiebt die vorletzte Gleichung (2) als Coefficient von ( 
at! (6 von j —r+1 bis — 1) 
o (? — ‘) Zl[(Ev)y §, + mpi (tp)? ] ke be 
+ (? oti ‘) =[(Ev)"-*8 + m,a(tp)— ty] ket. . 
Aus diesen folgt wieder einzeln das Verschwinden der eckigen Klammer- ‘ 
ausdriicke b 
(4) (Se) €, + mra(ty)y*r, = 0, v 
(SW) by + ma (co)? = @ 
Multiplicirt man diese bezw. mit 1 und —k, so kommt 
(4a) (Evy + ma (rvy- = 0, 
daher im Zusammenhalt mit (3), einzeln 
(4b) (Sp) =O; (rp) t=O. (¢==1,2,...m) 
Allgemein: Es seien durch Wiederhclung dieses Verfahrens vermige \ 
der @ letzten (l\< a@<r-+1) von den Gleichungen (2) die folgenden 
symbolischen Beziehungen ermittelt worden , 
(5) (Ey) OF Pte ek + mya (tH) rr of = 0 
fiir 9 =0,1,...a@—1; 
und ¥ 
, r—w-+2 gw—2—9 1 — 
(5a) a ; o 2 e 0. si 
(cy) °F cP? er? = 0 
fir 9=0,1,...@—2, ( 
— von denen also jede die Stelle von nw, bezw. n(w@—1) solchen ver- u 
tritt —: man soll dann mit Hilfe der (@-+-1)*" Zeile des Systems (2), s 
nimlich mittelst J 
(6) O = L(y) eSryi te + mw 2 (rp) —e' 18 pire ( 
die Giiltigkeit der Formeln (5), (5a), jedoch geschrieben mit @ -+-1 an 
Stelle von @, beweisen. D 
di 
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16. 


Man ordne zu dem Zweck die Formel (6) des vorigen Paragraphen 
nach Potenzen von x, setze yy —kx + y und zur Abkiirzung 
(7) Ev)” FEF + m,w(ewy Peak — Bo, 
wo @ von 0 bis m geht. Dann ist der Coefficient von 2°+” (6 von 
—@ bis j —r-+ @) in (6) 


0) 0~ (2) sm 4(6) (of) Emre tot (of) BO 


wo J fiir j—r-+@ gesetzt ist (far negative Werthe der unteren 


Zahl verschwinden die Ausdriicke (3): 


Andererseits lassen sich aus den Gleichungen (5a) dadurch, dass 
man den Factor (€~)*, bezw. (ty)? abspaltet und ausfiihrt und die 
beiden (5a), je mit den Multiplicatoren k*+¢ und m,_.k*+® versehen, 
vereinigt, die Summe iiber alle » nimmt und dann der Reihe nach 
o=0,1,...@ — 2 setzt, die folgenden ableiten*) 

O = SB, ke — 2B, ke+' + ZB, ker, 
(9) 0 = ZB, kot! — 2B, ket? id =B, kot, 
0 = SB, — “2 2 5By_sle +o—t _ =B,, kot, 


Multiplicirt man die a'e Zeile dieses Systems mit dem Zahlenfactor 
(10) esti. [ot JH(Pr )ot2)+~ Ba, oa 2)(o4.a-- 1)! 
tefOs Mel HCE eat +(e i) 


wo wieder ¢ ) = 0 ist fiir negative p oder wenn g > p, also insbe- 
sondere die erste mit 


(10a) (@—1) (64.1) +(°2') (o¢2)t+(645—1)) 


und addirt die Summe der Producte zu (8), so fallen in der Gesammt- 
summe die Glieder mit B,, B,,... Buo-1 weg, und man erhilt (6 von 
J bis — @): 

ay (2 SaH) 20H + ("E95") eam 


Dee Coefficient nimlich von B,k® wird 


8) Wir bemexhen ausdriicklich fiir spiiter, dass diese Gleichungen auch ohne 
die S Zeichen gelten. 
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1) (9 ')(2) 4°71) (631) +-+(823) (643-1) 


~(543-1)- 


Man findet ferner den Coefficienten von B,k*+¢ fir 0 < «a < @ in 


dem Ausdruck (8) gleich (?) ( Ba Andererseits tritt das Glied 


B. in den Gleichungen (9) auf. Wir unterscheiden drei Fille: 

a) @o—1>a>1; k+B, kommt in drei aufeinander folgenden 
Gleichungen vor, und zwar, nachdem man die Multiplicatoren bei- 
gefiigt und die Summe gebildet hat, mit dem Zahlenfactor versehen 


[(o—a-+1) — 2(@—a) + (o—a—1)] 

[(e$1)+ (Pr) (642) + Pigs 3) (642-2) 
+[(@-1) a )—2(@—«) (P79 

aa) Ho 42 1) 


+ [ten (034) 26 (274) +e (=) (3) 


4+ [(e—1)—2e-4(e-+1)} 
L [(2G1)(o42-41) + (e423) (orate) t+ (c45—1)]: 


Hier verschwindet das erste, zweite und letzte Product je wegen des ersten 
Klammerfactors identisch. Das dritte giebt — (2) ( J ) und ver- 
a] \o+a 


einigt sich mit dem Coefficienten in (8) zu Null. Daher ist der Coef- 
ficient von B, itiberhaupt Null fiir den Fall a). Die Fille b) a =1 
und c) a = @ — 1 erledigen sich einfacher. 

b) Das Glied B, kommt nur in der 1. und 2. Zeile (9) vor. 
Multiplicirt man (10a) mit 1, (10) fiir «a —2 mit — 2 und fiigt die 


Summe der Producte zu (?) ( % 1) , dem Coefficienten von B, in (8), 


so erhalt man 


(of:) [26-40-94 (Q)]=0. 


Der Fall c) erledigt sich damit zugleich aus Griinden der Sym- 
metrie. Die Gleichung (11) ist damit bewiesen. 
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17. 


Aus der Gleichung (11) des vorigen Paragraphen, die J++ 1 
solche repriisentirt, folgt nun das Verschwinden der 2n Coefficienten 
B,, Bw. einzeln. Denn schreibt man sie in der Form an 


(14) Ou (7) =Pyke + (.41) Dok! 
wo 
L=J+oa—-1=j—r+2oa—-1 
und 
t=6+oa—1, —f,=B A, T, = By 

gesetzt ist, so hat (14) genau die Form der Gleichung (4) des § 11 
(2. Vorbem.), und da wegen j — r+ 3 > 2n (§ 14) und a>1 
(§ 15, a. E.) L>2n — 2 ist, so miissen die Coefficienten [,,f,, und 
damit B,, B, einzeln verschwinden. Zieht man noch die Gleichungen 
(9) § 16, geschrieben chne das Zeichen 2, heran, so folgt das Ver- 
schwinden auch der iibrigen Bp (1>o>@). Denn wenn B, = 0 ist, 
so ergiebt sich aus der ersten Gleichung (9) kB, —2B,; aus der 
zweiten k?B, = 3B,; u. s. w., allgemein k¢-'B, = @B,, was einen 
Widerspruch mit der letzten Gleichung ergiibe, wenn nicht B, = 0 
und damit alle By = 0 wiren. 

Dies sind aber eben die Gleichungen (5) des § 15, geschrieben 
mit m + 1 an Stelle von o. 

Bildet man nun weiter By — k.Byi, = 0, oder ausgeschrieben 


(Evy PF Be EF myo (tH) Pat ere = O 


und vergleicht dies mit (5), so erhalt man einzeln 


(cpy ot" g-e ef = 0; (ep) ar Oe ef = 0. 


Dies sind die Gleichungen (5a) des § 15, gebildet mit +1 an 
Stelle von @. 

Hiermit ist die Aufgabe des § 15 a. E. gelést und gezeigt, dass 
die Formeln (5), (5a), deren Giiltigkeit fir o — 1 und = 2 durch 
die Gleichungen (3), (4), (4a) des § 15 erwiesen ist, fiir alle Werthe 
@ von 1 bis r+-1 gelten, d. h. dass die Summanden der Gleichungen (2) 
des §15 einzeln identisch verschwinden, nameutlich (§;'9) p), und (1; »)p—-1, 
und damit ist auch die Aufgabe des § 14 erledigt, und der Beweis der 
Zerfillbarkeit unter den in § 12 formulirten Bedingungen vollstandig 
erbracht. 
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Anhang. 
Besondere Behandlung des Falles » = 3. 


18. 
Eine einfache Abzahlung zeigt, dass die in den §§ 9, 12 fiir die 
Zerfaillbarkeit als hinreichend bezeichneten Relationen noch von einan- 


der abhingig sind, und es muss einer spaiteren Untersuchung vorbehalten 
bleiben, ihre Anzahl weiter zu verringern. 


Fiir den Fall » = 3 geschieht dies auf dem folgenden Weg. Man 
bilde die Hesse’sche Determinante H der Ternirform 


fd =P+ P. 3a, + t.3d,? + ¢,', 

wo @z, b,”, c.> Symbole fiir Formen 1., 2., 3. Ordnung in x= 42, 
y = x, sind, 

| #.b,2> +-ere, ¢.b,b,-+¢,c,¢, t.a, + d,b, 
(2) H=| t.b,b, + ¢,€,¢ t.b,2> + 6,7c, t.a, +b b, 

lt.a, +0,b. t.a, +d, bz t+ az 
=8H,+?H, + tH, + H,;, 

so liefert die Ausfiihrung der Determinante (wenn man b,? = b,?, 


c,' = ¢,5 als Hilfssymbole verwendet, wo Zweideutigkeiten entstehen 
wiirden) 





H,= (bb)? — 2(ab)’, 

H, = — (bb’)?.a, + 2(be)*e, — 2(ac)* ez, 

H, = — (bb’)?.b3? — 2(be)* ez. az + 4(ab) (cb) e.* + (ec')Pezcx, 
H,= (bb’)*.c,5 — 2(be)e,.bz? + (ce)Percg dz. 


Mit diesen Bildungen bestitigt man leicht die von Aronhold auf- 
gestellte identische Relation 
(3) 3 (Af; — fy Hs) + H,f; = f, A, = 0, 
wo 
fy=1, fr=3ar, f, = 3b,*, fs = ¢2° 


ist, wenn man die bei symbolischer Rechnung geltenden identischen 
Relationen (vgl. Clebsch, Theorie der algebr. Formen, 8. 40) beriick- 
sichtigt. 


Das Zerfallen von f in Linearfactoren wird nun fiir » = 3 be- 
kanntlich durch das Verschwinden aller Ausdriicke von der Form 


(5) fA, — Hift (i, k = 0,1, 2, 3) 
herbeigefiihrt. Nun ist aber fiir i,k = 1, 2,3 identisch 
(6) fy(Hifk—fi He) = fi Ay fi— fy He) + fi Hi fy — fi H)- 
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Daher geniigt schon das Verschwinden von 

Ayf; — fA, Af, ae fy A, Af; oa fv Hs. 
Aber wegen der Identitit (3) verschwindet H,/f, — f,H, zugleich mit 
Hf, — f,H,, einem Ausdruck, der vermége (6) Null wird, wenn die 
Bedingungen erfiillt sind 


en — f\ A, = 0, 
Af, ace fH, =. 


Das identische Verschwinden dieser beiden Covarianten-Aggregate 
liefert 5 Gleichungen zwischen den Coefficienten der f; als nothwendige 
und hinreichende Bedingung fiir das Zerfallen von f(t) in drei Linear- 
factoren. 


(7) 


19. 


Rechnet man die Ausdriicke (7) des vorigen Paragraphen aus und 
kehrt zur nichtsymbolischen Form zuriick, indem man 


fyo=1, 

fi = 3a, = ae + ay, 

fo = 3b,” = box? + b, xy + b,y’, 

fy = Ca == Cyu* + C,x?y + cry? + c,y® 
setzt, so nehmen die 5 Relationen die Form an*): 


Om ay P + Bd,Cy — ay2ey + C4 (aya, —b,) + Dyer, 
O= . a, P + 3bo¢, — ay?es + (aga, —b,) + b,c, 
. 0 == —- ; by P — a,b,c, + a,b, ¢, — a,b,c, — 3e,e, + ¢,°, 
© 0— — ; b, P + a, by ¢y — ay be, — ay dy Cy + Ay dyes —Ieyes-+ ¢, Cy 
0 = — 3 b, P — ay bye, + ab, ¢; — ay b,€, — 3e,c; + ¢,%, 
wo 





P = a,*b, + a,7b) — 4b, b, — b, (aga, —b,) — aye, — aye, 
zu setzen ist. 

Obgleich diese fiinf Gleichungen die Stelle von drei Bedingungen 
vertreten — die rechten Seiten ein ,,Modulsystem 3. Stufe“ bilden —, 
so ist doch keine von ihnen entbehrlich. Denn man kann Lésungen 
angeben, die je vier von den Gleichungen befriedigen, nicht aber die 
fiinfte. Verschwinden z. B. alle Coefficienten a, b, c mit Ausnahme 


*) Herr Junker hat a. a. O. neben andern auch die obigen Relationen be- 
reits in entwickelter Form dargestellt. 
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von b, und ¢,, so zerfallt f(¢) nicht in Linearfactoren, obgleich vier 
der Ausdriicke (1) gleich Null sind. Und zwar sind es jedesmal 
wieder vier andere, die verschwinden, wenn die von Null verschieden 
angenommenen Coefficienten der Reihe nach 6b, und ¢,; b,; ¢,; ¢, sind. 
Je zwei der Gleichungen (1) bilden also die nothwendige Erginzung 
der drei tibrigen*). 

Es ist bemerkenswerth, dass, wie die Ausrechnung leicht ergiebt, 
die zwei Gleichungen (7) des vorigen Paragraphen zugleich dem System 
(1) des § 12 angehéren. Die erste nimlich ist ideatisch mit 


(83, foe + 3 (S05 fale = 9, 


die zweite ist eine lineare Combination von dieser (mit f, multipli- 


cirten) mit 
(85) foe + 3(83, fa)2 = 9. 
Tiibingen, 1897. 





*) Hiermit im Widerspruch scheint es zu stehen, wenn Herr Thaer in dem 
oben §9 erwihnten Aufsatz die drei von ihm angegebenen Gleichungen, die 
in den Coefficienten zu erheblich héherem Grad ansteigen, wie die obigen, fiir 
ausreichend erklirt. Aber bei der Behandlung des besonderen FallesA = 0 ist ihm 
(S. 550 des 14. Bandes der Math. Ann.) das Versehen untergelaufen, dass er in der 
Forme! §. 551, Z. 3 statt gewisser Covarianten, welche die Erledigung dieses Falles 
mit den angegebenen Mitteln nicht mehr erlauben, die Invarianten A, E setzt. — 
Bei Beniitzung der canonischen Form der Curvengleichung treten iibrigens zwei 
weitere Bedingungsgleichungen hinzu, wodurch die Gesammtzahl wiederum auf 
fiinf ansteigt. 
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Ueber Thetafunctionen mit zwei Variabeln und die zugehérige 
Kummer’sche Flache. 


Von 


L. ScHiererMacueErR in Aschaffenburg. 


Die Beziehung der Kummer’schen Flache zu den hyperelliptischen 
Functionen (py = 2), begriindet durch die Arbeiten von F. Klein, 
Cayley, Borchardt, H. Weber und Rohn,®*) ist in gleicher Weise 
der Geometrie dieser Fliiche wie der Theorie der Thetafunctionen mit 
zwei Variabeln zu statten gekommen. Obwohl die Kummer’sche eine 
allgemeine hyperelliptische Fliche im Sinne des Herrn Picard nicht 
ist, hat es doch nicht den Anschein, als ob sie aus ihrer vermittelnden 
Stellung zur Theorie der zugehdrigen Functionen durch eine allge- 
meinere Fliche verdriingt werden sollte. In der That harrt auch heute 
noch manche Frage, welche die Geometrie der Fliiche an jene Theorie 
richtet, der Beantwortung. Wer die geometrischen Eigenschaften der 
Fliche erkunden will, ausgehend von ihrer hyperelliptischen Natur, 
etwa indem er die Weber’sche Darstellung der Punktcoordinaten durch 
Thetafunctionen zu Grunde legt, wird alsbald einer Liicke gewahr, 
welche auszufiillen wiederholt als Bediirfniss empfunden worden ist. 
Es fehlt namlich an Mitteln fiir die ungezwungene Erkenntniss der 
Thatsache, dass die Fliche in Bezug auf gewisse Flichen 2. O. 
mit ihrer eigenen Reciprocalen zusammenfallt, Der Grund hiervon 
darf darin gesucht werden, dass es bisher noch niemals durchgefiihrt 
wurde, die Ebenencoordinaten durch Thetafunctionen derselben Argu- 
mente auszudriicken, wie die Punktcoordinaten. Hierzu findet sich 
meines Wissens nur in der Preisschrift des Herrn G. Humbert**) 


*) Wegen der Litteratur s. Wilibald Reichardt, tiber die Darstellung 
der Kummer’schen Fliche durch hyperelliptische Functionen, Nova acta der Ksl- 
Leop. Carol. Deutschen Akademie d, Naturforscher Bd, L, Nr. 5; oder A. Brill 
und M,. Noether, Die Entwicklung der Theorie der algebraiscnen Functionen, 
Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung, III, 1893, S. 473. 

**) Théorie générale des surfaces hyperelliptiques, Journal de mathémati- 
ques, Série IV, t. IX, 1893, 
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gelegentlich ein Ansatz, welchem aber eine weitere Durchfiihrung, als 
den eigentlichen Zwecken dieser Abhandlung ferne liegend, nicht folgt. 

Im Falle der Weber’schen Darstellung, wo die Punktcoordinaten 
vier linear unabhingigen Thetaquadraten mit Argumenten u,, u, pro- 
portional gesetzt werden, zeigt es sich nun, dass die Ausdriicke fir 
die Ebenencoordinaten ausserordentlich einfach sind: nimlich Producte 
aus je sechs Thetafunctionen, welche ein Rosenhain’sches Sextupel 
bilden. Weiter kann man nachweisen, dass diese Producte proportional 
gesetzt werden kénnen denselben vier Thetaquadraten, wie die Punkt- 
coordinaten, geschrieben jedoch in Argumenten v,, v,, welche mit 
u,, wu, in der Beziehung stehen, dass sowohl fiir die Summen u, + »,, 
u,-+v,, als auch Differenzen u, — v,, u, — v, eine Thetafunction ver- 
schwindet. Diese Bedingung ist aber gleichbedeutend mit der Bedingung 
der vereinigten Lage von Punkt und Ebene, und aus diesem Grunde 
die Fliche sich selbst reciproc. 

Minder einfache Ausdriicke fiir die Ebenencoordinaten ergeben sich 
bei der Cayley-Borchardt’schen Darstellung der Punktcoordinaten. In- 
dessen sind auch sie schon um deswillen von Interesse, weil Herr 
F. Klein*), der von der genannten geometrischen Higenschaft der 
Fliche ausging, auf dem umgekehrten Wege zu den oben genannten 
Beziehungen zwischen den wu und v gestossen zu sein scheint und 
diese beniitzt hat, um jedem Punkte einen Parameter w, jeder Ebene 
einen Parameter v zuzuweisen, und hierdurch zu jenen eleganten Con- 
figurationen gelangt ist. 

Dass die vorstehend geschilderten Entwickelungen auch zu zwei 
neuen Darstellungsweisen der Punktcoordinaten der Kummer’schen 
Flache fiihren, welche aus den vorgenannten nicht durch Transforma- 
tion hervorgehen, halte ich der Erwihnung werth. Weiterhin werden 
in der folgenden Arbeit noch zwei Systeme von Formeln entwickelt, 
welche fiir die Theorie der Thetafunctionen an und fiir sich vielleicht 
nicht ohne Belang sind, wenn sie auch hier speciell nur im Anschlusse 
an Fragen auftreten, zu welchen die Untersuchungen der Herren 
F. Klein und Rohn Anlass bieten. Erstens nimlich Formeln fiir 
Darstellung der Thetafunctionen mit doppeltem Argument durch solche 
mit einfachem, bei gleichen Moduln: diese wurden bereits vor mehreren 
Jahren durch giitige Vermittelung meines hochverehrten Lebrers, 
Herrn Noether, der mich zuerst dazu anregte die Theorie der Theta- 
functionen mit Riicksicht auf Geometrie zu studiren, im Auszuge ver- 
Offentlicht**). Ihre allgemeinere Bedeutung darf darin gefunden werden, 


*) Ueber Configurationen, welche der Kummer’schen Fliche zugleich ein- 
geschrieben und umgeschrieben sind. Math. Annalen XXVII. 
**) Sitzungsberichte der physikalisch-medicinischen Societit zu Erlangen 
vom 15. Februar 1886, 
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dass sie zeigen, wie durch drei Parameter in einfacher Weise simmt- 
liche Thetaquotienten rational dargestellt werden kénnen. Hier werden 
sie zur Aufstellung des sechsfach unendlichen Systems Kummer’scher 
Flichen beniitzt, welche eine solche rings beriihren. Zweitens werden 
Formeln fiir Thetafunctionen von zwei Systemen zu je vier Argumenten- 
reihen entwickelt, die durch eine orthogonale Substitution verbunden 
sind: diese haben den Zweck die Bedeutung des Abel’schen Theorems 
in der speciellen Form, in die es Herr Rohn fiir die Kummer'sche 
Flache gebracht, und in der es die Herren F. Klein und G. Humbert 
weiterhin beniitzt haben, fiir die Theorie der Thetafunctionen klar zu 
legen. 

Die Bezeichnung stiitzt sich im Wesentlichen auf die Arbeiten 
der Herren Prym und Krazer*), an welche, neben denjenigen des 
Herrn H. Weber**), die Entwickelung vielfach ankniipft. 


§ 1. 
Bezeichnungen und Benennungen. 


Wir versteken unter a,,, @,. = @,, @» die Moduln einer Theta- 
function von zwei Variabeln u,, u,, welch’ letztere vertreten sein 
mégen durch Wort und Zeichen: Argument u. Sind dann @,, @,, 
@,’, @, ganze Zahlen, so sind 


(1) rs (2) rs 

Pa = y My, $F WyAyy  O U7, Po = @, yy Wy Ay $y 1H 
simultane Perioden; wir fassen diese ebenso zusammen in Wort und 
Zeichen: Periede py. Zu itr gehdrt die Charakteristik der Elemente 
@), Gy, @,', Wy: 


@, @» 
’ PS ios @. 
, @y, 


Das Symbol der Swmme der Charakteristiken @ und @ ist: 


eee b= Sel on 


, ‘ ’ ‘ —= @©@,. 
a+, a, +O, 


Zwei Charakteristiken, deren entsprechende Elemente mod. 2 dieselben 
Reste lassen, heissen congruent (=). Hine Normalcharakteristik hat zu 


*) Prym, Untersuchungen iiber die Riemann’sche Thetaformel 1882; Krazer, 
Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen 1882; Krazer und Prym, Neue 
Grundlagen einer Theorie der allgemeinen Thetafunctionen 1892. 

*t) H, Weber, Theorie der Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3, 1876; 
Ueber die ‘Transformationstheorie der Thetafunctionen, Annali di matematica 
s. Il. t. 1X, 1878; Ueber die Kummer’sche Fliche, Borchardt’s Journal 84, 1878; 
Anwendung der Thetafunctionen, Math. Annalen 14, 1878. 
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Elementen nur 0 oder 1. Es giebt 16 incongruente Charakteristiken 
und zu jeder gehért eine Thetafunction 


Fw} (Uy, Me} By) Boy Aq) 


by > ( ("+ 5° 2) (m+ 5) apk +23 (+3) up, 


a PS inl 
(h, k = 1, 2) 


welche mit @,,(w) oder kurzweg mit u, bezeichnet werden soll. 

Zwei Systeme von Charakteristiken sollen dquivalent heissen, wenn 
sie in einander iibergefiihrt werden kénnen mit Hilfe der beiden Opera- 
tionen: 

1) Substitution der sechs ungeraden Normalcharakteristiken , 

2) Addition einer Charakteristik @ zu allen des Systems. 

Ebenso sollen zwei Systeme von Thetafunctionen, mit den nimlichen 
Variabeln und Moduln, iiquivalent heissen, wenn die Systeme ihrer 
Charakteristiken fiquivalent sind. 

Ausgezeichnete Systeme sind die Rosenhain’schen Sextupel und die 
Gopel’schen Quadrupel. 

Die sechs wngeraden Normalcharakteristiken bilden, wie jedes 
iiquivalente System, ein Rosenhain’sches Sextupel. Wir legen ihnen, 
in irgend einer Reihenfolge, die Ziffern 

«,B,y,9,¢&,§, gelegentlich auch 1, 2,3, 4, 5,6 
als Indices bei. Dann ist «fy das Symbol einer geraden Charakteristik, 
und congruent mit dé. 

Wir werden, soweit es sich um Systeme handelt, congruente 
Charakteristiken als nicht verschieden ansehen. 

Es giebt nur zwei nichtdquivalente Tripel verschiedener Charakte- 
ristiken. Wenn nimlich zwei Charakteristiken x und 4 incongruent 
sind, kénnen immer nur auf eine Weise zwei verschiedene ungerade, 
« und £, so bestimmt werden, dass 


4A =aB, 


“xAp=a, AAp=B. 
Daher ist das System x, 4 iiquivalent mit a, B. Eine dritte, von a 
und # verschiedene Charakteristik kann nur die Form # oder «fy 
oder «yd haben, wenn hier y, 0 irgend zwei der 4 iibrigen Indices 
sind. Das System a, 6, afPy ist aber offenbar iiquivalent mit a, B, y. 
Daher ist jedes Tripel entweder mit a, 8, y ‘quivalent, oder mit 
a,B,ayd. Im ersten Falle nennen wir es Rosenhain’sches Tripel, 
im andern Falle Gépel’sches Tripel, und zwar aus folgenden Griinden: 
zu jedem Tripel der ersten Art gehdrt ein bestimmtes anderes derselben 


woraus folgt: 
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Art, welches mit ihm zusammen ein Rosenhain’sches Sextupel bildet; 
ein Tripel der andern Art wird stets durch eine bestimmte Charakte- 
ristik, nimlich seine Summe, zu einem Gopel’schen Quadrupel erginzt. 
Z. B. bilden die Tripel a, 6, y und 0, ¢,& ein Sextupel; das Tripel 
a, B,ayd und Pyod ein Quadrupel. 

Wir werden ferner ein Quadrupel, bestehend aus einem Rosen- 
haintripel und seiner Summe, wie «, 8, y, «By, Rosenhain’sches Quadrupel 
nennen. Es sei bemerkt, dass ein Tripel gerader Charakteristiken 
Rosenhainisch ist oder Gopelisch, jenachdem seine Summe ungerade 
ist oder gerade. 


§ 2. 
Functionaldeterminante eines Rosenhain’schen Tripels. 


Es mége gestattet sein folgende Determinante von drei Functionen 
/, 9, mit zwei Variabeln u,, u, 


f mo » 
of bp ow 
Ou, OU OUM 
of a aw 


| OU, Oty OUy 
Functionaldeterminante von /, p, ¥ za nennen und mit |f,m, {| zu 
bezeichnen. 
Die Functionaldeterminante der Quadrate eines Rosenhain’schen 
Tripels von Thetafunctionen, z. B. 


2 2 92 
[ma Uys MP |» 


a? 


ist eine Thetafunction 6. O. mit der Charakteristik 0 = [0 of? und 


zwar ersichtlich das Product aus u,u%guy in eine Thetafunction 3. O. 
mit der Charakteristik apy. 

Zwischen den Quadraten von irgend vier Functionen, welche einem 
Rosenhain’schen Sextupel angehéren, besteht eine homogene lineare 
Relation; auf Grund derselben ist: 


| 942 2 ee 2 2 2 
juz, us, Ur |=, | us, uz, wl, 
wenn hier unter x einer der Indices 0, ¢, § verstanden wird, und 
unter c, ein von « unabhiingiger Factor. Demnach ist der Quotient: 


\u2 uss u,; | 
Q (uy, Ue) = Wg Ms W, Hy We Uy 

eine vierfach periodische Function von u,, «,, welche tiberall da end- 

lich ist, wo von den Factoren des Nenners entweder nur einer ver- 

schwindet, oder nur zwei. Wenn wir nun zeigen, dass an den Stellen, 

an welchen drei und mehr Factoren des Nenners verschwinden, der 
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Quotient einen und denselben endlichen Werth hat, so ist damit be- 
wiesen, dass er diesen Werth iiberhaupt besitzt. Nun verschwinden, 
wie bekannt, drei Functionen eines Rosenhain’schen Sextupels nur dort 
zugleich, wo alle sechs verschwinden, z. B. die ungeraden Functionen 
an den Stellen w= 0 (mod. p.). Den Werth Q(0, 0), welchen Q(u,, u,) 
an allen diesen Stellen besitzt, bestimmen wir, indem wir die Theta- 
functionen nach Gliedern steigender Dimension in u,, u, entwickeln 
und, mit Beniitzung der Symbolik der Invariantentheorie, schreiben: 
Ue = Oy, + a,3 + a,) 4- - 

wobei a, = a,u, + @,u,, und fiir «5, @,?a,,... die Coefficienten 
©1449 &yy, +». bezw. zu setzen sind. Dann ist, wenn wir in Ziihler und 
Nenner nur die Glieder niederster Dimension anschreiben : 


—2 S6,nert--- 


tb, Mg) =m 22. —Sohs7_ 
e¢ - 2) 6, eu by +: 


wobei die Summation > sich auf das angeschriebene Glied erstreckt 
und die davon verschiedenen, die durch cyclische Substitution der 
Indices «, 6, y daraus hervorgehen. Ferner ist (6, y) = B,y. — B.7. 
Zieht man jetzt die Identitit IV ye 7 zu Rathe: 
2a, (2u) = 2?. ws, tty. 
Oy = sa . By8.Bye- byt 
wobei Byd = 43,59(0, 0) bedeutet, so findet man — unter @ einen 
Factor verstanden, welcher von «, 6, y unabhingig ist - 
Dey ey = 0, Lapgy% =0; eas, = (8,7), 
und hieraus e 
22(B, 7) au = 0.026 dueubu . 
Also ist: 
an — (—}yr-e’.4. 2, ___6, 9) 
Q(0, 0) (BP 6-00 + ge ie iet 
und folglich Q(u,, wu.) constant und gleich diesem Werthe. 
Nach den bekannten Rosenhain’schen Formeln ist aber: 
(B, vy) = ley .Bya .Byd. Bye. By 
und lgy lediglich ein Vorzeichen, fiir welches, wie man leicht findet, 
die folgenden Beziehungen bestehen: 
lyg = — Ipy3 lay Ipy = (— 19°? 'Y. 
Wir schreiben noch 1,3, fiir Jeg1,1ye und haben dann folgende 
Formeln: 


(I) \u., Uss u, | a La ay @ By? uy UUs, 
(La) [ta ays Ws» u,| = 1. BY? she Maye 
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Die letzte geht aus der ersten hervor durch Vermehrung von « um 


: psy. Wir fassen alle diese Formeln zusammen in dem Satze: 
"Die Functionaldeterminante eines Rosenhain-Tripels ist bis auf 
einen constanten Factor dem Producte der Functionen desjenigen Tripels 
gleich, welches das erste zum Sextupel ergdnet. 


§ 3. 
Functionaldeterminante eines Gépel’schen Tripels. 


Wir legen ein Tripel gerader Functionen zu Grunde und wollen, 
weil viele gerade Charakteristiken nebeneinander vorkommen, die sechs 
ungeraden Normalcharakteristiken bezeichnen mit den arabischen 
Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, welche leichter in’s Auge fallen, wie die 
griechischen. Es wird wohl nicht zu Verwechslungen fiihren, wenn, 
wie bisher, wo #a(w) und #,(u) mit vu, und ws, so nunmehr 4, (#) 
und #,(«) mit #, und wu, bezeichnet werden. 

Zu jeder der 15 Substitutionen der sechs Indices, bestehend aus 
drei Cyclen zu je zweien, gehdrt ein Gépel’sches Quadrupel gerader 
Charakteristiken, welche bei dieser Substitution einzeln ungeiindert 
bleiben. So gehdrt zu derjenigen Substitution, welche 1 mit 2, 3 mit 4, 
5 mit 6 vertauscht — sie sei bezeichnet mit dem Symbol: 


135 
246 


— das Quadrupel 135, 136, 145, 146. 
Umgekehrt giebt es sechs solcher Substitutionen, welche eine be- 
stimmte gerade Charakteristik ungeindert lassen: z, B. lassen ausser 


135 
(546) auch 

(153 a) 351 513 531 

246 246) \246 246 246 
die Charakteristik 135 ungeindert. Jede dieser sechs Substitutionen 
ordnet der 135 ein Gépel’sches Tripel zu, und diese sechs Tripel 
scheiden sich in zwei Vereine von je drei coordinirten Tripeln, ent- 


sprechend drei Substitutionen, deren Symbole durch cyclische Ver- 
tauschung von 1, 3, 5 auseinander hervorgehen. So entsprechen den 


Substitutionen : 
135 351 513 
246)? (946 ? 246 


die coordinirten Tripel: 
136, 145, 146; 134, 124, 125: 132, 126, 156 
und diese haben keine Charakteristik gemein. Wenn man also aus den 
zehn Charakteristiken eine herausgreift, lassen die neun iibrigen sich 
Mathematische Annalen. L, 13 
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noch auf zwei verschiedene Weisen in drei coordinirte Tripel vertheilen. 


Es giebt also 60 Gépel’sche Tripel aus geraden Charakteristiken, und 
daher ebensoviel Rosenhain’sche. 


Wir legen jetzt das Gépel’sche Quadrupel zu Grunde 
a=135, 6=—136, c—145, e=— 146 
und greifen heraus die Tripel a, 6, ¢ und e, 6, c. Es lassen sich dann 
von « unabhingige Factoren a und e so bestimmen, dass fiir jede 
Charakteristik @ die Identitat erfillt ist: 


a|u>, ue, u?|+elu2, u2, wu? |= |u2, u?, u? ly 
denn zwischen u2 und u?, u2, w?, u? besteht eine homogene lineare 
Relation. Wir wihlen nun einmal @ = 536, sodann w = 345 und 
finden mit Beniitzung der Ergebnisse des § 2: 


r1.2 2 2 1,2 2 2 

a | uiss, Wise, Uias| + € | wise, Uise, Uias| = Uz Ug Use; Uggs Uggs Uggs > 
” 2 2 2 | | 2 2 se 

a” |Uiss, Wiss, Wias| + €” | tis, Wise, tas | = Ug Us Uys My50 M453 M456» 


worin a, e’, a’, e” von u unabhiingig. Sind g und h ebensolche Factoren, 
so hat man also eine Gleichung von der Form: 


Ury6l Migr Mise Migs | = GF Ms MG Myey Uggs TH Atty Us Uysy Uysg- 
Nun besteht aber eine homogene lineare Relation, die Productrelation, 
zwischen 
UsgUg, Uy53 M56, YUsis M16 > 
und ebenso zwischen 
UyU5, Ussy Mess» “UGia Mois» 
welch’ beide man zur Elimination von u,u,, u,u; beniitzen kann. 
Dadurch gelangt man zu einer Gleichung von der Form: 


Uy 46/1362 M145» Urge] = Ale sgtass Mass Mase HU Mtgss Moss Mors Mees 
eM Uys 3 Uys Mey 4 Mors» 
in welcher iiber die von w unabhiingigen Coefficienten k,1,m sich 
sagen lisst, dass k — 0 sein muss, weil die rechte Seite anders nicht 
verschwinden kann fiir alle Stellen des Gebildes u,,, = 0, wiihrend 1 
und m durch die Substitution (38) in einander iibergehen miissen. 


1 


Man bestimmt / etwa durch Einsetzen von 5p,;. Wird das Product 


der Nullwerthe der 10 geraden Thetafunctionen mit 2, bezeichnet: 
%, = 123. 124.125.126.134. 135. 136. 145. 146. 156 
und schreibt man: ives 
123 ~~ 123» 
so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an: 


(IL) 29 | 136) 145+ F146! = (1, 2) (3, 4) (5, 6) (6556 F541 346 — G5 46 F543 F546) 
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Sie gehért zur Charakteristik 135, und die drei Functionen der linken 
Seite bilden mit den zweimal drei Functionen, welche auf der rechten 
Seite zu je einem Producte vereinigt sind, den zum Cyclus (135) ge- 
hdrigen Verein coordinirter Tripel. Die Relation kann also in 60 
verschiedenen Formen angeschrieben werden. Wenden wir auf sie die 


Substitutionen 246) und (248) an, so erhalten wir zwei Formen, 


die sich mit ihr vereinigen lassen zur Gleichung: 


NS) | S15: S145) Sis6 | — 

_ (1, 2) (3, 4) (5, 6) ’ 

worin die Summation sich erstrecken soll auf die drei verschiedenen 
Glieder, welche der Cyclus (1,3, 5) aus dem angeschriebenen liefert. 
Diese Gleichung existirt in 20 Formen. 


§ 4. 
Thetafunctionen von Summe und Differenz halber Integrale. 


Wir lassen den Entwickelungen dieses Paragraphen eine geo- 
metrische Betrachtung vorangehen, welche geeignet ist, jene als 
zwanglose Fortsetzung der Entwickelungen des § 2 erscheinen zu lassen, 
von welchen sie gleichwohl an und fiir sich véllig unabhiingig sind. 

Wenn man die homogenen Coordinaten eines Raumpunktes pro- 
portional setzt den Quadraten der Functionen eines Rosenhain’schen 
Quadrupels, so ist nach Herrn H. Weber*) der Ort des Punktes eine 
Kummer’sche Fliche, welche das Coordinatentetraeder zum Beriihrungs- 
tetraeder hat. Sind also a, B, y irgend drei ungerade Normalcharakte- 
ristiken, 6 = a@By deren Summe, sind ferner 1g, 1g, 1,, 1g beliebig 
wihlbare Vorzeichen, so legen die Verhiltnisse: 


. . . — 2. 2. 2. 2 
(1) Gy ih, i@, 2%, = Luzi lws: lus lous 


den Punkt x einer Kummer’schen Fliiche gegen eines ihrer Beriihrungs- 
tetraeder fest. Seien jetzt weiter §,, &, §,& bezw. die homogenen 
Coordinaten der Ebene §, welche die Fliche im Punkte x beriihrt, 
so ist 


(2) Eta + Esa + &,ay + bots = 0 


und ferner, wenn, wie im Folgenden iiberall, unter @ eine von a, fj, 7, 6 
unabhingige, im Uebrigen vdllig willktirliche Grésse bedeutet, 


(3) of = 1, |ud, us uy|. 


*) Borchardt’s Journal, 84. 
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Die Ausdrticke fiir die drei tibrigen Coordinaten ergeben sich hieraus 
durch die Substitutionen 


(o>) (B%)> Ga): 


Mittels der Formeln I, la erhalten wir dann folgende Darstellung 
der Ebenencoordinaten durch die Argumente u,, u, des Beriihrungs- 
punktes : 


. oo 
(4) of = 1,4, UU UyU Ue, 
r £1. (—1\r-e 
(5) eo, = 1,( ly r a UM era May Maye Mays? 


in welchen jede Substitution der Indices a, B, y ohneweiters zulissig 
ist. Beiliufig bemerkt erfiillen die Gleichungen (1), (4), (5) die Be- 
dingung (2) auf Grund einer Relation, welche Herr Krazer*) ent- 
wickelt hat. Sie kann wie folgt geschrieben werden: 


(6) UsUcUEUs et = a (— 1)eer-e UgUaydUpyeUpyt- 
«2,7 

Wie man nun weiss, ist die Kummer’sche Fliiche am Beriihrungs- 
tetraeder ihre eigene Reciprocale. Es muss demnach médglich sein, 
die Ebenencoordinaten in der niimlichen Weise durch Argumente ¥, , v, 
auszudriicken, wie die Punktcoordinaten durch w,, u, in (1) ausgedriickt 
erscheinen. Die Additionsformel, in welcher (u-—+v).. fiir #.(u—+ v) 
geschrieben ist: 


(7) a By? (U+r)epy(t—V)eay =>, (— 17 axes 

x=, 8,y,a8 
weist im Zusammenhalte mit (2) deutlich auf diejenigen Beziehungen 
hin, welche zwischen den Argumenten « und v bestehen miissen. Wir 
werden aber yon der genannten geometrischen Kigenschaft der Fliche 
keinerlei Gebrauch machen, sondern im Gegentheil dasjenige Formel- 
material entwickeln, welches néthig ist um nachzuweisen, dass die 


durch Gleichung (1) oder (4), (5) definirte Flache jene Eigenschaft 
besitzt. 


Seien « und v zweierlei Argumente, welche den Gleichungen 
(8) (U+v)asy = 9, (u—v)asy = 9 
zugleich geniigen. Ist w das Normalintegral 1. Gattung — wir schreiben 
nur eine Reihe der betreffenden Gleichungen — so ist: 
x y 


u+v =| dw + ~f, u—v =faw “1. am (mod, ) 
vu 


v 


*) a. a. O., Seite 38, Formel C,. 
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und hierin p eine bestimmte Periode. Man hat also 


| Hy 4 ¥, 
20=faw—faw, 2u=f dw t+fdw. 
0 v 0 uv 


Wir werden diese Ausdriicke weiterhin nicht beniitzen; hingegen wollen 
wir mit Hiilfe der Additionsformeln an Stelle der Bedingungen (8) 
andere Gleichungen setzen und die Thetafunctionen des Argumentes v 
durch die von w ausdriicken. Es gelten fiir ganz beliebige « und » 
die folgenden Gleichungen*) des Additionstheorems : 


9) UL (w+ v)a(t—O)epy = > (—ltlertte-ert wz uapy vaye Vae9 » 


4=a,f,0,ap¢ 


(10) C(u+0)yee(u -0)yas = > (= 1)ErI1S A+ HY eo ag thupt Ona Yupt 
u=y,Gp.yvop 


A= aPE.apS, C= yhB.yap, 


welche die Aenderung des Vorzeichens von v gestatten. Stehen also 
wu und v in der Beziehung (8), so folgt hieraus: 


(11) UgUyVevsyt = (—1)*9*” Ua setayt¥aVasy) 
(12) syed yt tpretgyt = (1) F% te ug bad. 


Bezeichnet man fiir den Augenblick wie folgt: 
Ug Uy UsyattgydUpyettaye = Usy = Uys, ats Uy tater = U, 


so ergiebt sich unter Einfiihrung eines Proportionalitiitsfactors 4 sofort 
durch Multiplication von (11) mit (12) 


(13) do? = (—1)*70,,, 
(14) do? p= (—1tear U,.. 


Die Bedinguugsgleichungen (8) bleiben unverletzt, sowohl wenn man 
a, B, y oder 0, e, unter sich vertauscht, als auch wenn man irgend- 
wie die Indices a, 8, y durch 0, «, € ersetzt. Dieselben Substitutionen 
sind daher auch bei allen Folgegleichungen statthaft. Wie aber (14) 
lehrt, andert sich 4 bei der Substitution (¢ B s) nicht, daher folgt 
aus (13) 

(15) Ave? = (—1)°' 9" U5,. 

Wendet man auf (11) dieselbe Substitution an und multiplicirt die 


*) Aus Krazer, Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen S. 59 Formel P” 
leicht abzuleiten, 
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entstehende Gleichung mit (11), so erhilt man schliesslich mit Beriick- 
sichtigung von (14) 
(16) Avesy = U. 
Wir haben somit folgendes Resultat gewonnen: 

Bestehen zwischen den Argumentenreihen u,, u. und v,, v, die 
Gleichungen: 

(u+V)asy = 9, (u—V)asy = 9, 

so sind die Quadrate der Thetafunctionen der einen Reihe proportional 
mit Producten Rosenhain’seher Sextupel, geschrieben in der anderen 
Reihe; nimlich es gelten die Gleichungen: 


ae a a-BY' 
Av, =(-—1)) Wy UUs Marg May eMayer 
. t-de 
a) Av, =(—1) Wy Uy aM yee Ugey Uy ets 
. al-epy’ 
dvi. = (-)) Ue Uy eas Ue ay least ee? 


2 


Avasy = U, Uy Ut, UU, U, 


i 
und jede weitere, welche hieraus hervorgeht, entweder durch eine 
Substitution der Indices a@, B, y oder 0, «, €& Versteht man unter 4 
nur einen Proportionalitiitsfactor, so kinunen selbstredend in vorstehen- 
den Gleichungen auch u und v mit einander vertauscht werden. 


§ 5. 
Geometrische Folgerungen. 
Zunichst kénnen auf Grund des Formelsystems (II1) die Ebenen- 


coordinaten der Kummer’schen Fliche am Beriihrungstetraeder, wenn 
wieder die Punktcoordinaten in der Form angenommen werden: 

(1) 2%, ,2",=1,u2: 1,03 : lu? : 1 ui, 

auch in folgender Weise dargestellt werden: 

(2) b,75426, 78, =1(— 1 !7y2:1,(— 1)rlew3, 1(— 1)*18y? :—1,03, 


wobei zwischen « und v die Beziehungen bestehen: 


(3) (U-+v)o= 0, (u— v)o =, 
Sucht man nun in Bezug auf die Fundamentalfliche 2. O. 
(4) (— 1 '¥ 08 + (— Irie as + (— 118 a2 — 2? = 0 


zur Beriihrungsebene § der Kummer’schen Fliche (2) den Pol 2’, so 
sind dessen Coordinaten 


i? <:) wat lee 2. 2. 2. 2 
(5) H,iUgih, 20, = 1, ve: lve: wl ius 


und folglich ist 2 ein Punkt der Kummer’schen Fliche. Man driickt 
diese Beziehung mit den Worten aus: 
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Die Kummer’sche Fliche ist sich selbst reciproc in Bezug auf die 
Fundamentalfliiche (4). 

Weiter haben wir wegen (III) auch eine neue Darstellungsweise 
der Punktcoordinaten der Fliche, bezogen auf ein Beriihrungstetracder, 
nimlich, wenn @ ein von a, , y, 6 unabhingiger Factor: 

6) OXg = 1g. ValgVyVsUere. 

Ota = 1a(— 1)" vg vy VpyarpysUpyeUpys - 

Diese lisst in Verbindung mit den Darstellungsweisen (1), (4), (5) § 4 
und (2) dieses Paragraphen die singuliiren Eigenschaften der Fliche 
sofort hervortreten. Zu jedem Argument v gehért wegen (2) stets nur 
eine Ebene &, und i. A. auch nur ein Beriihrungspunkt x vermége (6). 


Wird jedoch ausnahmsweise v = : Pw, So werden die Verhiiltnisse der 
x zunichst unbestimmt, da fiir soleche Werthe die Producte (6), wie auch 
deren erste Ableitungen verschwinden. Fiir Nachbarwerthe + Pa + dv 
erhilt man dann, wenn 
dv,:dv,=A 

gesetzt wird, Entwickelungen von der Form: 

ox=p+2qit+rh? 
d. h. die Flaiche wird von der Ebene v= Po lings eines Kegel- 
schnitts beriihrt. In derselben Weise findet man, dass die Fliche in 
jedem Punkte uw = + po einen Beriihrungskegel 2. O. hat. 


Man kann ferner nach der geometrischen Bedeutung der Glei- 
chungen § 4 (11) und (12) fragen. Setzt man hierin fiir den Augen- 
blick v constant = vo, so stellt, wie Herr Rohn*) bemerkt hat, eine 
solehe Gleichung die Beriihrungscurve einer ringsberiihrenden Fiche 
2.0. vor. Unter allen Punkten uw dieser Curve befindet sich auch 
derjenige, dessen Ebene das Argument vo hat; denn die Gleichung 
(11) oder (12) ist ja eine Folge von (8). Wahlt man also w® und »® 
den Gleichungen 

(uw + o), == 0, (w — vy), = 0 
gemiss, so stellt die Gleichung 

Ugly Ue Vpye = (—-1)*9* Ue pelaytVarapy, 
jenachdem man v = v® oder u = wu setzt, entweder die Gesammtheit 
der Punkte, oder die Gesammtheit der Ebenen vor, welche die Kum- 
mer’sche Fliche gemein hat mit einer ringsberiihrenden Fliche 2. O., 
die durch den Punkt u hindurchgeht. 

Ohne auf die dualistische Beziehung der Kummer’schen Fiche zu 


*) Math. Annalen 15, 8. 350 und 351. 
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sich selbst tiefer einzugehen, wollen wir einen Blick auf die Punkte 
und Ebenen werfen, welche die Fliche mit der Fundamentalfliche (4) 
gemein hat. Eine gemeinsame Ebene beriihrt die letztere in einem 
gemeinsamen Punkte x, dessen Argument nach (2) und § 4, (7) der 
Gleichung 


(2u)s = 0 
geniigt. Die Abzihlung zeigt, dass der Curve 8. O. der gemeinsamen 
Punkte # eine Curve 24. O. der Pole 2 entspricht, welche jene in 
48 Punkten schneidet. Man kann die Argumente dieser Schnittpunkte 
angeben. Versteht man namlich unter 1, 2,3 irgend drei Indices der 
Reihe a, B, y oder 0, ¢, €, und unter 4, 5, 6 die drei iibrigen, so ge- 
héren die Argumente 


adhe iPr + = Po und o= <P + = Pa 

wobei 

a=, 14, 15, 16, 23, 56, 46, 45 
und bezw. 

@ = 23, 56, 46, 45, 0, 14, 15, 16 
zu entsprechenden Punkten: es sind die von Herrn Rohn*) mit dem 
Namen Doppelinflexionspunkte bezeichneten. Man erkennt hieraus, dass 
die Verbindungslinie zweier sich entsprechender Doppelinflexionspunkte 
Erzeugende der Fundamentalfliiche (4) ist. 

Nachdem nun die vollige Gleichberechtigung von Punkt- und 

Ebenencoordinaten nachgewiesen ist, werden wir fernerhin diese mit 
denselben Symbolen «, 8, y, @ bezeichnen diirfen. 


§ 6. 
Es eriibrigt noch, einen Blick zu werfen auf die Cayley-Bor- 
chardt’sche Darstellung der Punktcoordinaten der Kummer’schen 
Fliche, sowie die sich daran anschliessende der Ebenencoordinaten. 


Hier sind es die Functionen eines Gopel’schen Quadrupels — wir 
schreiben sie in Argumenten w und Moduln a’ — z. B. 


, , , , 
W135, Ui36, W145, Ui46, 


welchen die homogenen Coordinaten 


Yar Yor Yer Ye 
eines Raumpunktes y proportional gesetzt werden. Nach dem Formel- 
system I] ergeben sich dann fiir die beziiglichen Coordinaten y der im 
Punkte y beriihrenden Ebene Ausdriicke von der Form 


*) Betrachtungen tiber die Kummer'sche Fliiche, Miinchen 1878. Die zuge- 
hérigen Argumente sind dort in anderer Form angegeben. 
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, , ' (1,2)(3,4)(5,6)-_, oF + ’ 
(1) OM =| F136, F145, F146 | = “ae (63560341 9316 — 95169543546) » 


wobei @ eine willkiirliche Constante bedeutet und 

— Dw(u'; a’) 

Bw(0; a) 

Man erhiilt hieraus 7, yc, %e bezw. durch die Substitution (°), (3), (2). 

Die Bedingung der vereinigten Lage von Punkt und Ebene, 

ZSny = 0, ist erfiillt auf Grund einer Thetarelation, die man mit Hiilfe 

der Productrelation leicht bewahrheiten wird; sie kann geschrieben 
werden: 


(2) Z + 64256135 625 8635 = 9, 


wenn man die Summe erstreckt iiber das angeschriebene Product Gépel- 
scher Functionen und alle andern, die aus ihm hervorgehen durch eine 
Substitution, welche aus den Cyclen (12), (34), (56) zusammengesetzt 
ist: das Vorzeichen ist -+-- oder —, je nachdem eine gerade Anzahl 
von Cyclen benutzt wird, oder eine ungerade. 

Nach Herrn Rohn hiingt die Cayley-Borchardt’sche Darstellung 
der Punktcoordinaten mit der Weber’schen zusammen einerseits durch 
eine lineare Substitution der Coordinaten 2 und y, anderseits durch 
eine quadratische Transformation der Thetafunctionen @,(w;q@) und 
(uw; a’). Welche der letzteren man hierbei anwenden will, ist gleich- 
giltig, sofern man alle aquivalenten Darstellungsweisen der einen oder 
andern Gestalt als gleichberechtigt betrachtet, Die einfachste ist 
wohl diejenige, bei welcher Argument und Modul w, a der einen 
Thetafamilie mit denjenigen wu’, a’ der anderen in der Verwandtschaft 
stehen : 


135 = D135 (0; a’) . 


w=2u, a =2a. 
Sie ist zuerst von Gépel*) beniitzt und die einschligigen Thetarela- 
tionen sind von ihm mittels jener Methode der Summationsiinderung 
gewonnen worden, deren Keime man bei Jacobi und Eisenstein findet: 
neuerdings kommt sie, in gliicklichster Weise veraligemeinert, zur An- 
wendung in den Arbeiten der Herren Prym und Krazer, auf die ich 
wegen der allgemeineren Transformation verweisen mdchte.**) Hier 
beschriinke ich mich darauf, die Hauptformeln fiir die erwihnte spe- 
cielle Transformation anzugeben.***) Seien uw, v von einander unab- 
hingig, o <= 2v, und uw, v, @, 6, p, g, 7, S nur 0 oder 1, so hat man: 


*) Gépel, Theoriae transcendentium Abelianarum adumbratio levis, Crelle’s 
Journal Bd. 35, neuerdings Ostwald’s Klassiker Nr. 67. 
**) Prym, Ableitung einer allgemeinen Thetaformel, Acta mathematica III 
p. 216, Krazer und Prym, Neue Grundlagen u. s, w. 
***) Aehniliche finden sich bei Kénigsberger, Borchardt’s Journal 67, Rohn, 
Math. Annalen 15, 











L, Scorerermacner. 


4(— 1)er+oay' " i 
(— Tperreretn sense] %ee1 


GB) =D yetoretow + oan —Op ea 


%,A=0,1 


_— ine — 1)\*r+434," f 
(0 ope — Oper = 2 Dieser Oe 2: 
Den wirklichen Uebergang will ich nicht bewerkstelligen, da hierzu 
ausserdem noch eine Specialisirung der Charakteristiken nothwendig 
ware. Man kann mit Hiilfe dieser Formeln den Nachweis fiihren, dass 
im Falle des Bestehens von Bedingungen der Form (u + v)asy = 0, 
(u — V)egy =O die fiir ma, 5, mM, Ne gefundenen Ausdriicke bezw. 
proportional werden mit: 


135 Vise «Uias |(Uas » 
sodass also auch fiir diese Darstellung die Kummer’sche Fliche ihre 
eigene Reciprocale wird, und die Gleichungen (1), wenn man 7 als 
Punktcoordinaten deutet, eine Kummer’sche Fliche am Fundamental- 
tetraeder darstellen. 


§ 7. 
Thetafunctionen mit doppeltem Argument. 


Die geraden Functionen, wie (2%#)esy, hat Herr Rohn*) durch 
die Coordinaten der Kummer’schen Fliche, bezogen auf ein Beriihrungs- 
tetraeder, rational ausgedriickt und nachgewiesen, dass die Fliche lings 
einer Curve, wo eine solche Function verschwindet, von einer ihrer 
zehn Fundamentalflichen 2. O. durchsetzt wird. Eine ungerade Func- 
tion hingegen, wie (2u)2, verschwindet, wie er zeigt, lings einer der 
sechs ausgezeichneten Haupttangentencurven, und man verdankt den 
liniengeometrischen Untersuchungen von Herrn F. Klein die Kenntniss 
des Umstandes, dass entlang der Haupttangentencurve die Fliiche von 
anderen Kummer’schen F lichen beriihrt wird.**) Um Flachen zu finden, 
welche die ausgezeichneten Haupttangentencurven ausschneiden, hat 
Herr Reichardt***) sowohl die Quadrate der ungeraden Thetafunc- 
tionen mit doppeltem Argument, als auch die Producte je zweier 
solcher Functionen, z. B. (2u)g und (2u),(2u)s durch die Quadrate 
u, ws, uy, Wapy ausgedriickt. Ich will nun zeigen, dass man jede 
der sechs ungeraden Functionen mit doppeltem Argument rational aus- 
driicken kann durch 


*) Math, Ann. 15 und in dessen Dissertation, Betrachtungen iiber die Kum- 
mer’sche Fliche, Miinchen 1878. 
**) Hierher gehérig ist auch Reye, Ueber die Singularitiitenflichen quadra- 
tischer Strahlencomplexe, Borchardt’s Journal Bd. 97. 
*##) a. a, O. § 17. 
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Ua, Up, Uy, Uapy 
und will daran ankniipfend Flichen 4. O. angeben, welche neben vier 
Beriihrungskegelschnitten je eine ausgezeichnete Haupttangentencurve 
ausschneiden. Hierzu muss ich etwas weiter ausholen. 

Bestehen zwischen den Argumenten u,v, w,¢ und w’, v', w’, t die 
Relationen (1) und deren Umkehrung (2) 


2u—=Ww+u4+uN4+? 2w—=-u+tv+t+uw+t 
2v0=—u+0—-—w—? 20 =u+v—w-t 
‘6 lo ee 
2w=u—v+w—t 2w =u—v+w—t 
2¢=w—v—ws+t 2 =u—v—w+t, 


so kann die von Herrn Prym*) mehrfach bewiesene Riemann’sche 
Thetaformel fiir Thetafunctionen mit zwei Variabelen in folgender Ge- 
stalt geschrieben werden: 


(3) 4 Uw 92 VagWorty = > (- 1)ol#+ee-#e 4, oeVecgWeely . 
x 


Hierin bedeuten w, @, t drei ganz beliebige Charakteristiken und die 
Summirung erstreckt sich tiber 16 Charakteristiken, welche (mod. 2) 
incongruent sind. Setzt man hierin erstens 


o=06, t=, w=v=—w =), 


indem man wieder die Indices der 6 ungeraden Normalcharakteristiken 
mit a, B, y, 0, ¢, € bezeichnet, so wird 


v= w=—u, t=u, t=—2u 
und fiir w= € und o = a erhalt man bez. die beiden Formeln: 
(IV)  agy(2u). + B, .(2t), + 743(2), = dw, thy UUs 
(IVa) as,(2u), — B,,(2u),— 7. 3(24), =(— 147". 4u u 


worin 


ard aye aye 


Gay = (— 1“ Byd-Bye-Bzs. 
Aehnliche Formeln gelten fiir die geraden Functionen mit dem Argu- 
mente 2u. Setzt man namlich zgweitens in (3) 


g@=asB, t=—=y7d, u=v=—w=t, 
so wird 
v=wnmt=(, w=2u 


und man erhiilt fiir @ = ays, @ =a bez. die beiden Formeln: 
(V) ays + Oayt + Oade + Oat = i Uayet loyt Madetase 


(V’) Oars tai Bayt — Oca. + Oca = Lgl; 1., “cu Pha! halt Thad Byd° 


*) Ein kurzer Beweis in Borchardt’s Journal Bd. 93, ein bedeutsamer in den 
Acta mathematica III. 
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Hierin bedeutet: 


6... — CMere ae eee, eee 
—e ee *  weys-ayl-ade-adg 
Fiir die geraden Functionen erhialt man iibrigens auch direct eine ex- 
plicite Darstellung, wenn man in (3) unter @ eine gerade Charakte- 
ristik versteht und setzt: 
e=t=0, v=w=—t=—90. 
Dann wird 
eoamyvmwot=(1, «= 2. 


Die entstehende Formel, in welcher w statt u’ geschrieben ist, lautet: 
(4) 4(O)m + (2t)y = Zz (— 1}!@u,4 


und hierin ist die Summation zu erstrecken tiber die 16 Normalcharak- 
teristiken x. 

Die umgekehrten Formeln sind von Herrn Rohn gegeben worden 
fiir specielle Charakteristiken in Form einer Tabelle.*) 


§ 8. 
Rationale Parameterdarstellung der Thetafunctionen. 


Die im vorhergehenden Paragraphen gefundenen Formeln setzen 
uns in den Stand, sdimmétliche 16 Functionen (2u), rational auszudriicken 
durch die vier Functionen 


(1) Ua, U3, Uy, Uapsy- 


Fiir die Functionen (2w),, mit gerader Charakteristik o erhellt 
die Méglichkeit der Lésung dieser Aufgabe aus der letzten Formel, (4) 
§ 7. Denn durch die Quadrate der Functionen (1) sind ja die Qua- 
drate aller iibrigen Thetafunctionen homogen-linear ausdriickbar. 

Es bleibt also nur zu zeigen, dass die sechs Functionen 
(2) (2u)a, (2u)s, (2u)y, (2u)s, (2u)e, (Zug 
rational durch die Functionen (1) darstellbar sind. Kin bemerkens- 
werther Unterschied in der Darstellung dieser Functionen und der 
Functionen mit gerader Charakteristik besteht darin, dass die letzten 
rational in den Quadraten der Functionen (1) sind, Ausdricke fiir die 
ersten aber neben den Quadraten auch das Product te u3uytlegy ent- 
halten. 

Aus IV und IVa ergibt sich: 


1 , 
(V1) y Mpy (2a = (— FV tattsyattsyeMaye + Uses Us MoUs. 


*) Math, Annalen 15 S. 336. 
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Jedes der rechts stehenden Producte hiingt nun fiir’sich allein von den 
Functionen (1) rational ab. Um dies zu zeigen, bediene ich mich einer 
Identitiit, welche fiir die Rosenhain’sche Auflésung der Thetarelationen 
von fundamentaler Bedeutung ist: ich entnehme sie der mehrerwaihnten 
Schrift des Herrn Krazer. Dort wird sie hergeleitet aus der bekannten 
biquadratischen Relation 

(3) R=0 


: ° 2 < 2 2 : 
gwischen den Functionen 2, u's, Uy, Uapy, Welche von Rosenhain*) 
zuerst erwihnt, von Herrn H. Weber**) fiir specielle Charakteristiken 
entwickelt und als Gleichung der Kummer’schen Fliiche gedeutet worden 


ist. Nach Potenzen von was, geordnet, hat R die Form: 


(4) R= Atiagy + 2Buisy + D? 

A und D sind homogene Polynome 2. Grades, B aber 3. Grades in 
Ue, us, uy, beziiglich deren ich auf die Schrift von Herrn Krazer ver- 
weise, wo die Gleichung R = 0 fiir allgemeine Charakteristiken ent- 
wickelt ist.***) In der Folge erweist es sich manchmal als vortheil- 
haft, die Identitit R — 0 in anderer Schreibweise zu beniitzen. Ich 
wihle folgende Bezeichnung: 


(5) A= (— 1) FO (wertieay + (— 1)7?'*" uy) , 
verstehe unter A diejenige Grosse, welche aus A darch die Vertauschung 
von 6 und y hervorgeht, und unter B, fF und B,F die aus A bezw. A 


durch cyclische Vertauschung von «, 6, y hervorgehenden Grdssen. +) 
Ferner sei zur Abkiirzung gesetzt: 


(6) Ug Ug UyUagy = T, bey = a, i. = b, Vee =, 
sodass also jede Substitution der Indices a, 6, y eine Substitution der 


entsprechenden Buchstaben a, b, ¢ nach sich zieht. In diesen Zeichen 
kann man schreiben: 


(7) R= > (aa? + 2beBr — 4(—1)"7°*" a.a55T?). 

a, 3,7 
Die Identitiit nun, welche unserm augenblicklichen Zwecke dient, lautet 
in der Bezeichnung;}) der Darstellung (4) von R: 





*) Rosenhain, Mémoires des savants étrangers 1851, Neuerdings Ostwald’s 
Classiker Nr. 65, 


**) H. Weber, Ueber die Kummer’sche Fliche 4. 0. Borchardt’s Journal 
Bd. 84. 


***) Krazer, Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen 1882, 8. 45. Dort 
steht C fiir D®. 


+) Man wiirde statt A, A eingehender, aber umstiindlicher Agy> Aye be- 
zeichnen kiénnen. 


tt) Krazer a, a. O. 
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(8) Atiapy + B= — 2m): aBy*: Ug ts thy Us Ue Ue 
und ist fiir die Rosenhain’sche Auflésung um deswillen von Bedeutung, 
weil sie zeigt, wie sich durch die sechs Functionen eines Sextupels die 
Quadrate der 10 iibrigen Thetafunctionen rational ausdriicken lassen. 
Wie man sie mit Hiilfe der Formeln des § 4 aus R = 0 ableiten 
kann, dartiber folgende Bemerkung: sind uz, w3, uy, ug, proportional 
den homogenen Coordinaten eines Raumpunktes, so ist R =O die Glei- 
chung der Kummer’schen Fliche am Coordinaten-, als Beriihrungs- 
tetraeder; die linke Seite von (8) ist also proportional mit einer der 
vier Ebenencoordinaten, wie dies von der rechten Seite in § 4 gezeigt 
wurde. 
Bezeichnet man nun die linke Seite von (8) mit Reg, und ver- 


mehrt sodann uv um 4 Psy, So erhalt man eine ahnliche Gleichung: 
(9) Rk, = 2(— 1)*6r-e Ty ° aBy? "Us Uy UpsyatlaydUgyeUpys, 
worin Rg, wie Rasy, ein homogenes Polynom 3. Gr. in «2, us, Uy, Way: 
Aus (VI), (8), (9) ergibt sich nun sofort: 
(10) — &pyM -aBy®-T-(2u)e = Rate + Ragy*Wa3y 
und hieraus unter Beniitzung der Zeichen (5), wenn man ausserdem 
T? mit Hilfe von R = 0 beseitigt: 
(VII) 0 OEY" 1 thy ty Uapy(2U)e = a@AA + DAB + cAL. 

by 


Entsprechende Ausdriicke fiir (2u)z; und (2), ergeben sich hieraus 
durch Vertauschung von «@, B, y. 

Um nun auch (2u)3, (2u)., (2u)¢ rational darzustellen durch die 
Functionen (1), wenden wir auf (V1) die Substitution (@d)(B«)(y&) an 
und erhalten nach Multiplication mit T: 

(11) 5x: T- (2u)s = (— 1)*2°9 tg tg Uay ds Upyd Uy Uj Ua py Yess + T?. 
Wie die Gépel’sche Relation lehrt, sind die Producte 
(12) UgtsUaydUpyd, Uy UW Uyas Was 


rational ganz durch vier linear-unabhiingige Thetaquadrate ausdriick- 
bar, also auch durch 


(13) Way us, Uy; Wapy- 


Man leitet aber diese Ausdriicke wohl einfacher mit Hiilfe des Hermite- 
schen Satzes her. Ich begniige mich damit, sie anzugeben: 


(14) Qamtie tts tte yattg ya —=(—1)"¥ (@A-Leak) + (— 1-7 (bB-+ (ce — ¢4)F) 
(— 18 +697 Quy Us Uyap Midas 


5 i 
(19) = (— 1)"7(@A + esl) — (— 18-7 (0B + (e —ca)M), 
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worin bedeutet: 

(16) m = (— 1)*8-*'O,,dey und cg = (— 1)r2 8p’ y. 

Mit Hiilfe von (14), (15) kommt dann (11) auf die Form: 
2(— 1)89-49' de m?- T-(2u)s 

= (aA-+ csf)? — (0B + (c — eg) )?-++ 4(— 189-9 m? T? 


und aus dieser Formel leitet man durch die Vertauschung von 0, «, € 
entsprechende Ausdriicke fiir (2w)., (2w): her. 


(VIII) 


§ 9. 


Ringsberiihrende Kummer’sche Flachen. 


Die Formeln (VII) und (VIII) kann man u. A. dazu verwenden, nach- 
zuweisen, dass die Kummer’sche Fliche von einer oo®-Schaar von an- 
deren Kummer’schen Fliichen liings Curven 8. O. beriihrt wird. 

Setzt man (vergl. § 5, Schlussbemerkung) 

(1) a@:Bry:6 = (— 1)*B 47 u.?: (— Lr Fo us? (— 1yre'r8 u,?:u4*, 
so sind 
(2) A=0, A=0, B=0, B=0, F=0, F—0 


Flichen 2. O., welche durch die Coordinatenecken einfach hindurch- 
gehen. Wenn wir die rechte Seite von (VII) mit M, bezeichnen: 


M, = aAA + bAB + cAT, 


so ist also Mz = 0 eine Flliiche 4. O., welche die Coordinatenecken zu 
Doppelpunkten hat, Sie schneidet die Kummer’ sche F'liiche wegen (VII) 
erstens in den Curven 


(5) Ue =0, Ug=—0, ty=0, Uepy = 9, 
d. h. in den Beriihrungskegelschnitten des Coordinatentetraeders, zweitens 
in der Curve 
(6) (2u)a = 0, 
d.h. nach Herrn Rohn in einer von den sechs ausgezeichneten Haupt- 
tangentencurven. Analoges gilt fiir Mg =0, M,=0. 

Es sei nun wie vorher T = Ugtg Uy Uagy, ferner soll, wenn ® und 
Y Polynome in «2, up, uy, Wegy sind, deren Differenz durch T? ohne 
Rest theilbar ist, die Schreibweise Geltung haben: 

o=¥. 

Dann ist: 


(7) A? 


H 


A? ABI == ABr 


I 
| 
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(8) R=a®A? + 0?B? + 6? + QheBr + 2eaTA + 2abAB 
AM;=BM. ABM,=BIM, 

(9) M? = RA’ MaMs = RAB, 

worin auch jede cyclische Vertauschung der Charaktere a, B, y und 

zugleich A, B, T statthaft ist. 


Addirt man zur rechten Seite von (VIII) den identisch verschwin- 


denden Ausdruck R (§ 8 (7)) und bezeichnet die Summe mit 2M,, 
so sind 


(10) Ms=0, M,=0, Me=0 

Flichen 4. 0., welche die 2 = 0 ausser in dem Kegelschnittquadrupel 
(5) bezw. in den Curven: 

(11) (2u) =0, (2u),=—0, (2u)—0 

— den drei weiteren ausgezeichneten Haupttangentencurven — schnei- 
den. Setzt man noch zur Abkiirzung: 

(12) aA+tel=—A, aAtef=—E, aA+er=Z, 


so ist: 


(13) My = (aA + cf) A + adAB + deyBr 
und man hat: 
(14) Ms? = RA2, MsM.=RAE usw. 


(15) MeMy=RAA, M3M;= R(aAB+ csBr), M,My = RTA. 
Sind nun a, b,c, >, ¢, 3, ¢ veranderliche Parameter und setzt man: 
(16) aMe + 6Ms + cM, +9Ms-+¢M,.+3M:;+1rR=M 

und fiihrt man allenthalben die Coordinaten (1) ein, so gilt auf Grund 
von (9), (14), (15), die Gleichung: 

(17) 2= RR’ + apyo-K, 

worin R’ in A,B, f,A,B,F homogen und vom 2, Grade, R’ = 0 also 
eine F’, bedeutet, welche wie R —0 und M==0 die Tetraederecker 
zu Doppelpunkten hat. K = 0 bedeutet eine F’,, deren Coefficienten, 
wie diejenigen von R’ = 0, die veriinderlichen Parameter im 2. Grade 
enthalten. 

Aus der Form der Gleichung (17) kann man nun eine Reihe 
von Kigenschaften der Flichen R’ und K auf Grund der Eigen- 
schaften von R und M erschliessen. Wir untersuchen zuerst die 
Schnitte. a, B, y, 6 sind Doppelebenen von R’, wie von R; wir be- 
zeichnen mit u,, Ug, Uy, Ue die Beriihrungskegelschnitte der letzten, 
mit wa, Ws, Wy, Ws die der ersten. So haben wir z. B. als Schnitt 
von M und @ die Curven w,, %, was symbolisch ausgedriickt sein 
soll durch: (M, @) = uaa. Dann ist ebenso: 
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(@, R)=Uete, (@, BR’) =tete, (M, R) = tigtiguy Ue -0 
(M, R’) = Ug us Uy Ue Q' 


wobei @ und 9g’ Symbole fiir Curven 8. O., schliesslich : 


nd (M, K)=o-¢'. 

| Wir schliessen nun — zur Vereinfachung der Sprechweise den allge- 
: meinen Fall in’s Auge fassend — wie folgt: 

4) 


1) Jede Ecke ist, als Doppelpunkt von R und M, vierfacher Punkt 


von (M, R). Durch sie muss also, da nur 3 Kegelschnitte hindurch- 
gehen, @ einfach gehen. Von den iibrigen Doppelpunkien von R liegen 
el je 3 auf einem dieser Kegelschnitte. Da durch sie M hindurchgeht, 
sind es Doppelpunkte der (M, R), also geht auch g einfach durch sie. 
e geht durch alle Knotenpunkte von R einfach hindurch. 
ai 2) @ schneidet jede Tetraederebene in 8 Punkten, z. B. die @ in | 
den sechs dortselbst befindlichen Knotenpunkten von R und zwei wei- 
teren Punkten. «w, und w, schneiden sich ausser in den 3 Ecken 
in einem vierten Punkte {, von a, welcher also Doppelpunkt der 
(M, @) ist, und daher beriihrt dort « neben der R auch die M, 
daher muss dort die (M, R) einen Doppelpunkt haben, dessen Zweige | 
bezw. ue und w, beriihren. Nun ist der eine Zweig offenbar w,, selbst, 
der andere muss also @ angehéren, d.h. @ beriihrt in %, die @ und 
die R, und hiermit sind die beiden letzten Schnittpunkte (@, «), als 
A. in %, vereinigt, gefunden. Es folgt hieraus weiter, dass g durch die 
Ecken hindurchgeht, ohne i. A, dort eine der Tetraederebenen zu be- 
riihren. 
3) Ebenso lisst sich schliessen, dass 9’ durch die Ecken des Tetraeders 
und i. A. einfach hindurchgeht, dass diese Curve die @ beriihrt im Punkte $3, 
und dort zugleich u,, also R beriihrt, dass sie mithin mit jeder Tetra- 
ederebene noch 3 weitere Schnitipunkte hat, welche, da g’ der R’ an- 
— gehért, jeweils dem betreffenden Kegelschnitte w’ angehdren miissen. 
rower Diese sind daher, wie der Anblick von (17) lehrt, Doppelpunkte von 
aa R’. Mithin ist R’=0O eine Kummer’sche Fliche. 
rade 4) Als Schnittpunkte von g und R’ sind nun bekannt: 
I. die Tetraederecken, in welchen M*, RR’ im 4. Grade, aByo 
eihe nur im 3. Grade, daher K im 1. Grade verschwindet, 
gen- II, die Punkte $2, $s, By, Be, in welchen KR und R’ einfach, 
die aByo ebenfalls einfach, also K auch nur einfach ver- 
 be- schwindet. 
ten, Jeder der vorgenannten Punkte zahlt aber als Schnittpunkt von R’ 
anit und @ doppelt: die Punkte I, weil zugleich Doppelpunkte von R; die 
ecis Punkte II als Beriihrungspunkte. Es bleiben also von den insgesammt 
8.4 = 32 Punkten (9, R’) noch iibrig: 
Mathematische Annalen. L. 14 
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III. 16 weitere Schnittpunkte ausserhalb der Tetraederebenen, 
und diese miissen, weil fiir sie M, R, R’ verschwindet, 
Doppelpunkte von K sein. 


Mithin ist K =O eine Kummer’sche Fliche. 


Wir wollen noch darauf hinweisen, dass R’ in besonderen Fiillen, 
das Quadrat eines Ausdruckes 2. Gr. wird, z. B. ist fir b=—0O, r=0 


R’ = (aA+ cf + dA + cE + 32)? 


§ 10. 
Determinante eines Rosenhain-Quadrupels. 
Wir gehen dazu iiber, vierzeilige Determinanten von je vier Theta- 


functionen zu betrachten, geschrieben in vier beliebigen Argumenten. 
Zuniichst ein Rosenhain’sches Quadrupel mit den Charakteristiken: 


a, B,y,6=aBy. 
Seien u,v, w,é die Argumente und w’, v’, w’, ¢’ mit diesen verbunden 
durch die orthogonale Substitution : 


2u =—=—u+v+uw+t 2u—=—w+eve4+uw4+? 
) w= u—v+w+t ities 20 = Ailes te 
270 = utv—w+t 20= w+tw—w+? 
2° = uw+tv+w-—t 2=—= w+tus+t+w—?. 


Diese Formeln gehen aus (1) und (2) §7 hervor, wenn man dort 
gleichzeitig die Vorzeichen von u,v’, w’,¢ iindert. Durch die nim- 
liche Aenderung geht dann die Riemann’sche Thetaformel (3), wenn 
man zugleich setzt: 


a=aby t=—ap eye, 
iiber in 


(2) 4u/,03 Wyte == P5 i-- 1)°*"*' te pyVxyaWrapte , 
x 


Durchliuft 4 die Reihe 0, ¢,€,6, so sind 4, ABy, Aya, AaB 16 in- 
congruente Charakteristiken. Man kann daher die rechte Seite von 
(2) in die Form setzen: 


> (=1)** (wapyv2yatiagti—UaV rap tOiyetiey—UiagiWagrtiya- UayuVapyWatiag)» 
4=4,2,0,0 
Wenden wir nun auf das Glied w.v;w,t den Process der Determi- 
nantenbildung an, d. h. nehmen wir die 12 geraden, sowie die 12 
ungeraden Substitutionen der u, v, w, ¢ vor, von welchen vermiége 
(1) jede die gleichlautende Substitution der gestrichenen Buchstaben 








in- 
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ap)» 


rmi- 
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nach sich zieht, multipliciren im ersten Falle mit + 1, im andern mit 
— 1, und addiren, so kommt: 


U2 UeR Uapy Uya 


| , ’ ’ ’ 3 F 
(IX) Q | Va Up Vy Vo | > (- 1)? Va Ving Vagy Vaya 
We Wz Wy We a Wr Wrap WisyWaya | 


| 


Die Substitutionsformeln (1) vertragen eine gleichzeitige Vermehrung 


Uy Up Uy Us 








£466 | hh taape tigy tye 


aller 8 Argumente um dieselbe Grésse. Vermehrt man um s Pee, Pet , 


$ prs, so erhilt man drei neue Gleichungen, welche (IX) analog sind. 


Um diese bequemer schreiben zu kénnen, fiihren wir die Bezeich- 
nung ein: 
| Ua Uaas Uapy Uaya 
V2 Viag Vapy V 
= ae 4 Vag VaBy Vaya 


| 

| 

| 
= Aa 

| Wi WiapWipy Wiya 

1 

| 


| ta thee tapy hye 


und verstehen unter Aj denselben Ausdruck, geschrieben in w’, v’, w’, t’. 
Wir haben dann zwischen den zweimal vier Gréssen Ay, A,, Az, A,; 
As, Ai, At, Qo die Beziehungen einer orthogonalen Substitution, 
naimlich: 

2A, = A, + Ay +A. + A: 

2A5 = A, + As — A. — A; 

2A, = A, — A; +A.— dA: 

2A; = A, — Ay — A. + A:. 
Man kann auch bei einzelnen Gliedern der Determinante A, in (IX) 
Vorzeichenanderungen herbeifiihren und dadurch verwandte Gleichungen 


bilden. Wir vermehren u,v, w um 7 Psy und ¢ um _+ Psy, dann blei- 

ben w’, v', w’ ungeindert, ¢’ wird um pz, vermehrt, und Gleichung (IX) 
geht iiber in: 

Ui, We Uy Ue M4 Wap tagy Uaya| 

(Ke) 2} MM ML SMe |! Mer tay ye | 

Wa Wp Wy We 2 Wi WiapWipy Miya! 

—t, te tf —t he —trap tapy —taye | 


Ebenso kann man statt = Der auch 7 Pre; 5 Pag beniitzen und erhiilt 


dadurch zwei analoge Formeln (IXf), (IXy). Durch Vorzeicheniinde- 
rung und Addition erhilt man dann aus (1X), (IXa), (IX), (IX7) 
Formeln von folgendem Typus: 


14* 
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, , , 
js % %y Ua | | Upy2 Uyer Uega| 
’ , , v, | | 
Va Ug Vy be , sis a | 
a! 


== ~_ (—1)9?:# “ti Upya yea Papa | 


, , ‘ |w Ww 
t,, t t, oe re Bra yeast Waga 
und: 
Uae Uz Uy | | Upy2 Uva, Uapi| 
. , , ’ . > i 
4ig| ve "eo Fi 2a A, + (— ate ta Usya Vyara Yap | 
’ , , a | 
| We Wg Wy \Wey2 Wyar Wega! 


Um nun auch die Thetafunctionen eines Goépel’schen Quadrupels in 
analoger Weise zur Determinantenbildung zu verwenden, empfiehlt es 
sich zuvor die Quadrate eines Rosenhain’schen Quadrupels heranzuziehen: 
Gopel hat zuerst bemerkt, dass durch die 4 Functionen eines Quadrupels 
auf Grund einer einfachen quadratischen Transformation die Quadrate 
von 16 Functionen mit anderen Argumenten linear ausgedriickt werden 
kénnen. Es kommt mithin auf dasselbe hinaus, ob man ein Gipel- 
sches Quadrupel, oder ein Quadrupel der Quadrate eines Rosenhain- 
quadrupels betrachtet. 


§ 11. 
Determinante der Quadrate eines Rosenhain-Quadrupels. 


1) Ueber die Determinante : 


2 2 2 2 
| Ue Ug Uy Ue | 
A t | Va v3 vy vs | 8.9.2 8 
(1) (u, v, w, t) = | he a es “+ Ug dz Wy te , 
Wa Wz Wy We | 
| 
2 2 2 12 | 
| te ts t te 


in welcher u,v, w,t ganz beliebige Argumente sind, kann zunichst 
ausgesagt werden, dass sie ungeindert bleibt, wenn a, 6, y gleichzeitig 
um eine beliebige Charakteristik @ vermehrt werden. 

Fir o = af, By, ya ist dies ohneweiters einleuchtend, fiir alle 
iibrigen kann man es an dem Reprisentanten @ = «ad wie folgt nach- 
weisen. 


Da durch die vier linear unabhiingigen Functionen u5 wu}, ,03 dey? “dye 
die Functionen 2, u3, u’, u3 homogen und linear meee werden 


kénnen, kann sich 
2.2 2 2 
(2) > Tk Ui ap Wiya logy 


von A(u, v,w,?¢) nur um einen von wu, v, w,¢ unabhiingigen Factor 
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unterscheiden, welcher = 1 ist, wie man leicht findet, wenn man 
u,v, w,t gleichzeitig um ; pet vermehrt. 
2) Man erkennt auf demselben Wege, dass die Determinante 
A(u,v, w, t) 
bei irgend einer Substitution der 6 Indices a, 8, y, 0, ¢,€ sich nur um 
einen von u, v, w,¢ unabhingigen Factor findern kann. 

3) Zwischen u,v, w,¢ einerseits und w’, vo’, w',  anderseits sollen 
nun wieder die Beziehungen der orthogonalen Substitution § 10 (1) 
gelten, und soll zuniichst die Determinante 

A(w', v', w’, t’) 
als Function von ¢ allein betrachtet und als solche mit ®(¢) bezeichnet 
werden. 

Auf Grund der in 1) angegebenen Kigenschaft lisst sich zeigen, 
dass (¢) eine #-Function 2.0. von ¢ mit der Charakteristik 0 ist, 
d. h., dass fiir jede beliebige Charakteristik 


(3) O(t-+ po) = co HAA Ath O(, hee 1,2. 
Somit kann die Function homogen und linear dargestellt werden durch 
c. & &.& 


mit Hiilfe von Coefficienten, welche von ¢ unabhiingig sind. Da aber 
¢ vor u, v, w nicht ausgezeichnet ist, kann man setzen: 


rs 7 2.2 9,2 
(4) A(wv,w',t’) = = ps > PS Cakim URUE Wi bn y 
h k i me 


wobei jeder Summationsindex die Reihe «, 6, y, 6 zu durchlaufen hat. 
Der von u, v, w,¢t unabhiingige Coefficient ¢,,:,., ist null, wenn 
irgend zwei Indices gleich sind. Denn ein Glied wie 
Coatm Wa Va; by 
aindert sich bei der Substitution (wv) nicht, wahrend hierbei 
A(w, v', w, t’) 
unter Wirkung der simultanen Substitution (u’v’) das Zeichen wechselt. 
Ueberhaupt zieht jede Substitution der Argumente w’, v’, w’, t’ 
wegen § 9, (1) dieselbe Substitution der gleichlautenden Argumente 
u, v, w,¢ nach sich. Man unterwerfe nun die w’, v’, w’,¢’ irgend einer 
Substitution und multiplicire (4) mit + 1 oder — 1, jenachdem die 
Substitution gerade ist oder ungerade. Diese Operation lisst A(u’,v’, w’, t’) 
ungeindert und kann deswegen auch (4) nicht findern. Geht hierbei 
das Glied : 
UW, 20,2 wrt? tiber in + up? 4,2 2, *tm,?, 
so geht zu gleicher Zeit 








| 
| 


A ES eR RAR 
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Cokim Un DW te tiber in + Cari tlh, Vi, Wi, tm,» 

d. h. es ist 
Ci kim, = + Chkimy 
jenachdem hkim in h,k,l,m, iibergeht durch eine Substitution gerader 
oder ungerader Ordnung. 
Hieraus folgt aber 

(5) A(w, vo, w, t’) = Capys . A(u, v, w, f) 
und man findet durch Hinsetzen specieller Werthe, etwa: 


1 1 1 
uU=z Pér> O= 4 Pra» w= > Pag, t = papy> 
dass Cagye = 1 ist. 


Man kann nun die Beziehung (5) noch etwas verallgemeinern. 
Sind namlich 
(6) uz, UZ, uz, we 
irgend vier Thetaquadrate, zwischen welchen eine homogene lineare 
Gleichung mit constanten Coefficienten nicht besteht, so kénnen 
(7) uz, uz, wu, u2 
homogen und linear durch die Functionen (6) ausgedriickt werden, 
also ist die Determinante A(u,v, w,é) bis auf einen von wu, v, w,t 


unabhangigen Factor gleich der Determinante der Functionen (6), und 
wir haben den Satz: 


Bestehen zwischen zwei Reihen von Argumenten 
u,v,w,t und u,v,w,t’ 
die Beziehungen der orthogonalen Substitution (1) § 10, und sind 
O(u) = uz, B3(u) = uj, O2(u) = us, (u) —us 
irgend vier linear-unabhingige Thetaquadrate, so ist: 


2 , "2 79 


2 | 2 2 2 2 
Ux Uz Un Uy Ux a Un Uy | 

‘3 3 4. ’3 2 2 2 2 

% 1 % Vy Ve VL Um Vy 

(X) 2 2 "3 Li 2 a 2 
|W, Wa Wy Wy | We Wa Wy Wy, 

“9 *2 |} *2 | 2 2 2 2 

i. =. | < ‘¢ @ <¢€¢ 


Nach Gépel kénnen ferner simmtliche 16 Thetaquadrate auf Grund 
quadratischer Transformation linear und homogen durch die Functionen 
eines Gépel’schen Quadrupels ausgedriickt werden, geschrieben mit 
doppelten Argumenten und Moduln, woraus wir schliessen: 

Bilden die Functionen 


B,(U) = te, Dy(u)— uy, F(u)— ue, BH (wu) =u 


ein Gopel’sches Quadrupel, so geht durch die orthogonale Substitution 
§ 10, (1) die Determinante 
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| a Up the he | 


\ Va Up Ur Uy 
We Wyo We UW, 
ta ty t t ¢ 


(XI) 


in sich tber. 


Zum Schluss méchte ich, als hierher gehérig, ein Formelsystem 
mittheilen, welches wie (IX) mit der Riemann’schen Thetaformel her- 


geleitet werden kann, ohne dass ich auf diese Herleitung 


niher ein- 


gehe, weil die Richtigkeit desselben ohnehin auf mannigfache Weise 
gepriift werden kann. Unter Voraussetzung der orthogonalen Sub- 


stitution § 10, (1) ist: 


q , ’ fe 49 
| w.? we? ty? Uo | 
,2 gy? 2 e2 | 
| Vg" Ug Vy Vo" | 
(XII) 4 | ’ fe ‘9 °9 } 
| We We Wy We” | 
| 
| 


ft? t%? %? —8f,?| 
ty Ua bepy Uagy teya Uy 


> | ])ox-#-+0a-’ Ux Uxpy bapy rye faye 
= 71 ; — UxWa Unpy Wasy Vaya Waya 


u,0,w 


— We VA Wegy Vasy Wye Viya 


tras Una | 
Uzap tras 
Vzap Wap | 
Wrap Viap | 


und hieraus durch Vermehrung aller Argumente um > Psy: 


fe 9 , fo) 
Ua? ty? thy? the? | 
' 9 2 ar) ra 
4 Va? Up? Vy? Ue 
W,? Wy? wy? we? 
@ 8 Y oO 
} é a} yo a J 9 
|— 3%? &&? &? to? | 


by Ua tepy Uapy txya Uaya 
~ 2 Za 1)o*-#+02.2 Me ty tty Magy heya aye 
a = ' Vx Wy — Vypy Wigy Vxya Waya 


W, VA — Wxpy Vapy Wyre Vaya 


trap Ujas | 
Uxag trap 
Yxap Wies 


Wrap Viap | 


Hierbei sind, wie bisher, a, 8, y die Indices von 3 ungeraden Charakte- 
ristiken und 6 deren Summe, die Summationsindices x und 4 durch- 


laufen unabhingig von einander die Reihe der 3 iibrigen 
Charakteristiken 6, ¢, € sowie deren Summe o. 


ungeraden 


Fiir die Geometrie der Kummer’schen Fliche lasst sich aus den 
vorstehenden Formeln (XI) und (XII) folgendes sogleich erschliessen: 
Sind u, v, w, t die Argumente von vier Punkten der Fliche, welche 
demselben ebenen Schnitte angehdren, so liegen auch die vier Punkte, 


deren Argumente uw’, v', w’, t aus jenen durch die orthogonale Substitution 





ee 
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2u =-—u+v+uw-+i, 


20 = w—-v+w+i, 
2w = utv—w-+i, 
2¢ = uwtov+uw—t 


hervorgehen, im einer Ebene. Denn fiir die vier erstgenannten ver- 
: : : 2 2 
schwindet die Determinante > + Ua; w;yts, daher wegen (XI) auch 


+ u,.? vs?w,?t,*. Ferner ergiebt sich der von Herrn Rohn erkannte 
Satz, fiir welchen Herr Klein sowie Herr Humbert Beweise erbracht 
haben: 

Liegen u,v, w,t auf einem der Beriihrungskegelschnitte, so liegen 
uw, v', w’, t’ auf einer Geraden. Denn in diesem Falle verschwindet 
fiir die Argumente u, v, w, ¢ eine der 16 #-Functionen; nehmen wir z. B. 

Ug = Vg = We = tg = 0.7 
Es besteht aber allgemein die Productrelation, die ich fiir « hier nur 
in der Form 
AzUy Uxan + Aatation + AnUpe = 0 

anschreiben will, worin x, 4 irgend zwei verschiedene der 3 Indices 
0,¢,€ und w einen der Indices a, 6, y bedeutet. Auf Grund dieser 
Relation verschwinden dann simmtliche zweireihige Unterdeterminanten 
des Summationsglieds der rechten Seite von (XII), somit auch die 
linken Seiten, und also nicht nur + wi? v's? w,? to, sondern auch 
alle ibre dreireihigen Unterdeterminanten. 

Fallen nun insbesondere 3 der 4 Punkte in Knotenpunkte, ist also 
etwa bei oben gewahltem Beispiele: 

1 1 1 
Us J Pas, w= J Psy t= > Pre, 
wahrend w veranderlich bleibt, wobei jedoch u, = 0 sein soll, so ent- 
spricht dem wandernden Punkte « eine wandernde Gerade, welche 
jeweils 4 Punkte w, v', w’, t’ ausschneidet. In unserem Beispiele ist: 


2u' = —U+ pesy, 20 =—utp, 20=—u+p., 2t'’=u+ pz, 
sodass also wegen t, = 0 

(2u’)o = (20')e = (2’)g = (2t’), = 0 
wird; d. h. die 4 Punkte wu’, vo’, w’, ¢’ liegen auf einer der 10 Funda- 
mentalflichen und die Gerade ist Erzeugende dieser Fliche. 


Auf andere ebenso nahe liegende Folgerungen will ich hier weiter 
nicht eingehen. 
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An Universal Invariant for Finite Groups of Linear Substitutions: 
with Application in the Theory of the Canonical Form of a 
Linear Substitution of Finite Period. 


By 


Exv1axm Hastinas Moore of Chicago. 


1, 


Theorem I. A finite group of n-ary linear homogeneous substi- 
tutions leaves absolutely invariant an n-ary positive Hermitian form. 
By proper linear transformation of the group this invariant form is 

HX, + LoL, +++ + LnZn. 

Corollary. With every finite group of n-ary linear substitutions 
is associated an holoedrically isomorphic group of real 2n-ary linear 
orthogonal substitutions. 

An n-ary Hermitian form (Hermite: Journal fiir die Mathematik, 
vol, 47, p. 346) is a form 


(1) HO|x, 2) = >) 0; 2:3; (iy = 8), 
i,jal-eon 

that is, a bilinear form whose two sets of variables are conjugate- 
imaginary , and whose corresponding coefficients are conjugate-imaginary. 
An Hermitian form is its own conjugate-imaginary and so assumes 
for any values whatever of the » variables x only real values. A positive 
Hermitian form assumes only positive values (and 0, for 7, =-+-—=2,—=(). 

Under a linear substitution on its variables a Hermitian form 
transforms into another such form; thus under 


(2) Xi = Sony (¢<=1,...,) 


k==lyeesyn 
we have 


(3) H(8\x,z%) = H(0'|\y, Y); > 05 HF; = Som i, 
where ? a 


(4) Oi. = da Qi; @%:, and so Oy, = Oj. 
ij 
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A positive form transforms only into positive forms. All positive 
forms are equivalent under the group of all linear substitutions, for 
every positive form may be trausformed to the canonical form 


WI: + YoYo + +++ + YnJn- 
This transformation is effected for instance by a step-by-step process 
similar to that used in the transformation of an n-ary positive quadratic 
form to the sum of » squares (e. g., Baltzer, Determinanten, § 13, 11, 
p- 175, 5" edition). 
The Theorem I is then proved when we exhibit a positive Hermitian 
form H(6|x, Z%) invariant under the (any) finite group of N substitutions 


l,-+-” 
(5) “4 > al x. (r=—=1,...,N). 
k 
(i=1, +++, n) 


Using a general well-known and wide!y applied group-theoretic process, 
we take any particular positive form H(6|z, %), for instance 


H(B \x, Z) = > ai ‘ 
i=1,-++n” 
Under the substitutions (5) H(@ |, 2%) transforms to N forms 
H (B® | 2’, Zz). The form 


(6) H@|2, 2) =>) H(a'| x, 2) 
r=1,---,N 
is our desired invariant form, 

Klein first effected (Mathematische Annalen, vol. 9, 1875) the 
complete determination of all finite binary groups by the theorem 
(1. c., pp. 186—7) that the corresponding group of real quaternary 
collineations with positive determinant of the ellipsoid z?+- y*?-+- 22—w’=0 
into itself leaves invariant a point within the ellipsoid and so can be 
transformed into a finite group of real rotations around a fixed point. 
This result is easily derived from our theorem for m= 2. Indeed it 
was by the analytic phrasing in terms of binary groups of Klein’s 
invariant point that I was led to the discovery*) of the universal 
invariant positive Hermitian form. 

*) Presented July 10, 1896, to the Mathematical Club of the University of 
Chicago in a paper entitled: Concerning Finite Groups of Linear Homogeneous 
Substitutions (University Record, vol. 1, p. 276, July 24, 1896). 

When the theorem was communicated in September, 1896, to Professor 
Klein, he called my attention to the fact that it had been stated (without proof) 
by Loewy: Sur les formes quadratiques définies & indétérminées conjuguées de 
M. Hermite (Comptes rendus ..., vol. 123, pp. 168—171, July 20, 1896). 

{Addition of Oct. 16, 1897. With respect to the theorem I — of the universal 
invariant — I refer further to the report of Klein, Ueber einen Satz aus der 
Theorie der endlichen (discontinuirlichen) Gruppen linearer Substitutionen beliebig 
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Valentiner (De endelige Transformations-Gruppers Theori 1889) 
shows (I. c. pp. 102, 210; 138, 218) that every finite binary (ternary) 
group can be so transformed as to leave invariant 2,Z, + 2,7, 
(a, %, + 2%, + %,%,). He obtains these results — the theorem I 
for n = 2,3 — by an involved analysis based ‘on the theory of the 
canonical form of a linear substitution of finite period. To this theory 
(for m=), on the other hand, we proceed to apply the Theorem I. 


; IL. 
Theorem II. An n-ary linear homogeneous substitution 
(1) ai = >) cindy (¢an1,..., 0) 
k=1,-- 
of finite period p may be linearly transformed to the canonical form 
2) Yi = EY: (¢—=1,...m) 


where the ¢;’s are p” roots of unity. 

This theorem was stated by Jordan*) (1878). It has been proved 
in various ways by Lipschitz**) (1887), Kronecker**) (1890), 
Ed. Weyr**) (1890), and Rost**) (1892). In the paper immediately 
following this paper in the Annalen, my colleague, Prof. Maschke**), 








vieler Verdinderlicher, (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, vol, 5, 
p. 57, 1896), and to the closely related investigations of Valentiner (I. c., I, 
pp. 89, 207, 1889) and Fuchs, Ueber eine Classe linearer homogener Differential- 
gleichungen (Sitzungsberichte der kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, July 9, 1896, pp. 753—769), and Remarques sur une Note de M. Alfred 
Loewy intitulée: »Sur les formes quadratiques définies a undeterminées eonjuguées 
de M. Hermite« (Comptes Rendus, vol. 123, pp. 289—290, August 3, 1896), 
Fuchs in his Remarques makes the (improper) claim that certain results of 
his preceding paper establish the universal invariant theorem. In fact, however, 
those results involve the condition (1. c. p. 768) that at least one substitution of 
the group has distinct multipliers.] 
*) Jordan: Mémoire sur les équations différentielles linéaires a intégrale 
algébrique (Journal fiir die Mathematik, vol. 84, pp. 89—215, 1878; p. 112). 
The reference sometimes given form = 3 to Hermite (Jowrnal ..., vol. 47, 
p. 812, 1854) is in error. 
**) Lipschitz: Beweis eines Satzes aus der Theorie der Substitutionen 
(Acta Mathematica, vol. 10, pp. 187—144, 1878). 
Kronecker: Ueber die Composition der Systeme von n® Grdssen mit sich 
selbst (Sitzwngsberichte der kgl. Pr. Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin, pp. 1081—1088, 1890; p. 1085). 
Ed, Weyr: Zur Theorie der bilinearen Formen (Monatshefte fiir Mathematik 
und Physik, vol. 1, pp. 162—236, 1890; p. 209). 
Rost: Untersuchungen itiber die allgemeinste lineare Substitution, deren 
Potenzen eine endliche Gruppe bilden (p, 28; Teubner, Leipzig, 1892). 
Maschke: Die Reduction linearer homogener Substitutionen von endlicher 
Periode auf thre kanonische Form (Mathematische Annalen, vol. 50, 
pp. 220—224), 
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effects certain simplifications in the Lipschitz treatment and gives 
definitive formulae for the actual transformation of the substitution to 
its canonical form; this latter phase of the subject is also taken up 
by Rost. 

Before proceding to my proof of this Theorem II it is desirable 
to recall certain theorems concerning the transformation of substitutions 
(or bilinear forms or matrices). 

If for any substitution 
(3) x, -> Qik LE (t= 1, * .)”) 

k=1,-++,n 
of non-vanishing determinant we seek those sets of values (17,,...,4n)>=(0,...,0) 
which under (3) are invariant up to a multiplicative factor s, 
(4) (a;', . « -» Sa) = 8 (B,, « . 2» Ba) 
then s must be a root of the characteristic determinant equation 


| @yy — S, Aye ove sy Cin | 
| ow 7 a a 
= 21 ? 22 a eee, S8n 
(5) S(s) =| : =(), 
Ont » One preey Onn —S 


Conversely, if ¢ is a root of the equation (5) of multiplicity e — 
and so, «+= 0 — and if for s =< the determinant (5) has the rank*) 
n—e', then for the multiplier s = exactly e’ linearly independent 
sets (%,,...,%,) can be determined. We have e> e' > 1. 

Now if for every root < of (5) we have e=e’, then, calling the 
n roots €,,..., &,, we have in all m linearly independent sets (x,, ..., Zn) 


(6) (yy ++ +) Bn) = (Yay, + ++» Pas) (/=1,...,m) 
which under (3) transform respectively to the » sets 
(7) (2, ++ +5 Un) = & (My, -- “" Yas ) (f=1,...,m). 
Then further, unter the linear substitution 
(8) vk -»> PU Ui -> vis (0, Reds... m) 
J=1,°°°,2 f=1,-++,n2 


of non-vanishing determinant, the substitution (3) transforms to the 
canonical form 


(9) Yi = EY; (i=J,...,%). 
Conversely, any transformation of the substitution (3) to the 
canonical form (9) is obtainable in the way just indicated. 
Thus, the necessary and sufficient conditions that a substitution 
(3) of non-vanishing determinant be capable of linear transformation 


*) A determinant has the rank r if it has at least one non-vanishing minor 
of degree r but no non-vanishing minor of degree r+ 1. 
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into the canonical form (9) are that for every root ¢ of the characte- 
ristic equation (5) the multiplicity e and the rank m—e’ of the 
determinant (5) for s==¢ have the sum m, and that the ¢, ’s of (9) 
are these roots ¢ each with its appropriate multiplicity. 

Now, for a substitution (3) = (1) of finite period p these necessary 
and sufficient conditions are satisfied. 

I prove this by exhibiting a step-by-step process effective for the 
transformation of (1) into (2). The possibility of this transformation 
thus being proved, the direct transformation-process outlined above is 
known to be effective. 

The substitution (1) generates a finite cyclic group of order p. 
We suppose that (as a result of a properly-chosen preliminary linear 
transformation and in view of Theorem I) the substitution (1) leaves 
invariant the form 


(10) Hy Wy H%y +++ + Mn%n. 

Under (1) for a root ¢ of (5) there is (by a remark made above) 
at least one set (2, ,...,%n)+=(0,...,0) for which (a,’,..., 2) =&(a,)...%n)- 
This ¢ must then be a p root of unity. We consider one such set 
(11) (@, . . 0) Ba) = (94, -- > Yn) = (0,..., 0). 

We may and do suppose further that 
(12) ViVi + 272 tees + YnPn = 1. 
Now there is a linear substitution 
(13) a= >) Brae (i=1,...,m) 
° A=1,-++,” 
(as is proved below in the Lemma) which transforms the form (10) into 
(10') od ay + 2 29 +++ fnen 
and (7;, Y2)+++) Yn) into (1,0,...,0). The substitution 
(13) a => Bint, 2%; =>) Bix Xx (s==],...,%) 
k=1,--+, k==1,+++ 
transforms (1) into say 
(1’) a -> On Be. (t==1,...,%) 
k=1,-++,n 
The substitution (1') is of period p. It transforms (z,, 2, ” ven) — == (1,0,. 
into (2;’, 2’, ...) 2) = @(1,0,...,0). Hence al =e, af) —0 (i=2,.. ”. 
It leaves invariant the form (10’). Hence af} = 0 (k==2,....m). The 
substitution (1’) decomposes road into 
(1,’) ay = &2,, 


(1,) a -> oly Bp (t==2,...,%). 
k=2,--+,n 
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The substitution (1,’) on the n — 1 variables z,,..., 2, is of period p 
or a divisor of p. 

It is then by mathematical induction clear that the substitution (1) 
may be transformed to the canonical form (2). 

Lemma. There is a substitution (13) of determinant 1 which 
transforms (10) into (10') and (y,, y2,..-, Yn) into (1, 0,..., 0) where 
Vip+++> Yn are m quantities subject only to the condition (12). 

By an obvious substitution of determinant 1 involving essentially 
only two variables the case y, = 0 is reduced to the case y, + 0. 

We suppose then y, + 0 and set 


(14) yyy Cm = VI) HF Y2P2 +E Pm%my Onl 
(m=2, 3,...,%), 


taking the positive square root of each positive radicand. Then 


(15) Cn = VCm—1 Cm—1 + Yn?m (m= 2, 3, ote ”) + 
We introduce the sequence of m systems of m variables each 
(16) af, ..., 5 (m=1,..., 2) 


and in each system a set 


S, (oi), eM, et, ww ww we Ql) (C7, 2g) Mgr © + 0M) 


O00 SN Ca enn a is ee EE) Ded CARL A EY 





S, (2), 2, a, 2 2 1 6. . pe) —(,—1,0,0, . . . . , 9) 
(m=2,...,n—1) 


and the sequence of »— 1 substitutions C,, (m=—2,3,..., m) of 
determinant 1 


(m) —— Z (m—1 y (m—1 
Con x" > Cy—1%y" ’ +> Pin an ’ 
’ of = —1 (m—1 
(1 8) Cn e., aim) _e Tn am ) + Cn—1 vn , 
lial = : — 
ain) ome ee (j1,m; j—1,2,..., 0). 


C,, transforms the set S,,_; to the set S,, and the form (10) in the 
a™-") to the form (10) in the a). Hence, if we set 

Y= 7, 2”) =z, (¢t—1,...,M), 
the substitution between the zg and the « compounded from the »—1 
substitutions C,, (m=2, 3, ...,) is the substitution (13) whose existence 
we were to prove. (Of course there are infinitely many other such 
substitutions (13) -) 


It is to be observed that my proof of Theorem II involves besides 
the most obvious group-theoretic properties of substitutions only the 








’ ?,) 
? ?,) 
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theorem of the reducibility of a positive Hermitian form to its canonical 
form and the theorem that for every root ¢ of the characteristic 
equation (5) of a substitution (3) of non-vanishing determinant there 
exists at least one set (2,,..-,%n) += (0,...,0) for which 


(Sy, - » +9 Sn) = 8(By, . «oy Ba)- 


III. 


Corollary: As to the totality of Hermitian forms invariant under 
a linear substitution of finite period p. 
We take the substitution in the canonical form (II, 2). Under 
this substitution the Hermitian form H(6|y’, y’) transforms (I, 2, 3, 4) 
into the form H(@'|y, y) where 
(1) Oh: = &, On2 E& == & Ox: er) (k, l= 1, | % 
Hence, the form H(6\y, y) is invariant if its coefficients 6,; satisfy 
the equations 
(2) Ox: (& — &) = O (hk, b==1,2,...,%). 
Thus, if we distribute the m variables y,,..., y¥, into say v classes 
according to the ¢,,..., &,, assigning all having equal e's to the same 
class, then the general invariant Hermitian form is the sum of » 
Hermitian forms, which are quite arbitrary Hermitian forms in the 
variables of the respective classes. 


The University of Chicago, March 17, 1897, 











Die Reduction linearer homogener Substitutionen von endlicher 
Periode auf ihre kanonische Form. 


Von 


Hernricn Mascnuxke in Chicago. 


Im Folgenden gebe ich eine Behandlung des in der Ueberschrift 
genannten Problems, welche mit Hiilfe gewisser, von Lipschitz*) zum 
Zweck der Aufstellung der nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen fiir die Endlichkeit der Periode einer linearen Substitution 
benutzter Ausdriicke unmittelbar zum Ziele fiihrt. In § 1 setze ich 
die von Lipschitz angewandte Methode in etwas abgeiinderter Dar- 
stellung auseinander, und gebe in § 2 die vollstindige Lésung des 
Problems. 

Betreffs Litteraturangabe verweise ich auf die hier unmittelbar 


vorhergehende, theilweise den gleichen Gegenstand behandelnde Arbeit 
von Herrn Moore.**) 


§ 1. 
Die Lipschitz’sche Methode. 
Sei 
(1) wi = >) aims (jm 1,2, -- +a) 


k=1 


die gegebene lineare Substitution, von deren Determinante | a;,| wir 
voraussetzen, dass sie von Null verschieden sei. Sowie in (1) soll auch 
im Folgenden stets das durch diese Transformation (1) aus irgend 
einem System von » Groéssen hervorgegangene System durch Hinzu- 
fiigung eines Accentes bezeichnet werden. Durch die p Gleichungs- 
systeme: 


*) R. Lipschitz, Beweis eines Satzes aus der Theorie der Substitutionen. 
Acta math. 10, p. 137. 

**) E. H. Moore, An Universal Invariant for Finite Groups of Linear Sub- 
stitutions: with Application in the Theory of the Canonical Form of a Linear 
Substitution of Finite Period. Dieser Band, S, 213. 











—_—rp_ 











Kanonische Form linearer Substitutionen.' 


n n n 

’ ” ( —1) ( —2) 

(2) “= > Ainte, 2 = > a > ann, 
k=1 k=1 k=1 


n 
= . 
a?) > anal?" (i = 1, 2,---n) 


k=1 
mit Hinzunahme der » Gleichungen: 
(3) . ai?) == a; (¢ = 1,2,---m) 
wird alsdann ausgedriickt, dass die Substitution (1) die Periode » 
besitzt. 
Multiplicirt man die p Gleichungssysteme (2) der Reihe nach mit 


den Potenzen s?—', s?—?,.-+s,1 einer beliebigen Zahl s, und addirt, 
so erhalt man unter Anwendung der Bezeichnung: 


(4) ¥; = s?'a; + s?—2aj, +++ ++ sah 4 gle 

die » Gleichungen: 

(5) Yji= > as Y; (¢= 1,2,++-m). 
k=1 

Aus (4) folgt unmittelbar in Verbindung mit (3): 

(6) Y; a sY; -{- el —_ 8?) x; (a = 1, 2, ona n), 


und nun aus (5) und (6): 


(a4, — 8) ¥, + ay. ¥, + +++ + ain Yn = (1 — 5?) x, 
(7) Go, Yy + (dg, ~~ 8) Vy +++ + + dan Yn = (1 — 8”) 2, 


ini Y, + dna Y, + +--+ + (Gan — 5) Y, = (1 — 8?) ary. 

Man reducire jetzt die Gréssen 2, z;", +-- x\?—) vermittelst der 

Gleichungen (2) auf #,, 2, +++ 2,. Dann erhilt man aus (4): 
" —y ; P 
(8) Yi = Sonia (i= 1,2,-+-m), 
k=1 

und hierin sind die n* Grissen 6; ganze Functionen von s. 

Die Determinante der Coefficienten der Y; in (7) verschwindet 
nicht identisch in Bezug auf s, Lést man daher (7) nach den Gréssen 
Y;, so erhilt man, wenn man die Determinanie 


; G1 — 8, Aor **+* Gin 
(9) @o4, Bg,7 — S$, +** Gan | 
} . . . . . 
| Qnty) Gus “1 °@ag — 3S | 
setzt, und ihre Unterdeterminanten » — 1'" Grades mit S;, bezeichnet, 
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=~ i5f. > Sri (¢—==1,2---m). 
Durch iliac ao mit i. ~ 


(1 — s”) S.; 
(10) On; => —— 3s e 
Bezeichnet man nun die Determinante der n? Gréssen 6;,; und S;; mit 
6x: |, resp. | S,; |, so erhailt man wegen | S;; | == S"—' aus (10): 
? p 
— 
(11) leu | = © 7 ° 


Hieraus folgt mit Riicksicht auf den unter (8) gegebenen Satz, dass 
(1 —- s?)" durch § theilbar sein muss, die Gleichung S=0 also nur 
p’* Einheitswurzeln zu Wurzeln haben kann.*) 


§ 2. 


Die Reduction auf die kanonische Form. 


Ich bezeichne jetzt Unterdeterminanten 4'** Grades der Determi- 
nante | 6;,| mit |o|,, und gebrauche die analogen Bezeichnungen | 8 |, 
fiir Unterdeterminanten 4" Grades der Determinante | S;,| (wo S;, 
wie vorher fiir » — 1° Unterdeterminanten von S steht), und | s |, fiir 
Unterdeterminanten A‘ Grades der Determinante S. Dann folgt 
aus (10): 


| | (1 gos s?)* U 
\on = st | S 2 
Diese Gleichung reducirt sich wegen | S, | = S*-"| s |,_a auf: 
a 
(12) lo|,— G—s | S Ina 


Ss 
Bezeichnen wir ferner die p'* Kinheitswurzeln in irgend einer 


Reihenfolge mit ¢,, ¢,,... & und die Multiplicitét von « als Wurzel 
von S = 0 mit a, so ist: 
(13) S = (& — 8)"(& — s/"-+- (& — 5)”, 
(14) Wy fay poss —=n. 
Die Gréssen @ kénnen die Werthe 0, 1, 2, ... ” haben. 

Sei jetzt ¢ irgend eine der Wurzeln von S=(, @ ihre Maultipli- 
citit, dann verschwindet, wenn wir in (12) s =e und 4 =a setzen, 


(1 —s”)* 


3 nicht. Andererseits verschwinden auch nicht simmt- 


der Factor 


*) In gleicher Weise folgt, dass der in (10) auf der rechten Seite stehende 
Ausdruck eine ganze Function von s sein muss fiir alle n* Unterdeterminanten 
S,,- Dies besagt (cf. Lipschitz 1. c. pag. 140), dass die siimmtlichen Elementar- 
theiler der Determinante S von der ersten Ordnung sind. 
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Kanonische Form linearer Substitutionen. 993 
liche Unterdeterminanten |s|,_. fiir s == «. Letzteres folgt, wenn man 
die « successiven Differentialquotienten der Determinante S nach s 
bildet. Man erhilt 


. a’s 
(15) = (— I Disha 


wo sich die Summation iiber alle diejenigen Unterdeterminanten 
n — k= Grades erstreckt, deren Hauptdiagonalen in der Hauptdiago- 
nale von S liegen. Fiir s—e als a-fache Wurzel von S=—O ver- 
schwinden siimmtliche Differentialquotienten von S bis zum «& — 1' 
incl. Dagegen verschwindet der a'* Differentialquotient nicht, und 
desshalb kénnen, wie (15) zeigt, nicht simmtliche Unterdeterminanten 
| |n—e fiir s = verschwinden. Also kénnen auch nicht simmtliche 
Unterdeterminanten | o |, fiir s = ¢ verschwinden. 

Andererseits verschwinden aber simmtliche Unterdeterminanten 
6 , fiir s =e, wenn 4 >a ist, weil in dem Ausdruck (12) alsdann 


der erste Factor ie of 3 verschwindet. Mithin haben wir den Satz: 


Setat man in der Determinante | 6;,|s =, so ist | 6ix| vom 
Range «, wenn a die Multiplicitit der Wurzel s = in S=0 bedeutet. 

Hierbei ist der Rang einer Determinante nach Kronecker folgen- 
dermassen definirt: Eine Determinante ist vom Range r, wenn nicht 
alle Unterdeterminanton vom Grade r*), dagegen siimmtliche Unter- 
determinanten verschwinden, deren Grad > r ist. 

Kehren wir nunmehr zu den Gleichungen (8) zuriick. Ich be- 
zeichne diejenigen Werthe, die man aus den Gréssen Y; erhilt, wenn 
man in den in (8) auftretenden 6;, s = & setet, mit y;,. Aus dem 
Vorhergehenden folgt dann: 

Unter den n cu der Wurzel & gehirigen Grissen 


Yia= >) oui (¢= 1, 2, ee - ”) 
k=1 
giebt es genau a linear unabhingige. 

Greift man daher aus den n zu jeder der Gréssen «(4 = 1, 2, --- p) 
gehdrigen Gréssen y,;, je ein System von a, linear unabhiingigen her- 
aus, so erhiilt man — vgl. (14) — «, + a, +---+ a, =m Grossen 
y, die ich normal nennen will. 

Diese ~ Normalgréssen y sind es, welche die Reduction auf die 
kanonische Form leisten. 

Um dies nachzuweisen, bezeichne ich zuniichst die «, zu der Wurzel 
& gehérigen Normalgréssen y;, als zur Classe 4 gehdrig. Dann folgt 
aus (6), dass simmtliche zu einer Klasse 4 gehérigen Groéssen y in 

*) Sylvester gebraucht fiir die Zahl » — + den Ausdruck ,,nullity“. 

15* 
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gleicher Weise durch (1) transformirt werden, niimlich gemiss der 
Gleichung: 
(16) y = ay. 


Ich habe nun nur noch nachzuweisen, dass die m oben definirten 
Gréssen y eines Normalsystems linear unabhingig sind. Nehmen wir 
an, es bestiinde zwischen diesen Gréssen eine lineare homogene Glei- 
chung, so will ich in dieser Gleichung diejenigen Terme, welche sich 
auf die Gréssen y einer und derselben Klasse 4 beziehen, in eine 
Klammer zusammenfassen, und die Klammer mit dem Index 4 der 
Klasse versehen. Die Gleichung wiirde alsdann lauten: 


(Yr Yao) Ei Fe Y2 Fob FY: Fede +p = 9, 
oder indem man die einzelnen Klammern mit 2, bezeichnet: 
» 
A4=> 0. 

d=1 
Da sich nun simmtliche Gréssen y einer Klasse bei Anwendung der 
Transformation (1) — vgl. (16) — mit demselben Factor multipliciren, 
so ergiebt eine p—1-malige Anwendung der Transformation (1) die 
folgenden Gleichungen: 


> # = (0), > 802 == (), > ata am Q, . .0 > ioe = (0. 


Da die Determinante der Coefficienten der z in diesen Gleichungen 
— als Differenzproduct der p verschiedenen Gréssen e — von Null 
verschieden ist, so miissten alle z einzeln verschwinden, was aber der 
Voraussetzung widerspricht, dass die zu einer Klasse gehérigen Grossen 
y linear unabhiingig sind. Wir haben demnach das folgende End- 
resultat : 

Bringt man die durch die Gleichungen (4) definirten n Grossen Y; 
durch Anwendung von (1) resp. (2) auf die Form (8), setet in diesen 
Gleichungen der Reihe nach s = &,, &,... &, wo die é als Wurzeln 
der charakteristischen Determinante S = (&, — s)“'(&, — s)™ ++ + (&—s)” 
der linearen Substitution (1) definirt sind, so gibt es unter den je n in 
dieser Weise aus den Y durch jede einzelne Substitution s = «&, ent 
stehenden Grissen y, stets genau o«, linear unabhiingige Grossen y,. Die 
Anwendung der Substitution (1) auf diese Grissen y, ergiebt die kano- 
nische Transformation: yj = aya. Die a, + a,+ +--+ a, =n 80 
entstehenden Grissen y sind von einander linear unabhiingige, lineare 
homogene Functionen der n Grissen x1, %,, ... Xn. 

University of Chicago, Marz 1897. 
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Concerning Abelian-Regular Transitive Triple Systems. 
By 


Exiaxim Hastines Moore of Chicago. 


Introduction. 


A triple system A, of ¢ elements (¢=6m--1,6m--3) is invariant 
under a certain (largest) substitution-group G‘ on its ¢ elements. The 
system A, is called transitive if its group G* is transitive, and, in 
particular, cyclic if its group G* contains a cyclic substitution on (all) 
the ¢ elements, 

Mr. Netto*) 1893 has given (i. c., §§ 4, 5) explicitly (in terms 
of a primitive congruence-root for a prime modulus) 

1) a cyclic A;—ém4i—p where p is any prime, 
2) a cyclic A: om43=sp Where p is any prime of the 
form p = 6k -+- 5. 

Mr. Heffter**) 1897 brings out clearly (I. c., §§ 1, 4) the “dif- 
ference-problems“ underlying the problems of construction of cyclic 
systems A,(¢—=6m-+1,6m-+3). He then exhibits (I. c., §§ 2, 5) 

3) cyclic A;—¢m+1=12k-+-7=3p-2 Where p is any prime 
of the form p = 4k + 3 with the primitive root 2, 

4) a cyclic Apogn+s—syp Where p is any prime > 3 
(by a slight modification of 2)). 

Mr. Heffter’s interesting paper has led me to recur to the question 
of the construction of triple systems. 

A regular triple system A, is a transitive system whose corresponding 
substitution-group G‘ contains a regular***) sub-group H,‘ of order 


*) Netto, Zur Theorie der Tripelsysteme (Mathematische Annalen, vol. 42, 

pp. 143—152, 1893). 
**) Heffter, Ueber Tripelsysteme (Mathem. Ann., vol. 49, pp. 101—112, 1897). 
***) An abstract group H, of order ¢ with the elements A,,..., A, deter- 


mines the holoedrically isomorphic regular substitution group H; on the ¢ letters 
I 


Aye la, by the correspondence 


ae eee 
A,wa, = ° 
ee eee ere 

A, A;? 1 °A; Aj? ha A; Aj 
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¢ on the ¢ elements; the group H,;' is a group of regularity of the system 
A,. We use the notation A,| H/ for this regular aspect of the system 
4,. In this paper we study the properties of a particular regular 
aspect A,| H; of a regular’system A, and not the interrelations of the 
various regular aspects, 

Two regular aspects A, |H/' and A,"|H,’' are equivalent or 
abstractly identical if they differ only in the notation of the elements, 
Even if the two aspects are not equivalent, the two systems may be 
equivalent. 

If two regular aspects A,| H,‘ and A,|H,’*‘ of the same system 
A, are equivalent, the two groups H;* and H,;’' are conjugate under 
the group G‘ of the A,. 

An Abelian-regular triple system A, is a regular system A, whose 
group of regularity H; is an Abelian or commutative group. 

An abstract Abelian group H; of order ¢ is fully characterised by 
its system of invariants*), say its invariant-character , 


(1) [p*, dine p™ er vp’ |, 

which is a certain combination of powers of primes — the invariants — 
whose product is the order ¢. And conversely, every such combination 
(1) is the invariant-character of precisely one Abelian group H,. 


Of all abstract Abelian groups H, of a certain order ¢ two are of 
preéminent simplicity and interest: 
(2) 1) the cyclic H,, 2) the cyclid H;. 
If the invariants are by pairs relatively prime, then the group H, is 
the cyclic H;, and conversely. If the invariants are individually prime, 
then the group H, is what I call the cyclid H;, and conversely. These 
two groups are identical if and only if the order ¢ is the product of 
unrepeated primes; in this case there is indeed only this one Abelian 
group H,. 

We speak similarly of cyclid triple systems A,, and notice at once 
that the cyclic systems 1), 2), 4) are also cyclid systems. 

The contents of this paper 1 now briefly summarize. 

§ 1: A triple system A, with the Abelian-regular aspect A, | H; 


a ‘ ‘ : 

decomposes or separates (as to its ¢é(¢— 1) triples) into m, configura- 

Q . . 

tions**) of type 1° Cf t; = Cf, (3 t) and m, configurations of 
*) Weber, Algebra, vol. 2, p. 39fg. 

**) T use the general matrix notation for configurations introduced in I (Zhe 

General Tactical Configuration: Definition and Notation) of my paper Tactical 

Memoranda I—III (American Journal of Mathematics, vol. 18, pp. 264—303, 1896). 


In particular, a tactical configuration C r(e? ) of rank 2 is an arrangement 
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t 1 
type 2° Cf, (, 1 :) likewise regular with respect te the group H/, 
3 


where m,t¢ + m, rt=Zt(t—1), that is, 3m, + m, => (t—1). Thus, 
(m,, mM.) = (m, 0) if t= 6m-+ 1, and (m,, m,) = (m—m’,1+3m) 
if ¢ = 6m + 3, where m’ is an integer such that 0< m’< m. 

Denoting by A,,..., A; the ¢ elements of the abstract group 
H, and by 1 the identity-element, we find that a regular configuration 
Cf,| H# or Cf,| Hi depends upon a sextette 2,|H, or 2, | H, 

A, A, A, A, A, A; = 1 
4 4 ne Ppengiete 
of six or two distinct elements respectively; in the latter case 
A, = A, = A;. 

Conversely, a sextette 2,| H, or 2,| H, determines two C/, | H,;! 
or one Cf,|H; respectively. The two Cf, |H; are equivalent. 

The regular A,| H,‘ depends upon a separation Xn, ,m,|H; of the 
¢—1 elements A; (A;=+ 1) of the H; into m, sextettes ,| H, and 
m, sextettes 2, | H,. 

Conversely, such a_ sextette-separation ,,,»,| H, determines 
2™ A,| Hi, 

The determinations are in every case absolutely explicit in terms 
of the data, 

§ 2: Absolutely explicit exhibition (without the use of primitive 
congruence-roots) of 

(1) a sextette-separation 2,1) Hioou+s 

where H, is any Abelian group of order ¢ = 6m +- 3 having 
one invariant*) 3, 
and so (by § 1) of 

(I’) 2” Abelian-regular triple systems A;—¢ m+ | Hi’. 

§ 3: Modification of the phrasings of § 1 by the introduction of 
the Galois field notions, which are so useful in tactical investigations **). 


(3) s\H, = [ 





§ 4: Explicit exhibition (in terms of primitive roots of Galois 
fields and of primitive roots of prime-power moduli) of (in general***) 
more than one) 


of a elements into d@ c-ads in such a way that every element enters exactly b 
c-ads (of course the relation ab = cd holds). 
*) This a restriction only if ¢ is divisible by 9. For every t=6m-- 3 
there is at least one such H,. 
**#) See, for instance, my paper, Tactical Memoranda I-III, cited above. 
**t) | exhibit only one separation (Il) tf and only if t is a prime of the 
form 64-1 or the square of a prime of the form 64+ 5. In the former case 
this separation is the one underlying Mr. Netto’s system 1). 
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(II) sextette-separation 2,9 | Hi—em+1 
where ¢ is any integer of the form 6m + 1 in which every 
prime factor p of the form p—6k-+ 5 enters an even 
number of times, and where H,; is any Abelian group of 
order ¢ in whose invariant-character every such prime enters 
always with the exponent 1, 
and so (by § 1), for every such separation, of 

(II) 2” Abelian-regular triple systems A;—¢m41| H;/. 

These constructions (I’, II’) are effected (§§ 2, 4) by flexible methods. 
It is quite likely that apart from a few exceptional cases I have ex- 
hibited for the ¢’s in question representatives of a number 4, of classes 
of A,, where A, is greater than 1 and increases rapidly with ¢ and 
with the complexity of ¢’s prime-factor composition. But in order to 
prove this it would be necessary to scrutinize the systems A; much 
more closely and on the basis of essential properties of the systems 
A, (independent of the accident of method of construction) to sort 
them into distinct sorts*). 

In my paper**) of 1893 I showed how to construct by an elementary 
reduction-method for every ¢ of the form 6m-+1 or 6m++3 and 
greater than 13 at least two distinct sorts of classes of triple systems A,. 

I expected in a later paper to “consider certain triple systems 
whose groups are interesting“ (Il. c., p. 272). Indeed of the results 
of the present paper I worked out at that time the general theory of 
the cyclic A, in the ordinary cyclic notation — of the unipartite 
character {¢}, (§ 1) — (very much***) as now presented by Mr. Heffter), 
and then (as a generalization of the cyclic-cyclid case <= p = 6m- 1) 
passed to the general theory of the cyclid A;—p»—¢m+: in the Galois 
field phrasing of the unipartite characteristic {[p"]}, (§ 3), and had 
immediately (as a generalization of Mr. Netto’s cyclic-cyclid A.—)—¢n41 
(1)) the eyclid Ar—p»—en41| Het {Lp")}1 (8 4). 

Mr. Heffter exhibits his cyclic A;cgm+s—3p (p>3) 4) in the 
ordinary cyclic notation of the unipartite character {3p},. 1 discover 
that the exhibition in the phrasing of the bipartite character {3, p}, 
is much more elegant (§ 2) and am led to the present analysis of the 
general Abelian-regular transitive triple systems in the phrasings of 
the /-partite characters (§ 1) and the (g-++ )-partite characteristics (§ 3). 

*) Cf. Mathem. Annalen, vol. 43, p. 272. 
**) Concerning Triple Systems (Mathem. Annalen, vol. 43, pp. 271—285, 1893). 
***) Only more fully, viz., by the introduction of the 6-adic sextettes 
=| cyclic H, (§ 2) and the corresponding separation =n,,m, | cyclic H,. The 
6-idic sextettes o | cyclic H, and the corresponding separation 


_ | cyclic H, 
are given in the difference-problem phrasing by Mr. Heffter. 
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[Addition of May 4, 1897. In a paper Concerning Regular Triple 
Systems to appear in the autumn in the Bulletin of the American 
Mathematical Society I show how the general regular triple system 
A,| Hf depends upon a 6-idic sextette-separation 6m, ,m,|H; and 
then (as a generalization of I § 2 of this paper) exhibit explicitly a 
separation 6»,1|Hi—ém+s, where H, is any group of order t= 6m + 3 
having a self-conjugate element A, of period 3 and a sub-group Ken+1 
not containing A,]. 


§ 1. 


Abelian-regular triple systems A;|H; and the corresponding 
sextette-separations 2, | H:. 


An abstract Abelian group H, may be taken as given by a 
certain base 


(1) {A,,.+-, Ai, -+., Ay} 
where the basal elements A; are abstract generators of the group H, 
which obey the generational relations 


(2) Avi=1, AA= AA (f= 1,.../) 
where the a; are positive integers, the basal periods, The order ¢ is 
the product of the periods: 
(3) t= ] | Ay. 
i=1,f 

Such a basal exhibition of H, depends entirely upon the (partite 
basal-character 
(4) {yy ++ 09 Gigs ey YY. 

Conversely, every character {a,,...,ai,...,@}, (4) defines an 
Abelian group H;,(¢=a,...a;...a,) with basal exhibition 

H, {@, sy ey Mine ec ey ay} 5 

Obviously two characters having the same periods a; arranged however 
in different orders on the faces of the characters define the same 


abstract group; two such characters are not (essentially) distinct. 
The group H; has one invariant-character (Intr. (1)) 


(5) ees ee he . 

Every basal-character {yy . 045 diy vase ay}, of this H, serves to define 
the invariant-character as follows. The invariant-character of a cyclic 
group G,_ {a}, is the combination of powers of distinct primes whose 


product is a. The invariant-character of H,fa,,..., diy..., ay}, is 
the combination of the invariants of the basal cyclic groups 


Ga; {ai}, ((= 1, +. of). 


19% 
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The various basal-characters of a group Hf oe pnt, pt 


are easily obtained from the invariant-character. For every group H, 
of order ¢ a power of a prime there is (essentially) only one basal- 
character, but for every group H, of other orders ¢ there are various 
(essentially) distinct basal-characters. 
The groups H, {p™, - +» p's \ and Hi[p, ea P|, are identical. 
We are in this § 1 dealing with an abstract Abelian group H,, 


its corresponding regular substitution-group H;, and an Abelian- 
regular triple system A,|H/. 

If for the moment we denote the ¢ elements of H; by A;(i—1,...,¢), 
then the regular H;‘ is a substitution-group on the ¢ letters A; holo- 
edrically isomorphic to the H, by the correspondence 


(6) pe re ey 
A, Aj, ..+, AjAj, ..«, Ay; 
Of the Abelian group H,{a,, ...,a:,..-, ay}, the t=a,...aj...4y 
elements are 


(7) Ag = Ag,,...,¢;,--5¢ = Ap. Af... Ay 
(= 0,1,...,@—1; ¢=1,2,...,/) 
where E denotes the /-partite mark with integral elements e; 
(8) E= {€), +++ Cin ++ +) Gh. 
The ¢ marks E with the character {a,,..., ai,..., ay\, form a 


system closed under the addition and subtraction*) — inner, in Grass- 
mann’s sense — 


(9) E’ = {...,¢;..+}, E" = {...,6",...3, E= {...,6,.,.} 
; E+E" =E£, e+e =e (mod. a) (¢am1,...,f). 


The additive-group H* {a,,...,@i,..., ay}, of the ¢ marks E and 
the group H; {a,, —— eee \, of the ¢ elements A, are holoedri- 
cally isomorphic: 

(10) Ag: Apv = Ap+e” 

We introduce as the ¢ letters of the H the ¢ letters Z- or the ' 

marks E; then H,;' contains the ¢ substitutions 


(11) Ar = (.-. TED bel CCIE 


*) We write further, e being any integer, 
0= {0, ro2p 05+. 0}, cK = Ke = {ee,...,¢¢,...,¢¢.}. 
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The triple system A,| H/ {a,,.... ai, .+-, ay}, in the ¢ marks 
a ar } , is invariant under the ¢ substitution A; (11), where 


L 
t—=a,...@;...a;=6m-+1 or 6m+3. 

In this case then the periods a; are all odd. 

Hence the A, contains with the triple [#, FE, E,] the ¢ triples (not 
necessarily all distinct) 
(12) [+E B,tE E,4£] (E any). 
Writing the .triple or 3-ad [E, E, E,], having regard to the order 
of the marks, as a 3-id {H, E, E,}, we see that the corresponding 
sextette of differences 
jE,—E, E,—E, £,—E, 
\Z, — E, E, — £, FE, — E, 
is an invariant, and indeed a characteristic invariant for the 3-idic 
triples {E, +E E,+E E, + E} of this set (12). 


Such a difference-sextette has always the form 


(13) 


a. a2 
14 o|\H*? =— 1 2 3 

us ae) Hn By 

where *) 

(15) D,+D,+D,—0, Di40, D+ —D, (i,j=1,2,3), 
(16) D,, D,, D; 


are either (1°) no two equal or (2°) all equal. 
According as the sextette o|H;* is 6,| H;* or o,| H,*, of the 
type 1° or 2°, it contains six or two distinct marks, and the corre- 


sponding set of triples (12) contains ¢ or zt triples, and is indeed a 


€ t 1 
(tactical) configuration C/, + 7 or Cf, ’ 1 ‘ regular with 
3 


respect to the group H;' of substitutions Ag (11). The type 2° occurs 
only if ¢ has the form ¢ = 6m - 3. 

The triple system A,| H/ is the composition of m, configurations 
of type 1° C/,|H# and m, configurations of type 2° C/,| H! with 
distinct triples. Here tm, +E tm,= zt (t —1), 3m,+ m= =(t—1)—=3m 


or 3m-+ 1. Hence we have 


*) The periods a, are all odd. Every triple has three distinct marks, Two 
triples having two marks in common have also the third of each in common. 


The sextette 6| H,* (14) in which D,-+ D,-+ D, =0 belongs to the 3-idic triples 
{0, _ Ds, D,}, {D,, 0, —D;}, {-— D,, D,, 0}. 
From these remarks one draws the conclusions (15), (16) of the text. 








232 E, H. Moore. 





6m -+ 1 (m, 0) 

6m + 3 (m — m’, 1 + 3m’) 
Corresponding to and characteristic of this configuration-separation 

Cfm,,m,| Hf of the triple system is a sextette-separation 6, ,m, | H,* of 

the ¢—1 marks E (E+ 0) into m, sextettes 6,| H;* and m, sextettes 


6, | H* (Repetitions of marks occur only within the individual sex- 
tettes 6, | H;*). 


Conversely, with respect to any Abelian group 
A, {a,, erty Mig ee ey ay\, 


(17) t={ (mm) = | 


O<m'<m. 


of order t= a, ...a;...a,;—=6m-+1, 6m-+3 any such sextette- 
separation 6m, m, | H,* of the ¢— 1 marks KE (E=-0) serves uniquely 
to define an Abelian-regular triple system A,| H/'. 

A 6-adie sextette 2, | _H;* of type 1° (15), (16) 


(18) 2,|H? = [ D, D, He 

oe D, ef D, _ D,; 
may be written in 12 = 2.3! ways as a 6-idic sextette o,|H;* (14). 
Of these the six derived from the two , 


(19) D, D, a .S sip D; — D,\ 
—D, —D, —D, A. a 

by cyclical permutations of their columns determine the same con- 
figuration C/,|H/; they arise from the six 3-idic triples {L, E, E, 
corresponding to one 3-adic triple [Z, E, E,]. We say that these six 
6-idic sextettes are essentially the same. The remaining six similarly 
determine another configuration C/,| H/. 

The two configurations depend respectively upon the two say 
opposite (essentially distinct) 6-idie sextettes 6, | H,* 


(20) D, D, a -_ D, si D, = oe 
— D, Ts D, — D, \ D, D, D; 
which correspond to the 6-adic sextette (18). 

A 6-adic sextette 2, | H;* of type 2° (15), (16) determines only one 
configuration Cf, | H;. 

Thus, a A;|H/ with the configuration-separation C/»,,m, | H/ 
determines essentially only one 6-idic sextette-separation 6», ,,,, | H;* and 
one 6-adic sextette-separation 2,,,»,|H;* of the ¢—1 marks EF (E=-0). 

Conversely , a separation 6,,,,,,, | H;* determines one 

A: | Af = Choy sing | Hi; 
while a separation 2,,,\,..|H,* determines 2” essentially distinct 
separations 6,,,,,,,| H,;* and so 2™ A,| Hf = Cfn,,m,|H‘. These 2™ 
aspects A,| H; are distinct in the ¢ marks KE. They represent however 
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at most 2™~! classes of aspects A,|H;', for the substitution replacing 
every mark E£ by its opposite mark — E interchanges the 2™ aspects 
by pairs. 

It is clear that the phrasings o,| H,*, 6,| H;*, 6n,,»,|Hi*, 2,|H.*, 
2, | He*, Zn, ,m, | He* in terms of the additive-group H,* of the marks 
E are equivalent to the corresponding phrasings 6, | H;,...,2n,,m, | A: 
in terms of the holoedrically isomorphic group H, of the ¢ elements Ax. 
The H,-pkrasings, being the more fundamental, were used in the 
summary in the introduction. The H,*-phrasings however are better 
adapted for specific applications. 


§ 2. 
Explicit exhibition of a sextette-separation 
a m,1 | F,- 6m+58 
where HH, is any Abelian group of order ¢— 6m + 3 having one 
invariant 3. 


The Abelian group H, has the invariant-basal-character 
(1) |p = 3, Pp. - re ae pitt 
We separate this into the two supplementary characters 
€ OR ne n 
(2) } P, =3 , 1) AES iat 
and write similarly for the corresponding marks 


3) B= {e,6,--,eap—= {asC}s fa} —= {+1}, {—1}, {0}; 
C == {€,-. +, Ca}. 
There are {=6m-+3=—3w d-partite marks E; there are u—=2m-+1 
(d--1)-partite marks C. 
For this system of ¢— 1 marks E (Z==0) we proceed to exhibit 
a 6-adic sextette-separation 2,,,,|H,* consisting of m sextettes 2, | H,* 


and one sextette 2,|H,". 

The single sextette | H;* is 
(4) —_ [ B B “4 

—B —B —B 

The remaining ¢ — 3 = 6m = 3(u—-1) marks E (£+-0, B, —B) 

have the form 
E = {eC} = {1; Cf, {-15 CF, {05} (C+). 

The « — 1 = 2m marks C (C+=0) separate uniquely into m pairs 
of opposite marks, + C, — C; C+=—C, since every period p’ (i=2,...,d) 
is odd. 


B= {1,0,...,0} = {1; 0}. 
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To every such pair of opposite marks corresponds a sextette ¥,| H,* 


(5) 23h =| 1;+Cf {-1; +0} cee 


We have exhibited a 6-adic sextette-separation &,,,:| H¥¢m4s of 
remarkable simplicity. 

It determines 2” essentially distinct 6-idie sextette-separations 
Gm,1 | At 6m+s- 

Every separation 6n,1 | H#gm+4s yields (§ 1) an Abelian-regular 
triple system A;—¢,+43|H/ with the configuration-separation Cf,,,:|H/. 


§ 3. 


Galois Field phrasing of § 1. The characteristics 


QV,” my |, “ry ny") 
i| |; ee [p" |; | ey el a 
of an Abelian group. 


Preparatory to specific applications in § 4 of the theorems of § 1 
we here modify the phrasings of § 1 by the introduction of the Galois 
field notions*). 

A Galois field GF[p"| of order p", of rank n, and of moduius p 
(a prime), is a system of p" marks w which may be combined by the 
four fundamental operations of algebra — addition, subtraction, multi- 
plication and division —, these operations being subject to the ordinary 
operational identities of algebra, and the result of every such operation 
being an uniquely determined mark of the field. Zhe operations are 
purely tactical. 

There is one and only one Galois field GF p"| for every order 
p", pa prime, » a positive integer. For n—1, the GF[p" =p 
consists (to speak concretely) of the classes of integers (modulo p). 

The GF[p"] qua additive-group AG[p"] is an Abelian group 
with the invariant-basal character {P,.++>P},» that is, it is the eyelid 
group of order p”. 


*) Galois, Sur la théorie des nombres (Bulletin des Sciences Mathématiques 
de M. Ferussac, vol. 13, p. 428, 1830; reprinted, Jowrnal de Mathematiques pures 
et appliquées, vol. 11, pp. 398—407, 1846). 

Serret, Algébre supérieure, fifth edition, vol. 2, pp. 122—189. 

Jordan, Traité des substitutions, pp. 14—18. 

Moore, A doubly infinite system of simple groups (Mathematical Papers 
vead at the... Congress... Chicago 1893, pp. 208—242, 1896; in abstract, Bulletin 
of the New York Mathematical Society, vol. 3, Dec., 1893. § 3 is an abstract 
ormul ation of the Galois field theory). 
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Its every mark w satisfies the generalized Fermat equation 


oe" — a=. 

The GF {p"] has primitive roots g; every mark w (w= 0) is a 
power of a primitive root g, while @ itself is a primitive root of the 
equation #?"—1==1, The multiplicative-group MG[p") of the p* — 1 
marks w (u + 0) of the GF'[p"| is the cyclic group of order p" — 1. 

In §1 we have introduced the basal character {a,, ean ay} 7 as 
fundamental for the Abelian group H,; {a,,...,a,/}, and the system 
of ¢ f-partite marks EL, E={e,,..., ¢}. These marks E formed a 
closed system under inner addition and subtraction (§ 1, (9). They 
have not been otherwise combined. 

In case certain » of the periods a; — say a,,...,@, — are each 
p a prime, we may effect a 1 — 1 correspondence invariant under 
addition and subtraction between the p" n-partite marks E” ={¢,,..., én} 
with the character {p,..-.,p}, and the p* marks ¢ of the GF[p"]. 
We write the character {p,..., p},, more briefly {(p"]}. 

After suitable change of order and grouping of the periods a; of 
the character {a,, ++, @}, we may replace it by the more general *) 
character, call it characteristic, 

(1) ip" |, ok wh [p*? |5 err bat y h +2") 
isl 


where the p,,..., py are primes (not necessarily distinct), and the 


t =[| a= ES : IT b; 


i=1,f i=lg i=1,h 
f-partite marks LE = {e,,..., ey} by the ¢ (g-+h)-partite marks 
(2) B= {85+ +6) &} Crys yey Caf 


where ¢; is a mark of the GF[pj‘] (i=1,..., 9) and ¢; is an integer 
taken modulo b; (¢==1,..., h). 

Every character is a characteristic (without Galois-elements). In 
a characteristic it makes no (essential) difference if a prime period- 
element b =p be written as a Galois-element [p"] —=[p]. Thus, the 
most general cyclid characteristic may be written (without period-ele- 
ments) in the form 


@ (ft) --» PP], 


There is for a given order ¢ (essentially) only one cyclid characteristic 
if and only if ¢ is the product of unrepeated prime factors. 


*) Since the change of order and grouping may in general be effected in 
several essentially distinct ways. 
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The (inner) multiplication of two marks E of the same characteristic 
is defined after the analogy of § 1 (9)*). (This multiplication depends 
on the characteristic and not merely on the character.) 

A mark F such that the equation EE’ = 0 has a solution E’ +0 
is called a divisor of zero. Such a mark EF has as one of its elements 
é; the mark ¢;=—0O of the GF [ pi] or as one of its elements e; an 
integer e; not relatively prime to the period ,. 

There are 


m "|. l =|] “|. [I 
(4) {|v |: ae) [p*? | 3 Oy, ey by a, fi ¥ [p" ] ft L 9%) 
marks F of characteristic { ; },42 Which are not divisors of zero. Here 
gy [a] = a— 1 and (bd) denotes as usual the number of positive integers 


less than and relatively prime to the positive integer b. The corre- 
sponding multiplicative group MG {;},4, is an Abelian group of order 


? {5 }ot+a- For the general cyclid characteristic HEE bares [ ps | 7 (3), 
this Abelian UG {;}, has the character {Pr —1,.. “pr _- It For 
the particular cyclic character {p"},, this Abelian MG {p"\, has the 
order g (p") = p"—!(p—1) and is cyclic **) if p is any odd prime. 


§ 4. 
Explicit exhibition***) for every characteristic 


{ip™ |, sey [ "2 |; “% a8 yg OO 
of order ¢, where p”i —6m;-+ 1 and pj == 6m + 1 (i=1,...,9;j=1,...,h), 
of sextette-separations 2,9! Himem+-1 {3}9+a- 


For every order {== 6m- 1 in which every prime factor p of 
the form p = 6k + 5 enters an even number of times and for every 
Abelian group H, of that order in whose invariant-character (Intr. (1)) 
these primes enter always with exponent 1 there is at least one 
characteristic {;}),, of the form in question. There is (essentially) 
only one such characteristic if and only if ¢ contains its every prime 
of the form 6k + 5 exactly twice and in the invariant-character of H, 
every prime of the form 6/-+ 1 enters at most once with the exponent 1. 


*) We write 
Lem {1,...,1351,...,1}, —2= {—1,...,—1; mh, cccg — 8}. 
**) Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, fourth edition, § 128, 


***) In terms of primitive roots of Galois fields and of primitive congruence- 
roots of prime-power moduli. 
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For the marks of such a characteristic {;})., we proceed to effect 
a sextette-separation 2,0! H;oom4s {; 3 44 


The case: g=1,h=0: {(p"]}, =p" =6m+1). 

If n= 1, the cyclid group H;{{p"]}, = H,{p}, is cyclic, and 
we have Mr. Netto’s cyclic Aj—p—6m+1 (Intr. (1)) as a basis of 
generalization. In fact, the generalization is — from our present 
Galois field standpoint — immediate. 

The characteristic {[p"]}, has as its corresponding multiplicative- 
group MG {[p"|}, (§ 3) the cyclic group G,_,_ .n_,om 
o[p"| = 6m. This contains a sub-group G, of order 6. With respect 
to this G, the 6m elements of the G,,, separate into m sextettes. 

Correspondingly, the ¢—1—6m marks E=0 (6=+=0) of the 
GF p"=t] separate into m sextettes. This is our desired sextette- 


of order 


separation 2,,o| cyclid H_jn_¢,.1 {{p"|},- The fundamental sextette 
of type 1° (§ 1, (15), (16)) is 

2 4 6 om 
(1) 2, | Ht = [*. é : m hic i}: 

Pax —t? ten—tt Poa — 1 


where @ is a primitive root of the GF[p"| and t =”, so that 
0, t, t*, t® are primitive roots of the respective equations 2°"—1—0, 
e—1=—0, 2 —1=0, a —1=—0, and r?+ t'-+ 2° ==0 since 
the roots of the equation 2’ — 1-0 are 1, rand r®. The remaining 
sextettes have the form 


9 =) BS Or? drt dr*4 ant 
(2) ae ml ays Or sx (6-0). 


The case: g=0,h=—1: {p"}, (p= 6m'+1, t=p"=6m+ 1). 


The cyclic character {p"}, has for its multiplicative-group MG {p"}. 
(§ 3) the cyclic group Gy (p®) = p*-1(p—1)—6m'p®-1* This contains a sub- 
group G, of order 6. With respect to this G, the 6m’'p"~! elements 
of the G... pr separate into m'p"~-' sextettes. 

Correspondingly, the g(p") = 6m'p"-* marks {¢} not divisors of 
zero of the character { p"}, separate into m’p"—" sextettes of type 1° 
(§ 1, (15) (16). The fundamental sextette has the form (1) where 
now t = 9”'2""" where g is a primitive root (mod. p"); this sextette 
Mathematische Annalen, L. 16 
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has the type 1° since*) t?>== — 1 and rt? + r4+ 1r*=0 (mod. p”). 
The remaining sextettes obtained by multiplication obviously have the 
type 1°. 

The yp — 1 marks e (¢=+-0) of the cyclic character { p”\, separate 
into » sets according to the greatest common divisor [e, p”] of e and p”. 

We have just separated the set [e, p"| —1 into sextettes of 
type 1°. 

If we similarly separate the set [e, p*’| == 1 of the character 
{p”’}, into sextette of type 1° (n” < m), and then multiply by p*-”’, 
we shall have a sextette-separation of the set [e, p"] = p"-"”. 

The » sextette-separations so obtained for the sets 


[e, p*] =p" (n”—1,...,) 


taken together constitute the sextette-separation &,, 9 | H,*.p»-¢m41. 


The general case: g == any, h —any: 


ny we} "m "my" | 
veg BNF Steen ° 
{[>" |; : [2 g |; P, , P, Ng-bh 


We consider first the marks 


(3) D= 18,, eee dy} 
not divisors of zero. 

The mark 
(4) Q = {t,,- ++, Ty} Ty + +s Tb 


where 1;, t; have the significations of the rt, t of the two special cases 
just considered (¢ = 1,...,9; 7 = 1,..., h) is a root of the equation 
2®—1=—0. The six marks * (k = 1,..., 6) are distinct and form 


a system closed under multiplication and division. Further, Q?— —1 
and @? + Q'+ Q°==0. Hence the sextette 
2 1 6 
(5) »,|He = cz ee | 
Qe @ @Q- 


is a sextette of type 1° ($1, (15), (16)). This 2,|H,* forms the 


*) The second congruence requires proof. 

The three roots of x? —1=0 (mod. p”) are 1(=r?), 2, and 1'(~~ 1). We 
are to prove that 7-4-2? +8=2?+1-+1=0 (mod. p). 

B— 1 = (J —1) (®?+7+-1) =0 (mod. p»). 

Let n’ be the highest power of p contained as a factor in J— 1; .. mn <n. 
Then J — 1 = 0 (mod. p”’) and 2? + 17-+- 1 =0 (mod. pn”) where n” =n—n' >0, 
Hence 31 =0 (mod. p””) where n” is the smaller of »” and 2m’, But, since 
p=6m+1>3, n’” =0, But n”>0. Hence 2n’=0 and »’ =n, Hence 
indeed /? +-1-+ 1 = 0 (mod. pr). 
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: basis for a separation of the marks D (3) into sextettes of type 1° 
of the form 


2 4 6 
, (6) 2 |He = [5% ph nl} 
D@ DQ De 
f This appears at once by consideration of the corresponding multipli- 
cative-group MG iota: 
, Now we consider the ¢— 1 marks EF (H--0) 
(7) E = {8,2 ++) fy} Cy +05 Gah. 


We divide the marks ¢; of the GE [pt into two sets according 
as €; is or is not the mark 0 (¢=1,...,g) and the integers e; of the 


m;'\ 


character p,’ 4, into ”; +- 1 sets according to the value of 


le, p, |=?” (n;"=0,1,...,%;) (j= 1,...,h). 


On the basis of these separations we effect a separation of the 
marks £ into sets. 

We cousider a certain set of marks Z having g’ non-zero ele- 
ments s; and kh’ non-zero elements e;. These marks may be set in 
1 — 1 correspondence with the marks D’ not divisors of zero of the 
characteristic 


7 (T aT wy , rg ost , , 
(8) } Lai, er [ air’ |; Dire Gen fray (9 +h'21) 
as 
- where qi',...,¢'% denote certain g’ of the p’’,..., pi? and Gye. Qi 
m d ” ” ’ 
1 denote certain h’ of the p\"',..., p,"" immediately determined by the 


set of marks £. This correspondence is invariant under addition 
and subtraction. The marks D’ may be separated into sextettes of 
type 1°, as were the marks D (3). Whence, by the correspondence 
we have a sextette-separation of the set of marks EF. 

he We have by these sextette-separations of the marks E of the 
various sets obtained a sextette-separation of the ¢—1 marks E (E+-0): 


b % 
Ne —m,0 | Ag m4+t . 


There are in all 29+" marks @Q (corresponding to the various 
determinations of the 7;, t ((=1,...,g, j= 1,...,h)) and Qet+*—1 
fundamental sextettes 2, | H,* (5), and so 2/+"-! such sextette-separa- 
tions for the marks D (3). There are similarly 2”+"-1 sextette- 
ce separations of the marks E connected with (8). 

Since there is no dependence between the partial separations 
16* 
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making up the complete separation X,,o | H;.¢m41 the number of such 
complete determinations exhibited here for every characteristic 


S[oy'],-- +> [vj?]s 2"). 0* | 


of the kind indicated in the caption of this § 4 increases very rapidly 
with the complexity of ¢’s prime-factor composition. 

Every separation 2,9 | H®¢m41 yields 2” separations 6,,,o | H,* 
and sc 2" A,| H/ each with the configuration-separation Cf,,,o| Hy. 


The University of Chicago, April 10, 1897. 

















Ueber die verschiedenen Wurzeln einer algebraischen Gleichung. 
Aus einem Schreiben an H. Weber in Strassburg 


von 


L. Baur in Darmstadt. 


1. Hingt die Veriinderliche y mit der unabhingigen Variablen x 
durch eine — reducibele oder irreducibele — algebraische Gleichung 
zusammen, die in Bezug auf y vom n'" Grade ist, so gilt der Satz: 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
dass die n conjugirten Wurzeln y,, Yo)». +) Yn jener Glei- 
chung fiir x =a genau @ von einander verschiedene Werthe 
annehmen, ist die, dass fiir x =a alle aus dem System 


(Sas) (h, t=O, 1,2,...n—1) 


gebildeten Minoren (9 + 1)" Grades verschwinden, die ot 

Grades aber nicht mehr alle; 

oder kiirzer: 

Die Anzahl der an der Stelle (2 =a) von einander ver- 
schiedenen Wurzeln der genannten Gleichung n" Grades ist 
gleich dem fiir x = a betrachteten Range des Systems (s,;). 
Dass, falls fiir 2 =a héchstens @ der conjugirten Werthe von y 
von einander verschieden sind, die vorhin genannte Bedingung noth- 
wendig erfiillt sein muss, ist fast selbstverstiindlich. Bedeutet namlich 
M, irgend eine Minore tr Grades des Systems (s,;;), so kann M, 
dargestellt werden als das Resultat der Composition zweier recht- 
eckigen Systeme aus » Colonnen und rt Zeilen bezw. aus n Zeilen 
und t Colonnen, deren Elemente siimmtlich solche Potenzen von 
Y) Yo» «++ Yn Sind, die innerhalb jeder Zeile bezw. innerhalb jeder 
Colonne stets denselben Exponenten haben. Sobald also t > @ ist, 
muss in Folge der Voraussetzung jede Minore t'" Grades dieser beiden 
rechteckigen Systeme mindestens 2 gleiche Reihen enthalten, mithin 
verschwinden, also nach dem Multiplicationssatz fiir Matrizen auch /,. 
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Dass aber umgekehrt, wenn fiir 2 =a alle Minoren (@ + 1)!" 
Grades des Systems (s,4;) verschwinden, unter den m conjugirten 
Werthen von y fiir «=a zuniichst héchstens @ von einander ver- 
schiedene Werthe y’,y”,...y@ sich finden kénnen, ist eine Be- 
hauptung, deren Richtigkeit fir @ =m» — 1 bekannt ist, und deren 
allgemeine Giiltigkeit auf dem Wege der Induction bewiesen werden 
kann. Ist dieselbe niimlich richtig fiir irgend einen Werth von a, 
so moégen fiir =a etwa 4, Wurzeln den Werth y haben, wobei 
die Méglichkeit noch vorliegt, dass auch unter den y( sich noch 
gleiche Werthe befinden. Dann geht fiir =a die Potenzsumme 


s; iber in 24, y'* und demgemiiss die Determinante 


| So Sy °° * Se-t | 
- . | 
S S**: § 
DT 9 So } 
Dp (x) = 
So—1 Se ee Sze -2 


in 
D (a) =4A,...% [JP (yo —yey  (@,6=1,2....0) 
a> 5 

Verschwinden nun auch alle aus (s,;;) gebildeten Minoren 9! 
Grades fiir 2 == a, so muss sicher auch D,(a) =, mithin mindestens 
noch ein y® gleich einem y') sein, woraus das Gesagte und damit 
auch die Richtigkeit des aufgestellten Satzes folgt. 

Da bei der Beweisfiihrung ausser dem Verschwinden simmtlicher 
Minoren (g + 1)" Grades nur noch das Verschwinden der einen 
Minore e'" Grades D(x) an der Stelle z= a@ benutzt wurde, so kann 
das Resultat auch noch so ausgesprochen werden: 

Die n conjugirten Wurzeln y,, Yo, ... Ya nehmen an 
der Stelle x =a immer dann und nur dann genau @ von 
einander verschiedene Werthe an, wenn an dieser Stelle die 
Determinanien Doss, Dyi2,... Dn stimmtlich verschwinden, 
De aber nicht. 

Beiliufig folgt hieraus noch: 


Verschwinden an irgend einer Stelle die Determinanten 
De, Dori, ... Dy gleichzeitig, so verschwinden an dieser 

Stelle alle Minoren oe" Grades des Systems (s,4.;) , 
eine Bemerkung, die von Wichtigkeit sein kann dei der Entscheidung 
der Frage, ob an der betrachteten Stelle die Determinante D, regulir 

sich verhilt oder nicht. 

Das Resultat liesse sich noch etwas einfacher aussprechen, wenn 
man die betrachtete Gleichung als irreducibel voraussetzen wiirde. Ich 
habe es vorgezogen, keinerlei Beschrinkungen einzufiihren, und so unter 
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anderem auch den Fall mit zu umfassen, dass die Gréssen y,, >, ..+) Yn 
die simmtlichen conjugirten Werthe mehrerer durchaus von einander 
unabhingigen algebraischen Functionen von 2 sind. 

Sind imsbesondere die Gleichungscoefficienten ganze rationale 
Functionen von a, der von y* gleich 1, sind also y,, y,,..., y, lauter 
ganze algebraische Functionen von z, so sind die Potenzsummen s,; 
lauter ganze rationale Functionen von 2 Dann aber kann, indem 
man die von Kronecker im 107. Bande des Journals fiir Mathematik 
fiir ganzzahlige Systeme gegebenen Vorschriften auf den jetzt vor- 
liegenden Fall ausdehnt, das System (s,;,;) durch die elementaren 
Transformationen in ein Diagonalsystem 


fe, @ QO.-.--0 


0 0 0---e, 


verwandelt werden, Dieses System ist dem urspriinglichen Systeme 
(Sai) fiquivalent, besitzt also mit ihm die gleichen Elementartheiler 
und diese sind, da seiner Entstehungsweise nach ¢4, == 0 (mod, e,), 
die Elemente e,,¢,,...é, selbst. In Verbindung mit dem zuerst aus- 
gesprochenen Satze fiihrt diese Bemerkung zu dem Corollar: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
dass unter den n conjugirten ganzen algebraischen Func- 
tionen Yr) Yo» +++» Yn von & an der Stelle «=a genau oe 
verschiedene Werthe sich finden, ist die, dass der (9 + 1) 
Elementartheiler des Systems (5,41) mod. (2 — a) verschwindet, 
der 9” aber nicht; oder auch, was dasselbe ist, dass in dem 
obigen Diagonalsysteme die o@ ersten Elemente den Factor 
(a—a) nicht enthalten, wihrend die tibrigen durch (a— a) 
theilbar sind. 

So ist z. B. fiir 


yt — 2a%y° + 2aty— v= 0 


(+) VO] 6 O a? (a—1) 0 


0 0 ) a? (a*— 1) 


und es gehért daher zu «= 0 nur 1 Werth von y und zu 2 =j/1 
stets 2 verschiedene Werthe von y. — 

Es ist ohne weiteres klar, dass die angestellten Betrachtungen 
sinngemiiss auch dann bestehen bleiben, wenn die Gleichungscoefficienten 
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irgend welchem Rationalititsbereiche angehéren, dessen Elemente die 
Verianderliche xz gar nicht enthalten. Wir haben dann einfach den Satz: 


Die Anzahl der verschiedenen Wurzeln einer Gleichung 
n'" Grades mit constanten Coefficienten ist gleich dem Rang 
des Systems (spi); sie ist auch gleich der Zahl o, die so 
beschaffen ist, dass D, von 0 verschieden ist, wiahrend die 
Determinanten Do1, Devs, . . +» Da stimmitlich verschwinden. 

In dem besonderen Falle, wo die Gleichungscoefficienten lauter 
ganze rationale Zahlen und der der héchsten Potenz von y gleich 1 
ist, wo also die conjugirten Gréssen y,, ¥.,...- Yn lauter ganze alge- 
braische und die s,,; lauter ganze rationale Zahlen sind, besteht die 
nothwendige und hinreichende Bedingung, dafiir, dass unter ihnen 
genau @ verschiedene Werthe sich finden, darin dass der (9 + 1) 
Elementartheiler des Systems (s,4:) verschwindet, der o'* aber nicht; 
oder darin, dass in dem diesem Systeme iquivalenten Diagonalsysteme 
die @ ersten Elemente von 0 verschieden sind, wihrend die iibrigen 
verschwinden. 

2. Ich will fiir das folgende jetzt zuniichst voraussetzen, dass die 
Gleichungscoefficienten irgend welche Constanten sind. Hat man dann 
auf die eben angegebene Weise gefunden, dass die vorgelegte Glei- 
chung genau g von einander verschiedene Wurzeln besitzt, so mégen, 
wie vorhin, 4, Wurzeln gleich y') sein, wo wiederum 

A ptag ters tan 
ist, die Gréssen y’, y’, . . ., y'@) jetzt aber alle von einander verschieden 
sind. Bildet man dann die fiir y= y’, y’,...', y® verschwindende 
Determinante 
1 L.. avs, 3 i 


y y" ese y'@ y 
(1) yy oye? ? 


j “@ (0)? o 
ye gh - +. ye yp 
und componirt dieselbe mit der Determinante 


a, ayy «++ ayye"* OO 
| a, apy” --- apy” 0 
(2) .- <« © - & em ts 
[Ag Agyl@ ++ Apyle?* 0 
10 O «s- 0 1 


so erhilt man unter Beriicksichtigung der Thatsache, dass jetzt 


s; = Sie yl! 








le 
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ist, die Function 


|S) 8 +++ Seu 1 | 
: 1% S& -*-°8 y | 
(3) > ined Ce ed 


| S So--t ‘ee S29-2 ye | 
d. i. eine ganze Function oe’ Grades von y, deren Coefficienten ganze 
rationale Functionen der Potenzsummen, mithin ebensolche Functionen 
der Gleichungscoefficienten sind. Die Nullstellen dieser Function sind 
yy", +++, y@; der Coefficient von y? ist gleich D,, man hat also die 
Identitiit: 

Bely) = Dely—y') (y—y") . -- y—y®) 
und da Dp, in unserem Falle sicher nicht verschwindet, so ergiebt 
sich der Satz: 

Die @ von einander verschiedenen Wurzeln einer Glei- 
chung n'" Grades mit constanten Coefficienten werden geliefert 
durch die Gleichung 

Bly) = 0. 

Sind die Gleichungscoefficienten nicht constant, sondern rationale 
Functionen der Verinderlichen 2 und nimmt y an der Stelle r=a 
genau @ von einander verschiedene Werthe y’, y’, ..., y@ an, so bleiben 
die vorstehenden Betrachtungen wirtlich bestehen, wenn man nur fiir 
die Grdssen 8, 8,, +++) Sz9-2 thre fiir x =a berechneten Werthe setzt. 

Noch sei bemerkt, dass die Functionen By und D, leicht in solche 
umgewandelt werden kénnen, die die Gleichungscoefficienten explicit 
enthalten. Ich gedenke hierauf im Zusammenhang mit einigen anderen 
naturgemiiss hier sich darbietenden Fragen demniichst zuriickzukommen. 
Als Beispiel sei hier nur noch kurz der Fall n = 4 gestreift, wo also 
y der Gleichung 

ayy* + ayy’ + ay? + ay + a, = 0 
mit constanten Coefficienten geniigt. Es lisst sich dann vermitielst 


der Newton’schen Formeln D,, welches mit der Gleichungsdiscriminante 
identisch ist, leicht in die Form setzen: 


4a, la, 2a,a, 3 Ay As 
—s 3a, 2a, 3a,a,+la,a, 4a,a,+2a,a, 
94S | 2a, Ba, 4a,a,4+2a,4, 3a, a,-+ lay ay |’ 
| las 4a, 34,a, 2a, a, | 


und es sind dann die Determinanten + a, D,, — a,? D,, + a! D, 
nichts anderes als die drei Hauptunterdeterminanten*) von — a,°.D 


4? 


*) Die a'e Hauptunterdeterminante von — a)°.D, besteht aus den 4 ersten 
Zeilen und 4 ersten Colonnen des Schemas auf der rechten Seite. 
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wibrend man die Functionen B,, B,, B, beziigl. aus D,, D,, D, 
dadurch erhilt, dass man die Elemente der letzten Colonne der Reihe 
nach durch die Functionen Y,, Y,, Y,, Y; ersetzt. Dabei bedeutet Y, 
die bekannte, durch die Gleichung 


Yi = ayy’ + ayy! +--+ aa 
definirte Function. 
Ist nun z. B. 
D,=D,=90; D,+-90 
so besitzt die vorliegende Gleichung zwei verschiedene Wurzeln, ge- 
liefert durch die Gleichung 


B, (y) = 0*). 


*) Bereits bekannt, wenn auch ganz anderen Betrachtungen entstammend, 
ist, wie ich nachtriglich sehe, der folgende Satz: 
Die Anzahl der Paare imagindrer Wurzeln einer reellen algebraischen 
Gleichung ist gleich der Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe D,, D,,...D, . 
(Vgl. Jacobi in Borchardt’s gesammelten Werken §. 471). 
Nimmt man diesen Satz, angewendet auf die urspriingliche oder auch auf die 
Gleichung B,(y) 0, zu meinen Entwicklungen hinzu, so entsteht ein wohl- 
abgerundetes Ganze. — Jacobi beriihrt allerdings nicht die (bei meinen Siitzen 
nicht in Betracht kommende) Méglichkeit des Verschwindens zweier auf einander 
folgender Hauptdeterminanten D, aber auch dieser Fall lisst sich leicht ver- 
mittelst der bekannten Siitze tiber die Transformation quadratischer Formen 
erledigen. 

















Sur les formes canoniques d’une expression différentielle 
X, dx, + X,dxz,-+-+--+ X,dz,. 


Par 


C. Roussrann & )’Université d’Odessa. 


Etant donnée une expression différentielle 
X,da, + X,dx, +--+. X,dz, 
i p variables indépendantes «, od X,, X,,...X, sont des fonctions 
analytiques quelconques de ces variables, on peut toujours ramener 
cette expression & la forme la plus simple, dite canonique, paire 
Fydf, + Fidf, + +--+ Fidfi (2n<p), 
ou impaire 
df, + Fydfy + +++ + Frjsdfuyr (2n+1<p), 
ot toutes les variables sont indépendantes, 

Une expression différentielle (1) a une infinité de formes canoni- 
ques, mais toujours & un méme nombre des variables. 

On doit regarder A. Clebsch comme le premier, & qui appartient 
la méthode pour trouver les relations, qui existent entre les variables 
de deux formes canoniques d’une expression différentielle donnée dans 
le cas des formes canoniques paires. 


Si 
DF: df; 


i=1 
est une forme canonique paire d’une expression différentielle 
X, da, + X,dx,-+---+ Xendaan "* 
OX, OX, 


a 2m variables indépendantes, et si (m, ») désigne l’expression . ~ 
et A le déterminant ss 
((1,1), (2,1), ...(2m,1) | 


1(1,2), (2,2), ...(2m,2) | 
19% 


| (1, 2m), (2, 2m), ... (2m, 2m) | 
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A. Clebsch a démontré les égalités*): 


0 ou ou 
od ae. a 


1 = 7) 
a Xv (yD, +. Gn = Die 


eas Cs on), — “(2n, ‘2n) | 


u 


Ly 


» 5a,’ (1,1), ... (2m, 1) -> 6u dv du Gv\ 
rss s + & + & & ok J NOK, Of, 0, OF; 


~ 


0, a 
Ox, 


~~» 


— 


a 


=~, (1, 2n), ... (2m, 2n) | 


En lian dans ces égalités u,v =f, F’, A. Clebsch a trouvé 
les équations, auxquelles satisfont les variables d’une forme canonique 
paire, exprimées en fonction des variables de l’expression différentielle 
donnée dans le cas p= 2n. 


Mais si nous faisons un pas plus Join et exprimons la premiére 
partie de ces égalités encore en fonction des variables d’une autre forme 


canonique paire 
n 
2 * 
®, d Qk 
k=1 


de la méme expression différentielle, nous obtiendrons les égalités 


suivantes: 
F, ou > 
ys ‘OF, o z, ' 
fan] k=] 


> (FF, 6v = ow 7) ” > (be. ou _ ou rs) 
-_ OF, ef; of, oF; <— 6D, 09, Og, E%,)’ 
, pour la simplicité: 
(u)s= (&)g, 
(u, v)s == (U, Vy. 
En posant dans ces derniéres égalités u,v == /, F, nous obtiendrons 
les équations: 
(fi lp = 0, (Fig iaias F;, 
(fis Tidy " 0, (F;, Fo = 0, 
(Fi; felg =9 (i+=hk), (Ki, fg =1. 
(¢,k=1,2,...m), 


*) J. Crelle, Bd. 61, 1863: ,,Ueber das Pfaff’sche Problem’. Zweite Abb. 8. 149. 
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auxquelles satisfont les variables d’une forme canonique paire, exprimées 
en fonction des variables d’une autre forme canonique pair. 

On voit done, que ces équations présentent une conséquence, présque 
immédiate des égalités (2), données par A. Clebsch. 

G. Darboux a déduit*) les relations cherchées en supposant, que 
le nombre des variables de la forme canonique soit égal i celui de 
expression différentielle donnée, par une méthode, dont la base sont 
les propriétés invariantes des déterminants: 


1 (i, 2), ..- Cp, 9) | 0, XX, ... XX | 
6, Fi. +s iy FI —X,, (l, 1),... (p, 1) | 
: : : 'y 
(1, p), ..- (p, p)| —Ap,y, (1, p), .-- (p, p) | 
0 ou Ou 
| 0 ou ev ’ — °°" Or, 
. a  * ge (1,1) 1) | 
X,, (1,1), --- (a YI gay? Es Bs --- Cv BD) 
|: ‘ | 
| Xp, (1, p), -.- (py Pp) | |= Sis rere se 
Ox, | 
ou ou 
0, 0, ga? °° ie, 


ae © Bene 
——») My, (1, 1), --» (pe, YD) 








“ees aos 1,59) ~.- (8 


Elle est done au fond la méme, qui a été donnée par A. Clebsch, 
mais beaucoup généralisée. Les équations, déduites par G. Darboux, 
dans le cas des formes canoniques paires sont les mémes, qui se 
déduisent immédiatement des égalités (2); et dans le cas des formes 
canoniques impaires 


af, + Fdfy tees + Fagidfngs et dp, + O,dgyt + + Orgi d past 
elles sont: 


0 1 of; oF; o , 7 7" 
ph 1, 4 _ (fiifdet Ae=9, (fir Fade t+ (Ldo=t, 


(fi filo = 9, (Fis Pidy =, (Fi, fio = 0 (FER), (Fa fy = 1, 
Gib (i,k =2,3,...n+1), 


*) Bull. des Sc. math, et astr, 2° série, t. VI, 1882: ,,Sur le probléme de Pfaff," 
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si les symboles (u)», (w, v)» désignent respectivement les expressions 


n- 


n+l +1 
ou wn) /du av Gu av 
2°39, p. (Ge, Sot So 9 


k=2 


Cette méthode est caractérisée par cette circonstance, qu'il est nécessaire 
d’introduire les variables de l’expression différentielle donnée. 

S. Lie, en se fondant sur les équations différentielles de A. Clebsch, 
auxquelles satisfont les variables d’une forme canonique paire, exprimées 
en fonctions des variables de lexpression différentielle donnée, a 
déduit*) les formules de transformation de contact; de ces derniéres 
il a déduit les équations, auxquelles satisfont les variables d’une 
forme canonique, paire ou impaire, exprimées en fonction des variables 
d’une autre forme canonique de la méme expression différentielle donnée. 

A. Mayer a donné les formules de transformation de contact **) 
par une méthode différente de celle de S. Lie et indépendante du 
probleme de Pfaff. 

On peut l’appliquer au cas des formes canoniques d’une expression 
différentielle donnée, comme cela a été fait par S. Lie par rapport 
aux formes canoniques paires***), et déduire de cette maniére, les 
équations cherchées indépendamment de l’expression différentielle donnée. 

Dans ce mémoir, qui est un extrait, un peu varié, de mon ouvrage 
sur le probléme de Pfaff+), je démontre les rélations, qui existent entre 
les variables de deux formes canoniques, paires ou impaires, de |’ex- 
pression différentielle donnée par une méthode trés-simple, indépendante 
de l’expression primitive. Elle est intéressante encore par cette raison, 
que les rélations cherchées se déduisent 4 l’aide de propriétés nouvelles 
des variables des formes canoniques. 


1. Supposons, que nous ayons une expression différentielle 
yO df, + F, af, + wigs) + F, dfn 


i 2n variables indépendantes /, F, et sa transformée 
dg, + O,dg, + +--+ Ordon. 


*) Math, Ann. t. 8, 1875: ,,Begriindung einer Invariantentheorie der Be- 
riihrungstransformationen‘. 
**) Math. Ann. t, 8, 1875: ,,Directe Begriindung der Theorie der Beriihrungs- 
transformationen“. 
***) Math. Ann. t.9, 1876: ,,Allgemeine Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen“, p. 258. 
+) Mémoires de l'Université de la Nouvelle Russie, t. 67, 1896: ,,Théorie 
d'intégration d'une équation différentielle 
X, da, + Xgdxy +--+ X,dx, = 0, 
et la méthode de Pfaff“, 
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Il s'agit de déduire les équations, auxquelles satisfont les variables 
dune d’elles, p. ex. f, F, exprimées en fonction des m, . 
De Végalité 


Fydf, + F,df, + +--+ Frdh, = %, dg, + Ode, + +++ + Ordgn 


nous déduisons 


) of 
(1) Ps jim, 2 Fi56,—° 
(k= 1,2,...0), 


et par l'indépendance des variables F, /, 


16 ~N OP, 
(?) 35 _” Bi, an oF, — 
(A,a—=1,2,...%). 


En différentiant la premiére des équations (2) par rapport & F;, et la 
seconde par rapport a /;, et retranchant les résultats obtenues, nous 
aurons 


0%, 09, 8%, 2%) 0 (é+-A) 
3 Padi nis... WO 
( ) 3G Ff, of; Cf; 5, 1 (iA) 
k=1 
(¢,4 = ~~ er 
La seconde des équations (2) peut s’écrire sous deux formes 
y Og, ‘ a 
ows Daw 
k=1 Sant 
(@, A= = i= Hy yee -n). 


En différentiant la premiére par rapport & J, et la seconde par rapport 
a F;, et retranchant, nous obtiendrons 


. 0 1D, 7 Px 0%, Og, 
(4) 2 (; FoF; oF; oF.) — 
=1 
eo? eo 


Enfin, la premiére des équations (12) peut s’écrire sous deux formes 


Ps 0,57 F,, Divs - 


utensil caste 
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En différentiant la premiére par rapport & /, et la seconde par rapport 
i f; et retranchant, nous deduisons 


. ba 00, Og, a, aq, ae 
©) > (ai, Of, OF, wi.) iis 
(¢,4—01,2...m). 


Nous avons done obtenus trois systemes d’équations (3), (4) et (5). 
Mais par l’indépendance des variables J’, / nous avons encore: 


b Oh, Ov; 4. oh OO O (i= A) 
(Fo, of; T 50, zi, ) ~ 1 (i=), 


6 n - : FS - 
(8) ~~ (Of, Cp, , Ch, ED 0 
@ (ao, oF; ' 0% ol) — 
@,4=1,2 22) 
>( I; é 4 OF; ¢ =) = 0 (¢+-) 
CP, PF, 1 6%, oF) 1 (¢=A), 
(7) {— oR a aH 2 
N) oF, OD, sae 3a) 0 
a (55, of, + 3, 77) = 








(s,4a01,2...8). 


Des équations (3), (4), (5) et (6), (7) nous déduirons les propriétés 
nouvelles des variables I’, /, ®, m, ci-dessus mentionées. 

En effet, en retranchant les équations (3) et (4) des équations (6), 
nous obtiendrons: 


= OD, oh ss) a,  , OPR ‘|= 


> Re (Of, 04) 1 0%, (24 4 mi: 0 
oF, ; Py of, or, a”, oF. 7 
k=1 


(¢,4—01,2...m). 


Supposons, que l’'index 4 consérve dans ces équations une valeur quel- 
conque 1,2...%m, mais que l’index 7 varie de 1 4m. Dans cette 
supposition nous aurons 2 équations linéaires et homogénes i 2n 
inconnues 
on, oo, eh; OM, 
09, OF, 00, OF,' 
(A= 1,2...) 








D 
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et comme le déterminant de ces équations 


O(P1> +++ Py» My, ~~. Oy) 
O(fis fer +++ fas F,,... Fy) 


n’est pas nul par l’indépendance des variables », ®, il en résultera, que 


eh, 0% eh 
in, OF, 50," — OF, 


(4,h—=01,2...m). 





Retranchons de méme les équations (3) et (5) des équations (7), nous 
obtiendrons 

oF (so. — ae) Og, oF, *)] 

>| 6, + oF, “is oS, 


0%, (2F, O9,\ , 00, (aF, , 2% 1. 
Ss (Fe 4) + 3, mT 9) ates 
(i, 4=1,2...n). 


Supposons, que l’index 7 consérve dans ces équations une valeur quel- 
conque 1,2,...m, mais que l’index 4 varie de 1 & m, nous aurons 
2n équations linéaires et homogénes & 2n inconnues 

0 F, OD, oF; s+ 0 ®, 

ao, af,’ sie Of 

(% =m 1,2,... 
et comme le déterminant de ces ae 
pe a Pires Pn) 


O(F ++ Fys fis» - fy) 
n’est pas nul par lindépendance des variables m, ®, il résulte de ces 
équations: 
ca __ 9% oF; o% 
~ Of? Om =f 
* a, ken 1,2,...8). 
Nous avons donc obtenu les relations suivantes: 


) 2% df am OF __ 8% AF _ dy 
) 99, "OF? 90,7 OF? da, OF 90,7 OF 


qui expriment les propriétés nouvelles des variables /, I’, p, ®, ci-dessus 
mentionées. 


Portons maintenant les valeurs des Aa oe a7 a tirées des 


équations (8), dans les équations (2), (3), (4) et (5). 
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Nous obtiendrons les équations suivantes 


n of; ” ar, ; 
2) 59, =% > *56.— Fi 


k=1 


>(% of; oh, fi) 9 
a \F0, 9, Fo, 30,) —"? 


(= oF; @F, ) 0 

2: \ae, Go, — Fo, 70,) ~ 

> (o% éf, oF, +. (i + 2) 
t=1 


0%, 09, 09, 0%,/ 1 (i =A) 
(i,4=1,2,...) 





ou, pour abréger, 
(fig=9, (Fdg=Fi, (A fidyp =9, a, Fdg = 9, 
(F;, filo = 9 (+4), (Fi, fig = 1 
(¢,4—1,2,...%). 
Nous avons done démontré le théoreme suivant: 
Les variables indépendantes /, F’ de l’expression différentielle 
F df, + F, df, +++} Fidfn, 
exprimées en fonction des variables m, ® de sa transformée 
9, dg, + P,dy, + +++ + Ordon, 
satisfont aux équations différentielles partielles du premier ordre: 
(fio —_ 0, (Fido as F;, (fi, fad — 0, (Fi, F) — 0, 
(Fi, hig == 0 (iA), (F;, fio = 1. 


2. Supposons maintenant, que nous ayons une expression dif- 
férentielle 


df, + Frdfy + +++ + Frisdfaps 


a 2m + 1 variables indépendantes /, J’, et sa transformée 
dp, + Ody, + +++ + Pazid gayi. 


Nous allons déduire les équations, auxquelles satisfont les variables 
d'une d’elles, p.-ex. /, F, exprimées en fonction des variables gy, % 
de l'autre. 

De Végalité 
af, + Prd fy +++ + Bap dfn = AQ, +O, dp, ++ +++ Ong d pay 
nous déduisons 








les 


n+l 





Formes canoniques. 











ah SI p fi nis 
ft 7 ol 
ra Pe L, Og, +O Pig, 
(1) Q af n+l 
30, + aie ‘50, ~ 

| (k= 2,3,...0-+ 1), 

et par l’indépendance des variables /, F 
n+1 
a9, a ay 
f+ 2 Fi *=1, ot So5 = Fe 


n+1 


on + Sato 
(,a—2,3,...041). 


En posant F', —1, ces dernitres équations peuvent s’écrire sous la 
P { ? 
forme plus simple 


n-+1 a-+-1 

@ = OP . 1 OP, 

(2) af, + a, of, = F,, oF, + +20 * OF, — 
k=2 . 


(§—01,2,...8+1, ere 


Partons de ces derniéres équations. Différentions la premiére par 
rapport 4 F;,. et la seconde par rapport a f;, et retranchons les résultats 
obtenus. I] viendra 


®) Foo> - 2° 
k=2 oF, on; of, oF. 1 (i=) 
Pee Re Ry: th, emma <ce 


La seconde équation (2) peut s’écrire sous deux formes 


n+1 
og ,) OP 
Bet DO 5H =o n+ So, ir, 
Jae 
bomtih,..00%. 


En différentiant la premiere par rapport & F;, et la seconde par rapport 
ai F;, et retranchant, nous aurons 


n+1 >. 
0%, OV, 09%, Og, 
(4) 2 (GH oF, OF, iF) — . 


(i, 4—=2,3,...n+1). 
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Enfin la premiére des équations (2) peut s’écrire sous deux formes 
n+1 n+1 


om + 2% ap oe F,, 3 A+ % a, or 


En différentiant la premiére par rapport 4 f;, la seconde par rapport 
a f;, et retranchant, nous obtiendrons 


n+t 
ao, OP, 0%, or) - 
©) & (Gt i Fe HE ‘oie 
(¢,A4—=1,2,...n+1). 


Nous avons donc obtenu trois systémes d’équations (3), (4) et (5). 
Par Vindépendance des variables f, F’ nous avons encore quatre 
systémes d’équations: 


Sk i) + Beh) —2 et 
— Og, Of; & Oo, Of, 1 @=A), 
(¢,4=1,2,...n+1), 
(6) 4 n+1 n+1 
Of, OM, ano em, 6 
de, OF, + ai 0%, OF, ~ 
k=1 &=3 
(¢==2,3,...m +1, A4=1,2,...n+4 1); 
rer, oo, Sn at 
a9, Of, * ad 0%, Oh 
k=1 k=2 
(7) (¢==2,3,...m +1, A=—1,2,...n+1), 
| Mien. « é OD; Se 0%, 0 (i + A) 
an! 095 OF | wai 00, OF, ~ 1 (i=). 





ccaks abe 


Si nous supposons, que l’index 4 varie dans les équations (6) de 2 a 
n-+ 1, et si nous retrancbons de ces équations (6) les équations (3) 
et (4), nous obtiendrons 


n+1 
oh oor 4 Silden (2h _ 200) 4 (2h 4 Om) 
io ant Of, Non, OF,) + OF, (4 + oF )] =% 


(¢=1,2,...m+1, A=2,3,...n+1), 
than , & Pe (% 7) a3? (28 ay, 
het a®: (5g, — ami) + oF (so: + aH) | —°- 


(A == 2,3,...m-+1, t=2,3,..-n+1). 








tre 


2 a 


(3) 
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Supposons, que l'index 4 consérve dans ces derniéres équations 
une valeur quelconque 2,3,...-+1, mais que l’index i varie dans 
la premiere de 1 4 m+ 1, et dans la seconde de 2 4 n+ 1. Nous 
obtiendrons 2” + 1 équations linéaires et homogénes & 2n-+ 1 in- 
connues 


29, th 0% dh , o% 
io,’ 00, OF,’ 50, + dF, 
(k= 2,3,...n+4+1). 


Le déterminant de ces équations 


0 (P15 Pa, +++ Pasi M2,... 41) 
O(fir fare ++ Fagar e,--. Fuss) 





n’est pas nul par l’indépendance des variables pm, 0. 
Par conséquent nous aurons 


af, _ th 0% th __ am 
O11 e 0p, OF,’ oo, oF, 
(A,k—e=2,3,...m+1). 
Supposons maintenant, que dans les équations (3) et (5) l’index i 


varie de 2 & m+ 1, et retranchons dans cette supposition les équations 
(3) et (5) des équations (7). Il en résultera: 


oF, i Oo Ks Pk oF; *. a 0, Og), | ™ 
Og, Of, +> (5 . ¥ Oh, (Fé. of, ) =0, 


amt, 2,... 04, alae, 2 sabes 


n+1 F 
oF; ao, KE ee 0%, 3) ao, Ge sy 
0% CF, + 2 oF, On, + + 3. OF, 6%, om Oh = 0 
(4,i=2,3,...n+1). 


Si nous supposons, que l’index i conserve dans ces derniéres équations 
une valeur quelconque 2, 3,...#-+ 1, mais que l’index 4 varie de 1 a 
n+ 1, dans la premiére équation, et de 2 a m+ 1 dans la seconde, 
nous aurons 2% -+ 1 équations linéaires et homogénes 4 2m + 1 in- 
connues 





aF, @F, @9, @F, . 8, 
09,’ 6%, Of? Cm" GF; 
(A= 2,3,...n+1); 


et comme le déterminant de ces équations 





O(M isi ca » Pui M2, ++: 41) 


O( fi» fe - - *Feaae , Fy,-. F41) 

















C. Rovss1ane. 


258 


n’est pas nul par l’indépendance des variables m, , il viendra 


oF, as oF; Og; oF; - 0, 
a ' & &' te fF, 
(i, k= 2,3,...n+1). 


Substituons dans la premiére équation (1) zéro au lieu des 


al (¢ = 2,3,...m+ 1); 
nous obtiendrons 
Th ow 2. 
OM 
Nous avons donc obtenu les équations suivantes: 
(8) Of, ef _o al oh a oh om 
0m, OM,’ OM, ~~? OM, OF,’ 99, OF,’ 
oF, 0%, OF; 0%, 
im — Gf,’ 3% OF, 


(¢,k=2,3,...n+1), 
analogues aux équations (8) du § 1. 
A aide des équations (8) nous pouvons écrire les équations (3), 
(4) et (5) sous une autre forme. Supposons, dans ces derniéres équa- 
ap Op 2D G0 
of’ oF’ of? oF 
leurs valeurs, tirées des équations (8). Nous obtiendrons 


tions 1, 4 = 2, 3,...%-+ 1, et portons au lieu des 


Sm 0h aF, @ a 0 (é+4) 
a OO, CP, 0%, 0 1 (@=A), 
S(% %. ys 
on CD, CD, =O 

n+ 


> (% 2F, oF, oF) 0 
70, D9, 39; 9°, 


oo ee 





S 


ou pour abréger 

(9) F,, hide — 0, (tA), F;, fig — 1, (fay fio a 0, (Fi, Fg — 0, 
(¢,4—=2,3,...n+1). 

Considérons maintenant la seconde et la troisitme équation (7). 


é 
la troisiéme par oh, et retranchons 


Multiplions la seconde par oh 0, 


00, . 
les resultats obtenus. Nous aurons 


_g, th Mh _ ah th +3 SF oh _ af ahi), 
*0®, 0%, dg, 09, 00, ~ - 0%, 09, O69, 6%, 
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En sommant ce résultat par rapport a k de 2’ m-+1, nous obtiendrons 
n+ n+ 2 
- Fa > (# Sf _ af, Hh) 
= " OW, O%, OD, 0%, 
n+2 n+1 


Of, eh ah, ah 
Sin Se te 29 
(4,i—=2,3,...n41). 

5 (2 24 _ Mh Oh) 

= 0, OD, 0g; 0%, init 


(i, 4 == 2,3,...n+1), 


Mais comme ~ 


il vient 
n+1 ‘ . n+1 
oh th _ of 5) Re 
(10) d (5, 09, Og, 0%, + 2% 39, 09, 
oi, pour abréger 
3), (11) (fis fap + (fag = 9 
ua- (A=2,3,...m+1). 
a0 ar 
oF Si enfin nous multiplions la seconde équation (1) par 56, “ , la troisiéme 
oF, : 
par ae, et si nous retranchons, nous aurons 
oF, of, OF of, OF (= OF, of, @F, 
~- a ih hy Sh ie 5g — Te) 
Sommons ce résultat par rapport 4 k de 2an-+1. 
Il vient 
n — n+1 
Se sat > (Gh Gi — Gh) 
= *90, - 0, 09, 09, 0%, 
n+1 
Of, OF, af, oF, 
+$a 22-22) 
: 0, 2 a oo, Og, Op, o® 
Mais 
} (i oF, af, a). 0 (i) 
—_ oe OP, OY; Op, 0%, —1 (t=A), 


daprés cela nous aurons 


n-+1 4 
of OF, _ Of oF, oF, 
> (6, OD, =O, 0%, +S +%0 =f, 
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ou, pour abréger 
(12) (fi File + (Fie = Fi 
(A=2,3,...m-+1). 
Nous avons done demontré le théoréme suivant: 
Les variables indépendantes f, F' de Yexpression différentielle 
af, + F, df, oes} Fags fags; 
exprimées en fonction des variables p, ®, de sa transformée 
Ap, + DP. dgy, + +++ + On4id Gat, 
satisfont aux équations différentielles partielles: 
a LE oF, 
G1, Fe = 04 Ge =O (Lis Av + (Le =9 (fis Fp t+ (Edo Fr 
(fi hig = 09, (F;, Fig = 90, (Fi, hag = 9 (i+), (F;, fhig= 
(é, A= 2,3,...n+1). 


Odessa, Janvier 1897. 
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Ueber metacyklische Gruppen und Nachbarconfigurationen. 


Von 


L. Herrrer in Giessen. 


Bei der modernen geometrischen Repriisentation einer Gruppe von 
Operationen*) hat das zu einer geschlossenen Flaiche zusammengebogene 
Fundamentalpolygon vornehmlich die Eigenschaft, bei allen Operationen 
der Gruppe als Ganzes betrachtet invariant zu bleiben und nur Drehungen 
im Sinne der Analysis Situs zu erleiden, gerade wie das Tetraeder bei 
der Gruppe der Tetraederdrehungen*™*), Im Folgenden soll gezeigt 
werden, wie speciell bei metacyklischen Gruppen ein solches invariantes 
Gebilde, das natiirlich mit dem entsprechenden Dyck’ schen geschlossenen 
Polygonnetz nahe verwandt ist, auf sehr einfache, directe Art herzu- 
stellen ist. Dabei treten Nachbarelemente***) auf und zwar u. a. die 
von mir (a. a. O. S. 491, Anm.) schon erwihnten, sich selbst dualistischen 
Netze, deren Flichen Nachbargebiete und deren Ecken gleichzeitig 
Nachbarpunkte sind. Endlich gestattet jenes geometrische Gebilde un- 
mittelbar die Aufstellung einer Function, welche bei den Substitutionen 
der metacyklischen Gruppe und nur bei diesen ungeiindert bleibt, d. h. 
einer metacyklischen Function. 


$1. 
Das invariante Gebilde der Gruppe. 


Es sei p eine Primzahl, g eine primitive Wurzel derselben und M 
die aus den beiden cyklischen Substitutionen 


(1) S= (9°, 9, Py ++ g?~*) = (2, 92), 
(2) T=(0,1,2,...,p—1) = (2, 2+ 1)! 
erzeugte metacyklische Gruppe der p(p—1) Substitutionen 


*) Vergl. Dyck, Math. Ann, Bd. 20 (1882) S. 1ff. 

**) Vergl. F. Klein, Vorlesungen tiber das Ikosaeder, Leipzig (1884) S. 14. 
***) Vergl. meine Arbeit ,Ueber das Problem der Nachbargebiete“ Math. 

Ann. Bd, 38, (1891) S. 477ff. 
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5 a=0,1,2,....9—2 
3) ©9248) (5019.1)? 
wobei natiirlich alle Zahlen mod. p zu nehmen sind. 

Wendet man auf das Element 1 der Reihe nach die Substitutionen 
S°, S', S?, ..., S?-* an, so erhilt man die Reihe von Elementen 
9°, 9, 9, «++, 9g, die wir zusammengenommen und in dieser be- 
stimmten Folge kurz durch die unter ihnen allein fehlende Zahl (() 
bezeichnen wollen 

() 99's 9, +++) 9g? 

Die Anwendung der Substitutionen 7°, T', T?,..., Z?—' auf (0) ergiebt 
dann p solche Reihen (0), (1), (2),..., (#—1) oder in etwas anderer 


Reihenfolge (0), (g°), (g'), ..., (g?-*), sodass wir das System von p 
Zeilen aus je p — 1 Elementen betrachten 
0) 9 »g »g° ree g?, 


gg gFte? , GAD , FHM ,---,g??7* +9, 
(4) 4@) gt ,og +9 ,F +g ,---,g?* + 9', 


PO) 8 FP". SF tH PF te ,.-. 9 +e". 

Dieses System ist fiir die Gruppe M in dem Sinne invariant, dass 
es bei deren Substitutionen nur cyklische Verschiebungen der einzelnen 
Zeilen in sich und Vertauschungen der verschiedenen Zeilen unter- 
einander erleidet. Denn bei 7 vertauschen sich nur die Zeilen 
(0), (1),.--,(#—1) eyklisch in der natiirlichen Folge und bei S ver- 
schiebt sich die Zeile (0) cyklisch in sich selbst, wihrend die Zeilen 
(g°), (g'), »++» g?~® sich im dieser Folge cyklisch vertauschen und 
ausserdem cyklisch um eine Stelle nach rechts verschieben. 

Umgekehrt aber ist jede Permutation der Zahlen 0, 1,2,...,—1, 
die eine beliebige Zeile von (4) nach beliebiger cyklischer Verschiebung 
in sich selbst in eine beliebige andere Zeile iiberfiihrt, eine metacyklische. 
Denn gehen etwa dabei 

(97) PAP IPTG, Pr +H 
bezw. tiber in 
(9°) gi +9, 9+ 98,...,9°'*+ 9, 
so geschieht dies durch die metacyklische Substitution 
T-* SvyT# oder Sv To?-s*t7, 

Dies veranlasst die folgende geometrische Interpretation des Systems 
(4). Die p Zeilen (0) (g°) ...(g?-*) denken wir uns als p ebene p — 1- 
Ecke mit den gleichen Namen (0), (g°), u. s. w. und bezeichnen die 
p— 1 Ecken von (0) der Reihe nach mit den Zablen der Zeile (0), 
die von (g°) mit den Zahlen der Zeile (g°) u. s. w., wobei alle Polygone 
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in gleichem Sinn umlaufen werden miissen, also etwa so, dass die 
Fliche zur Linken bleibt. 

Die so erhaltenen p Polygone fiigen sich nun zu einer einzigen 
geschlossenen Fliche mit nicht umkehrbarer Indicatrix und spiter zu 
bestimmendem Geschlecht zusammen, sobald wir je zwei Polygone, die 
entsprechende Seiten ik und ki besitzen, lings dieser zusammenheften. 
Es muss hierfiir zuniichst gezeigt werden, dass zu jeder Seite ik auch 
eine entsprechende ki vorkommt; ferner lisst sich dann beweisen, dass 
jedes Polygon auf die angegebene Weise mit allen p—1 iibrigen 
verbunden wird. 

Die Differenzen zwischen je zwei auf einander folgenden Zahlen 
einer Zeile von (4) sind fiir alle Zeilen 
(5) g' aan 9°, g — g', Beg g° ‘istte g?-*. 

Diese sind simmtlich von einander verschieden, niimlich, auf ihre 
absolut kleinsten Reste mod. p reducirt, eine Permutation der Zahlen 


+1, +2,++-,+P>*. 


Da aber aus einer Zeile von (4) alle andern durch die Substitu- 
tionen 7°, T', ..., T?-' entstehen, so folgt, dass, wenn 7 und k 
zwei ganz beliebige der Zahlen 0,1, 2,...,p— 1 sind, die Zahlen- 
folge ik einmal und nur einmal vorkommt, ebenso also auch die 
Zahlenfolge ki. 

Gehért nun die Zahienfolge ik z. B. der Zeile (0) an, sodass etwa 

t=, k=gw 

ist, so muss das Zahlenpaar ki in einer von (0) verschiedenen Zeile 
auftreten, weil sonst i oder k zweimal in derselben Zeile vorkime. 
Sei daher etwa in (g°) 


(6) G+PR=EK*, PH +/f=F, 
sodass also (0) liings g*g*+' an (g*) grenzt, so ergiebt sich aus (6) 
durch Multiplication mit den einzelnen Potenzen von g 
ght ghSger, ght ghagn, 
(7) gh + Phar, gH + PhS", 
u. Ss. W. 


d. h. (0) grenzt mit den Seiten ge g*+?, ge+®2get3, u.s. w. bezw. an 
die Polygone (g@+*), (g?+*), u. s. w., also liings jeder seiner Seiten an 
ein anderes der p — 1 iibrigen Polygone. 

Da in Folge der Entstehung der einzelnen Polygone aus (0) ver- 
mittelst J, 7%, ... Entsprechendes fiir alle p Polygone gilt, so ist 
gleichzeitig bewiesen, dass diese Polygone sich zu einer einzigen ge- 
schlossenen Fliche mit nicht umkehrbarer Indicatrix zusammenfiigen und 
dass sie auf ihr p Nachbargebiete darstellen. 
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Diese geschlossene Flaiche oder dieses Polyeder, —- wie wir im 
Sinne der Analysis Situs sagen kénnen, — wollen wir kurz durch M 
bezeichnen und es das Polyeder der Gruppe M nennen. Nach den 
Bemerkungen, die sich an das System (4) angekniipft haben, kann 
jetzt ohne Weiteres der Satz ausgesprochen werden: 

Die metacyklische Gruppe M ist identisch mit der Gesammtheit 
derjenigen Drehungen des Polyeders M, bei welchen jedes Polygon wieder 
in den Platz eines solchen einriickt. 

Bei der Substitution S z. B. dreht sich das Polygon (0) nur um 
sich selbst, waihrend die iibrigen sich um dasselbe drehen. Bei der 
Substitution 7 aindert jedes Polygon seinen Platz. 


§ 2. 
Das Geschlecht des Polyeders M. 


Vom Standpunkt der Analysis Situs aus interessirt uns noch das 
Geschlecht des Polyeders M und der damit zusammenhingende Charakter 
der entstehenden Nachbarconfigurationen. Um das Geschlecht nach 
dem erweiterten Euler’schen Polyedersatz ermitteln zu kénnen, 
brauchen wir noch die Anzahl der Ecken des Polyeders; d. h. wir 
miissen ziihlen, in wieviel Polyederecken [0] z. B. die » — 1 Polygon- 
ecken 0 der Polygone (g°), (g'), ..., (g?~®) zusammenfallen. Was 
von [0] gilt, trifft dann durch Uebertragung mittelst 7 auch fiir die 
anderen Ecken von M zu. 

Zu diesem Zweck bemerken wir, dass in den Polygonen 

(9°), (")y +++» Cg?) 
die Ecke 0 bezw. unter den Zeichen 
or pl e 
(8) 9° +9, 9° +G1--- 9° +9?" 
erscheint. Unter Hinzunahme der beiden benachbarten Eckpunkte haben 
wir also bei Festhaltung des positiven Umlaufsinnes in den einzelnen 
Polygonen die Ecken 


p—3 p+1 
2 0 2 0 
g +9 -.X, o@'t+8 ; 
p—l p+3 


g*> +g, 0, g*' +g , 


(9) 
ptt oF 
g +9°,% g +9, 
p+3 5a med 


v 


g +9°, 9, g +9’, 











ee ell 
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Folglich gehen von einer Polyederecke [0] aus die Kanten der Reihe 
nach nach den Ecken 


2-8 ptt ptt pts 
(102) pp +9, 9° +9, 9° +9, 9% +9,--~ 
Wenn diese Zahlenreihe sich erst mit der (p—1)'" Zahl schliesst, so 
fallen alle Polygonecken 0 in eine einzige Polyederecke [0] zusammen. 
Andernfalls entstehen mehrere solche [0], [0'],.... 
Nun entsteht jede der Zahlen (10) aus der vorhergehenden durch 
ptt pt! 
Multiplication mit g* ; also ist nur die Frage, ob g* primitive 
Wurzel fiir p ist oder zu einem niedrigeren Exponenten als p — 1 
gehort. Wenn e aa ungerade, also p von der Form 4yv + 1 ist, tritt 
ptt 
der erstere Fall ein; wenn p=4y-+ 3 ist, gehért g* zu po : 
Demnach besitzt das Polyeder M im Falle p= 4+ 1 p Ecken 
[0], (1), ee ey [p— 1] 
und im Falle p—4»+3 2p Ecken 
[0], (1], ¥ ong [p— 1), 
[0], (17, ste Lp bans 1]. 
Wenn wir jetzt aber die Anzahl der Ecken (p, bezw. 2p), der 
Kanten (pie—) und der einfach zusammenhingenden Flichenstiicke 


(p) kennen, so ergiebt sich nach dem erweiterten Euler’schen 
Polyedersatz 





2P—-2=—=K—E-—F, 
wo P die Geschlechtszahl, K, EZ, F die Anzahl der Kanten, Ecken, 
Fiachen bedeuten , als Geschlecht von M 


im Falle p= 4v +1 Pa 2-U 9, 

(p—1) (p—4 
» » p=4v+3 Po PP a 2. 
Da nun im Falle p=4y-+ 1 von jeder Ecke p—1 Kanten 
nach den p — 1 iibrigen Polyederecken ausgehen, so sind alsdann die 
p Polyederecken zugleich Nachbarpunkte, und wir kénnen in Hinsicht 
auf das Problem der Nachbarelemente unser Ergebniss dahin formuliren: 
Das Polyeder M einer metacyklischen Gruppe M stellt immer eine 
Configuration von p Nachbargebieten dar und, falls p=4v-+ 1 ist, 
ein sich selbst dualistisches Nete von p Nachbargebieten und p Nachbar- 


punkten auf einer Oberfliche vom Geschlecht (pai ens), 
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§ 3. 
Metacyklische Functionen. 


Man kann endlich das System (4) oder — was ja auf dasselbe hinaus- 
kommt — das Polyeder M benutzen, um daraus eine Function von p 
Gréssen 

oy Uy Vay 0+) Ups 
abzulesen, die bei den Substitutionen von WM und nur bei diesen un- 
geiindert bleibt, also eine metacyklische Function. 

Zu dem Ende setzen wir an Stelle einer jedeo Polygonecke i 
(¢=0, 1, 2,..., p—1) die Grosse 2;; die Polygonseiten ik kénnen 
wir dann in mannigfaltiger Weise analytisch deuten, am einfachsten 
wohl als das Product zweier verschiedenen, moglichst niedrigen Potenzen 
von 2; und x z. B. durch 

jax? 5 
das Polygon (1) sei die mit 2,;* multiplicirte Summe der analytischen 
Ausdriicke seiner Seiten*), also z. B. (0) wird vertreten durch 


3 2 1 27. 
%o [ x pap + ol shed stitial 2, pa |; 


endlich soll das ganze Polyeder M als die Summe seiner p Polygone 
aufgefasst werden. So erhalten wir die Function 


(11) F u(x, Byy eres Lp—1) 
P 2 2 2 

os Ly" [ap Pop Fate + pain | 

Se Le ee ee co ee 
ral P+9"9'+9° +9 9 +9° g? +9 +e | 

-+- . . . . . . . . . . . . . . . 

+a* [2 ar” +2 a. +---+2 a 2 
gP—2 | pp gP—2%g'+gP—2 g'tgP— 2 gtgP—2 gP—2 4 gP—2 rt gP~2 | 


Dass diese Function fiir die metacyklischen Substitutionen unempfind- 
lich ist, versteht sich nach ihrer Erzeugung aus dem Polyeder M von 
selbst und lisst sich ausserdem unmittelbar erkennen. Dass sie aber 
auch durch keine anderen Substitutionen ungeindert bleibt, kann leicht 
bewiesen werden. 

Giibe es nimlich noch eine andere Substitution R, welche Fy 
nicht aindert, so darf man annehmen, dass bei ihr zwei der z z. B. 
x, und x» unberiihrt bleiben; denn indem man mit R noch eine ge- 
eignete metacyklische Substitution componirt, kann das stets erreicht 
werden. Da nun unter den einzelnen Termen von Fy nur ein ein- 
ziger vorkommt, welcher den Factor 2,°z, enthilt, niimlich 


3 2 
ed a My LpXp, 


*) Speciell diese Form der Deutung verdanke ich einer miindlichen Be- 
merkung von Herrn Netto. 
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so muss auch 2, ungeindert bleiben; ebenso folgt dann, dass auch 
Ze, t» U. 8s. W. sich nicht fndern kénnen, m. a. W. dass R die 
identische Substitution sein muss. 

Fy (%y, %,, . ++, Lp-s) ist eine metacyklische Function 6" Grades 
seiner Argumente mit p(p—1) Termen. 

Besitzt p die primitive Wurzel 2 und wihlt man diese fiir g, so 
lisst sich aus dem Polyeder M eine metacyklische Function (p—-1)'" 


Grades herleiten, welche nur p(p—* ” Terme enthiilt. Deutet man 
nimlich die Polygonseite ik durch 


a; 


Xp 
und das Polygon (/) als Summe seiner Seiten multiplicirt mit = so 


erhilt man die Function 


(12) Hy— 2 +s, ope fee) 


Xo Tor4 go ©2499 T0490 
4. a ee ee 


die sicher durch die metacyklichen Substitutionen nicht geiindert wird. 
Sie enthilt zwei Terme mit dem Nenner x 2, niimlich 


x p-3 

© 9-2 
(13) ae 
g9* +9 


Beide sind dann und nur dann identisch, wenn 





—§ 
(14) f*=9 F + g° mod. p 
oder 

pi 

gf = 9* +9 

d. h. 
(15) g =2 mod. p. 
Ist diese Bedingung erfillt, so stimmen je zwei Terme mit demselben 
Nenner iiberein, da sie aus jenen durch die Substitutionen S und 7’ 
herzuleiten sind und dabei die Congruenz (14) bestehen bleibt. 

Dann aber ist wieder evident, dass die Function Hy auch nur 
gegen die metacyklischen Substitutionen unempfindlich ist; denn bei 
einer weiteren Substitution R kénnte man wieder annehmen, dass sie 
%, und wp unberiihrt laisst; es wiirde folgen, dass auch 2»: un- 
beriihrt bleibt u. s. w., dass R die identische Substitution ist. 
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Zieht man also in Hy die beiden tibereinstimmenden Terme zu- 
sammen und multiplicirt endlich noch mit dem Product aller z, s0 
hat man, falls g=2, in 


(16) Gu = 2%, +9 °¢ = 


eine ganze metacyklische Function (p—1)*" Grades mit e(p— 1) Termen. 


Die o(p—)) Terme von Gy kinnen dabei direct schliesslich so ge- 


bildet werden, dass man aus dem Product aller x jedesmal zwei andere 
fortlisst und dafiir dasjenige x zum Quadrat erhebt, dessen Index mit 
2 multiplicirt der Summe der Indices jener beiden congruent ist. 
Denn in Hy ist ja 
1 L 





: Toa Fp Ma Mey 4 90 
multiplicirt mit 
Ley—1 4.90} 
also ist 
2 (2y-1 4+. 20) = 2y + 2.2 = 2 + 2% mod, p. 
Fir p = 3 ist eine metacyklische Function symmetrisch. 
Fiir p =5 aber ist 2 primitive Wurzel, und man hat daher in 


Gy eine noch einfachere metacyklische Function als in Fy. Ks ist 


(17) Gy = LyX, X_ XH, i=. + = + = + oo 
ron + am a ik 
+ ix + = 

t aes 


Giessen, den 28. Januar 1897. 
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Ueber eine Classe hydrodynamischer Probleme mit besonderen 
; Grenzbedingungen. 


Von 


M. P. Rupzxr in Krakau. 


In vielen und zwar den wichtigsten hydrodynamischen Problemen 
begegnet man einer eigenthiimlichen Bedingung. Es soll nimlich auf 
der Oberfliche der Fliissigkeit der Druck in gewissen Problemen con- 
stant, in anderen dem Drucke in einer anderen angrenzenden Fliissig- 
keit gleich sein. Wenn wir das rectilineale Fliessen bei Seite lassen, 
so sind meines Wissens nur zwei Fille bekannt, in denen die Be- 
dingung der Constanz des Druckes streng erfiillt ist und kein Fall, in 
welchem die Bedingung der Gleichheit des Druckes séreng erfiillt wire. 

Diejenigen zwei Fille, in denen die Bedingung der Constanz des 
Druckes auf der Oberfliche streng erfiillt ist, sind erstens die bekann- 
ten rotationalen Wellen von Gerstner, zweitens eine Classe irrotatio- 
naler Fiiissigkeitsbewegungen, welche zuerst von Kirchhoff*) behandelt 
wurden. Derselbe betrachtet eine zweidimensionale, stationire, irrota- 
tionale Bewegung einer incompressiblen Fliissigkeit. Diese Bewegung 
soll der Bedingung geniigen, dass in gewissen Stromlinien der Druck 
constant sei. Indem die Bewegung in horizontalen Ebenen, d. h. senk- 
recht zur Richtung der Schwerkraft vor sich geht, so reducirt sich die 
Bedingung der Constanz des Druckes auf die folgende Gleichung: 


£ (2) + (2%) | = const. 


y=. 


fiir (sagen wir) 


Es bedeutet hier 
g das Geschwindigkeitspotential, 
y die Stromfunction, 
@ die Dichtigkeit der Fliissigkeit. 





*) Die Theorie der freien Fliissigkeitsstrahlen. Borchardt’s Journal Bd. LXX 
(1869); auch K,’s Gesammelte Abhandlungen. Leipzig 1882, S, 416—427, 
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Kirchhoff schreibt diese Bedingung unter der Form: 

dz) » (87). 2. 

55) , Ge 2C 


v=0 


fiir 


und setzt 





fe +i —Sotiv)t/ fo + iw — 5%. 


Es sei nun / eine sonst willkiirliche Function, welche ftir » =O reell 
wird und fiir eine continuirliche Reihe von gm Werthen der Bedingung 


2 @ 
eM <6 
geniigt. Dann ist ,,eo ipso“ die Bedingung: 


dxz\* dyy e 

GS + Gy ~ oe 
fiir » = 0 befriedigt. Je nach der Gestalt der Function f bekommen 
wir eine andere Gestalt der Grenzlinie im xy-Raume. 

In allen anderen Fiillen begniigen sich die Autoren mit gewissen 
approximativen Liésungen. Diese Bemerkung bezieht sich auch auf die 
neuesten Abhandlungen von Helmholtz*) und Dr. Wien**) iiber irro- 
tationale stationire Fliissigkeitswellen. 

Wir wollen hier einen dritten Fall erértern, in welchem die Be- 
dingung der Constanz des Druckes auf der Oberfliiche befriedigt werden 
kann. Wir werden eine irrationale stationire Bewegung einer 
schweren incompressiblen Fliissigkeit betrachten, welche auf eine zwei- 
dimensionale Bewegung in einer verticalen Ebene reduciert werden 
kann. Wir bezeichnen wie oben 

die Dichtigkeit der Fliissigkeit mit @, 
das Geschwindigkeitspotential mit g, 
die Stromfunction mit y, 

den Druck mit p, 

die Schwerebeschleunigung mit g. 

Bekanntlich sind gm und y conjugirte harmonische Functionen der 
rechtwinkligen Coordinaten 2 und y.***) Wir nehmen die z-Axe hori- 
zontal, die y-Axe vertical. Die positive Seite der y-Axe sei nach oben 
gerichtet und demgemiiss die potentielle Energie per Einheit des Vo- 
lumens: 

C— egy 
wo C eine gewisse Constante bedeutet, 


*) Sitzb. Acad. der Wiss, Berlin 1889. 8S. 761—780. 1890. 8S, 833—872. 
**) Wied, Ann. B. 56 (1895.) S. 100—130. 
***) Dh, mp + eine Function von («+ 7y), 
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Die horizontale Geschwindigkeit ist nun: 


op _ ow 
Ox oy 
und die verticale: 
do _ sw 
dy oa’ 


die kinetische Energie per Einheit des Volumens: 


o 2 2 

: (Gz) + G3. 
Die Grenzbedingungen, wie sie sich in vielen hydrodynamischen Auf- 
gaben ergeben, sind nun folgende. — Die Fliissigkeit ist unten von 
einem festen Boden begrenzt, dessen Form gewdhnlich gegeben ist. 
Indem die den Boden darstellende Grenzlinie zugleich eine Stromlinie, 
etwa » = 0 sein muss, so haben wir am Boden zugleich: 


=0, F=0, 


wo / = 0 die Gleichung der den Boden darstellenden Grenzlinie be- 
deutet. Wenn z. B. der Boden horizontal und eben ist, dann hat man 
einfach : 
wv =0 zugleich mit y = const. 

Andererseits haben wir auf der Oberfliche die Bedingung der Constanz 
des Druckes. Die Oberfliiche wird durch eine Stromlinie, etwa y= y, 
dargestellt. Indem aber im Falle einer irrotationalen Bewegung der 
Druck nichts anderes ist, als die Differenz der potentiellen und der 
kinetischen Energie, so lautet die Bedingung auf der Oberfliiche 


p) : y 2 
+o[(2) + (22) ]=C— egy 
zugleich mit 
vy— vy — 0, 

wo C und y, gewisse Constanten bedeuten. Es ist klar, dass die Be- 
dingungen, denen hier die harmonische Function ~ geniigen soll, von 
denjenigen, welche bei den sogenannten Randwerthaufgaben vorkom- 
men, vollig verschieden sind. Insbesondere ist hervorzuheben, dass die 
Gestalt der oberen Grenzlinie y — y, =O (in der x, y-Ebene) nicht 
gegeben ist, sie soll vielmehr aus den Bedingungen des Problems ge- 
funden werden. 

Kine gewisse Vereinfachung des Problems wird erreicht, wenn 
man « und y als Functionen von @ und y betrachtet. — Das Gebiet 
der Functionen # und y in der g, p- Ebene ist ein indefinirter zwischen 
zwei parallelen Geraden » =O und yw = y, eingeschlossener Streifen. 
Die Bedingungsgleichung kann dann so geschrieben werden: 


Gris) —eolG+GHl—ye firy—v,—0. 
18* 











272 M. P. Rupzer. 


Wir versuchen die allgemeine Gestalt der Function, welche der Be- 
dingung I geniigen kann, zu finden, indem wir einen Kunstgriff an- 
wenden, welcher eine gewisse Analogie mit dem oben erwahnten Kirch- 
hoff’schen Kunstgriffe bietet. — Wir betrachten x und y als Functionen 
vor g und y, ferner fiihren wir der Einfachheit wegen gewisse Hilfs- 
gréssen ein. Wir setzen nimlich: 


(11) oe + ihm ettin, site 


wo 4-+ iu eine Function von 2 + iy oder » + iy ist. Demzufolge 
haben wir 

avy Ow _ va 

(Gz) + (55) =e 
und die Gleichung (I) kann folgendermassen geschrieben werden: 

1 

5 064 = C— ogy. 
Da diese Gleichung fiir » = einer Constanten stattfindet, so kann sie 
nach g differenzirt werden, somit: 

oA 7] " 
e24 de = 95% [fiir wy somes v;] 

aber infolge der Gleichung (Il) ist: 

OF cts an ete 

Ip eT sine. 
Hieraus ergiebt sich: 


a — ge-** sin u = 0 
Wir multipliciren diese Gleichung mit 3 und addiren den Ausdruck: 


. Ou ‘ ea ot 
i a9 ~ 39¢ 4 cos w— 5) = 0, 


wo # eine vorderhand unbestimmte reelle Function von  bedeutet. 
Auf diese Weise bekommen wir: 


; ‘a :, oo 
(34 + ig) — i8ge-@2+im — ie cm 
fir y— v, = 0. 
Diese Gleichung lasst sich sofort integriren und ergiebt: 
r+iv — gi? [4 + iB i3dg f e-**. ag| : 


wo A und B reelle Integrationsconstanten bedeuten. 
Aus der soeben geschriebenen Gleichung ergiebt sich zuerst: 


e4—ipn == et? [4 —iB— i3g ddg| ’ 








ze 
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dann: 
ye ” [(4 +iB+ i8g fe dgy(A 2 is i3g feragy]?, *) 


zuletzt: 





atin 09 4 dv _ eM AFiB+isg fe ag)t 
dn © On (A—iB—isgfe'% dg) 
[fir »y— wv, = 0] 
Nun sieht man ein, dass man im Inneren der Fliissigkeit setzen kann: 


(Iv) az _ e~'%(A—iB—sgif eda)! 


Go (A+iB+ 3gife- 1@q@)t 


a= p+ i(v — v) 
e=mau+iy 
und @ eine Function von @, deren imaginarer Theil fiir » = y, ver- 
schwindet (d. h. sei # nichts anderes, als der Werth von @ auf der 
Grenzlinie » — ~, = 0). Es ist evident, dass, wenn man die Glei- 
chung (IV) nach @ integrirt, so wird man eine Function von @ er- 
halten, welche fiir »y— wy, =O der Bedinguug I bis oder, was dasselbe 
bedeutet, der Bedingung (I) geniigt. 
Wir sehen aber, dass die Ebene g, eine dreiblittrige Riemann’sche**) 


Ebene ist. Es wird nun: (22) + (3) denselben Werth auf allen 


drei Blittern besitzen, aber die Werthe von x und y werden verschie- 
den sein. Nur der auf dem ersten Blatte (dem Blatte der reellen 
Wurzel) existirende Werth von y entspricht den Bedingungen des Pro- 
blems. Die Werthe auf den iibrigen zwei Blattern entsprechen anderen 
Problemen mit anderen uns nicht naher interessirenden Grenzbedin- 
gungen. 

Es ist klar, dass man im Folgenden auf zweifache Weise vorgehen 
kann. Entweder kann man versuchen, die form der Function @ direct 
so zu bestimmen, dass die untere Grenzlinie ~ =O eine ,,a priori 
gegebene Gestalt in der 2, y-Ebene annehme; oder aber man kann 
der Function @ irgend eine willkiirlich gewahlte Form ertheilen, irgend 
eine Stromlinie zur unteren Grenze der Fliissigkeit wahlen und erst 
nachtraiglich die Form dieser Grenze in der a, y-Ebene bestimmen. 
Wir werden je ein Beispiel des ersten und zweiten ,,modus procedendi“ 
betrachten. 

I. Beispiel. Setzen wir voraus, dass fir »~—0, y = const, ist, 


(III) 





wo: 


*) Wir betonen ausdriicklich, dass dieser Ausdruck nur auf der Grenzlinie: 
**) Natiirlich setzen wir dabei voraus, dass die Function unter dem Radical 
einwerthig ist. 
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d. h. die untere Grenze in der 2, y-Ebene horizontal ist. Dieser Fall 
ist einfach, aber ziemlich wichtig und zwar aus folgendem Grunde. 

Regelmissig mit constanter Geschwindigkeit fortschreitende irro- 
tationale Wellen kénnen durch Addition einer der lortpflanzungs- 
geschwindigkeit der Wellen gleichen und entgegengesetzten constanten 
Geschwindigkeit in ein stationires irrotationales Fliessen lings wellen- 
férmiger gegen den Boden hin immer flacher und flacher werdender 
Stromlinien — reducirt werden. Dabei sind die Bedingungen auf den 
oberen und unteren Grenzen dieselben, wie die hier angenommenen. 
Gesetzt also, wir hitten eine oder mehrere Functionen © gefunden, 
welche an die Bedingung: 

y= const. fiir = 0 


- - ° os « 
angepasst werden kénnen und dabei eine Function = liefern , welche 


dem genannten Fliessen entspricht; dann hitten wir ,,eo ipso“ eine 
strenge Lésung des Wellenproblems gefunden, wahrend bekanntlich 
alle bisherigen Lésungen dieses Problems eigentlich nur approxima- 
tiv sind. 

Nehmen wir nun unseren Ausdruck (IV): 


(IV bis) il °(4—iB — sai fe Pda) 
de (A+iB+3gife-'%da)i 
Die Bedingung: 

y=const, fir »y=—0 
ergiebt 


oy ii = 
Ie 0 fir »y=O0. 


Das ist aber nichts anderes, als die Forderung, dass fiir ~ = 0 der 
° os : z ° 
imaginire Theil von ee verschwinde. 


Fiithren wir nun im Ausdruck (IV bis) die Function e~‘? unter 
das Kadical und bezeichnen wir der Kiirze wegen die Function, die 
jetzt unter dem Radical figurirt, mit M. Indem, wie friiher erwihnt, 
nur die zum ersten Blatte zugehérende Wurzel fiir die Lisung des hier 
betrachteten Problems von Belang ist, so ist klar, dass fiir » = 0 der 
imaginare Theil von M verschwinden muss. 

Nun ist M eine Function von p+i(w—vy,). Setzen wir 
gy +iv=—6 und betrachten vorliufig 6 als eine reelle Grésse. Dann 
zerfaillt M in zwei harmonische conjugirte Functionen von 6 und y, 
(y, ist constant), niamlich: 

M=P+ iQ 
fir »~=—0O wird 6 =, P und Q werden reell. Damit also die Be- 
dingung 
M yveell fiir = (0) 
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erfiillt werde, muss 

fir y=—0 Q=O0 sein; 
aber Q ist im Inneren der Fliissigkeit eine Function von 6 = g + iy, 
d. h. eine Function von gm + iy muss auf einer Linie von endlicher 
(hier eigentlich von unendlicher) Linge gleich Null sein. Wir wissen, 
dass eine solche Function iiberall gleich Null sein muss, wir haben 
also iiberall 


Q=0. 


Indem aber als Functionen von 6 und y, betrachtet, P und Q conju- 
girte harmonische Functionen sind, so muss P iiberall eine Constante, 
ferner wegen der Bedingung: 


M reell fir »y=O 


eine reelle Constante sein. Infolgedessen ergibt sich aus (IV bis) 


y + iv = const. + k(x + ty), 
wo k eine gewisse Constante bedeutet. 

Man sieht also ein, dass die Bewegung in der «, y- Ebene sich auf 
ein rectilineales horizontales Fliessen reducirt. Dies ist die einzige 
von unserem Kunstgriff gelieferte Lésung, welche der Bedingung der 
Constanz des Druckes bei horizontalem ebenen Boden geniigt. Es 
entsteht aber die Frage, ob dies auch allgemein die einzige diesen Be- 
dingungen geniigende Lésung ist. Man kann sich ja denken, dass 
andere Methoden vielleicht andere Lésungen ergeben kénnten. 

_ Es ist klar, dass das soeben erhaltene Resultat darauf beruht, dass 
02 


: eine Function von » + i(~— y,) ist. — Das Auftreten von Radi- 


calen hat nichts daran zu thun. Die Frage wiirde also gelést sein, 
wenn man beweisen kénnte, dass ee nothwendig eine Function von 
p+i(~—y,) sein muss. Diesen Beweis zu finden ist mir nicht ge- 
lungen, desswegen wage ich nicht zu behaupten, dass das rectilineale 
Fliessen die einzige Form irrotationaler Bewegung ist, welche sich mit 
den oben erérterten Bedingungen vertrigt. Doch halte ich es fiir sehr 
wahrscheinlich, da der ganze Gang unserer Untersuchung keine be- 
schrinkenden Annahmen euthielt. 

Il, Beispiel. Jetzt handelt es sich darum, die Gestalt der den 
Boden darstellenden Stromlinie in der x, y- Ebene nachtraglich zu be- 
stimmen, indem @ willkiirlich gewihlt wird. Geben wir der Function 
@ eine einfache Form; sei nimlich: 


O@=a=—g+i(y—y,), 
B=0, Apositiv, a=—3g. 


sei noch 


Dann bekommt man aus (LV bis): 
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dz Ae~*®—a 
V)* = as 
(Y)") dm = [ A? + a? — 24.4 cos wo] 
Betrachten wir das erste Blatt (das Blatt der reellen Wurzel) der Rie- 
mann’schen g, ~-Ebene. Wir haben erstens zwei Reihen von Ver- 
zweigungspunkten in der Unendlichkeit, eine auf der Geraden: 
y= + CO, 


eine andere auf der Geraden: 





= — oO. 
Ausserdem befinden sich zu beiden Seiten der Geraden: 
y-y,= 0, 


zwei andere Reihen von Verzweigungspunkten auf den parallelen Ge- 
raden: 


y— y, = log A — loga 
v— v, = log a — log A. 
Die Verzweigungspunkte befinden sich in den Punkten: 


gp=—+2nz, wo n=0,1,2,--- 


*) Setzt man 


. A ; 
3 
~ a 
co 
dz ik (¢—b) 


ag # (ay 


Fiihren wir eine neve Variable wu, definirt durch die Gleichung: 


weme—(b+5)e+1, 


so bekommt man aus (V) 


so bekommen wir: 


cai [wa ot) +e], 


oa [ (w+ 64 7t+2)(v pai * i | 
a a 
aterifons f a les 


Auf diese Weise sind z und ¢ in der Form hyperelliptischer Integrale eines neuen 
Argumentes w ausgedriickt. Eine weitere Verfolgung dieser Integrale haben wir 


unterlassen, indem das hier verfolgte Ziel eine directe Untersuchung der Formel (V) 
erheischte. 


wo: 


es kommt nun: 








re- 


2uen 
wir 


| (V) 
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Zwischen den parallelen Geraden: 
vy — v, = log 4 


und 
y— v, = log = 


befindet sich ein indefinirter Streifen [etwa (S)], in welchem keine 
Verzweigungspunkte liegen. Die Schnitte kénnen so gefiihrt werden, 
dass sie den Streifen (S) nieht 
durchkreuzen. Man vereinige nur 
mit Hilfe verticaler Schnitte die 





yo-oo 














Verzweigungspunkte auf den Ge- ¢ é E 
raden a S & & 
y — ¥, = log — 
und 
a y 
y —_— Y; — log a 


mit den Verzweigungspunkten *) 




















auf den gegentiber liegenden 
Geraden 
fein & 9 © 
und 3 5 4 
y= + 00 8 . ® 
(vergl. Fig. 1. Dieselbe ist mit eee 
Riicksicht auf weiter unten fol- mo ‘a 


gende Ausfiihrungen gezeichnet). 


Es wird unsere Function o im Streifen (S) eindeutig und endlich sein. 


Fiir die physikalische Interpretation unseres Ausdruckes (V) ist 
das Verhiltniss zwischen .den beiden positiven Constanten A und a 
(= 3g) sehr wichtig. Wir werden hier zuerst den Fall, wo a> A, 


oe zwar mit 


g periodisch ab- und zunimmt, doch in unserem Streifen bestiandig 
negativ bleibt, wihrend der imaginare Theil auch periodisch ab- und 
zunimmt, dabei aber sein Vorzeichen auf den Geraden 


betrachten, Man findet dann, dass der reelle Theil von 


g=—+nx n=0,1,2,3... 
indert. Daraus sieht man schon, dass fiir » = const., d. h. auf irgend 


*) Wenn die Verzweigungspunkte auf einer im Unendlichen liegenden Ge- 
raden Pole sind, so sind die Verzweigungspunkte auf der im Endlichen gegeniiber 
liegenden Geraden Nullpunkte und umgekehrt. Verschiebt man die im Endlichen 
liegende Gerade mit ihren Verzweigungspunkten bis zur Coincidenz mit der im 
Unendlichen gegeniiber liegenden Geraden, so heben sich die Pole und Null- 
punkte auf. 
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einer Stromlinie « mit wachsendem » bestindig abnimmt, wihrend y 
periodisch ab- und zunimmt. Wenn wir jetzt zu den Vorgiingen in 
der x, y-Ebene iibergehen, so sind die Ausdriicke: 


a= FP, (9, ¥) 
th F, (9, v) 


fiir ~ = const. und @ veriinderlich nichts anderes, als Gleichungen 
einer Stromlinie in der 2, y-Ebene, und fiir % constant und  ver- 
inderlich, Gleichungen einer Linie constantea Geschwindigkeitspoten- 
tials, Es ist also aus dem Obengesagten klar, dass die Linien » = const. 
in der z,y-Ebene eine wellenférmige Gestalt besitzen. Die Fliissig- 
keit strémt in wellenformigen Stromlinien von den unendlich positiven 
nach den unendlich negativen Werthen von z. 


os oder was das- 
0a 


selbe ist: oe bestiindig negative Werthe besitzt. Aber: 


Wir haben gesehen, dass der, reelle Theil von 


o@ oy 

op =e 
d. h. auch oy ist bestindig negativ und y nimmt zu in der Richtung, 
in welcher ~ abnimmt. Da wir anfangs die Coordinaten so orientirt 
haben, dass in der x, y-Ebene die positive y-Axe nach oben gerichtet 
wurde, so entsprechen abnehmenden y-Werthen, d. h. der Richtung 
von oben nach unten zunehmende w-Werthe. 

Man sieht daraus, dass irgend eine Stromlinie 
y— vy; =h 
von h eine der Ungleichheit 
0<h< loga—log A 


geniigende Constante bedeutet, den Boden darstellen kann. 

Wir wollen noch untersuchen, ob die Amplituden der Wellen von 
unten nach oben oder umgekehrt von oben nach unten zunehmen. 
Zu diesem Zwecke wollen wir die Gl. (V) integriren. 

Bemerken wir allererst, dass diese Gleichung folgendermassen ge- 
schrieben werden kann: 


é¢ _——s1fe.dR , @R 
5a — gal°* 55 + jal" 


R = (A? + a? — 2aA cos @)*. 


Daraus bekommt man: 


(VI) s=a2+iy=O,4+i0,—3[3in+ 2, [Rao] 











en 
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[Rao == (A?+4 a f(i — a do, 
*—3(7 + 9): 


Indem im Streifen (S): 


wo 


mod (cos @) < x 


so kann das Radical in eine Reihe nach dem binomischen Lehrsatz 
entwickelt werden. Es kommt: 


(18+) — P (— 1)" D. (SY 


1 2.5.8. _ fet 
D,=1, D,= 3) ° Bee 3.6, 9. 3m 


wo 





Jetzt aber hat man 


Jac 1)"D,, m= = H,o — H, sino+ H, sae 4... 
vs Hy: mee 4 «- 





wo: 
9 4 


2 D 8 D 
H,=1+ 3: . toe = — +: 
eC a ee 


Man verificirt leicht, dass alle H positiv sind, in’s Unendliche ab- 
nehmen und dass, wie es zu erwarten war, die Reihe 
> (— 1)": -sin n@ 
n=1 
im Streifen: (S) convergirt. 
Bezeichnen wir diese Reihe der Kiirze halber mit 2 
wir aus (VI): 
(VIbis) c--iy—C,+i0,—3,{3iR+4 [(4?+ «?)(H,o+ 2)]t-*) 


Die H sind Functionen von x, somit auch von A. Indem einerseits 
dank dem Umstande, dass a > A 


y 


2, so erhalten 


*) Mit Hiilfe der Formeln (V) und (VI bis) kann man leicht verificiren, dass 
diese Lisung der Bedingung der Constanz des Druckes fiir »y—y,=0 in der 
That strenge geniigt. 
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Ox 2 (4 — 5) 


gA~ 2A\a 
wesentlich negativ ist, andererseits die H nur negative Potenzen von 
* enthalten, so sind alle cn wesentlich positiv. Die Ableitung 
e742 
za\4* + a)! 


ist auch positiv. 
Differenzirt man jetzt nach A den Ausdruck: 
(4? + a?)(Hyo + 2), 


so erhalt man eine Reihe, welche der vorigen in allen Stiicken ahnlich 
ist, nimlich: 





Lo + D'(— i'l, =P, 
1 
wo alle L positiv sind. 
7] 2 2 
"dA (A? + a)? : 
Auf diese Weise kommen wir schliesslich zur Gleichung: 


(VIM) 2iy=C,4i0,—- 2-0 —*[3iR+ >\(- 1 L, =I, 
1 


wo a= p+ i(v — y,) 

Um die Amplitude der Wellen in verschiedenen Tiefen zu _be- 
stimmen, braucht man nur die Differenz zwischen den Maxima und 
Minima von y auf derselben Stromlinie zu bilden. Diese Maxima und 
Minima entfallen resp. auf die Punkte pg = 2nz und g = (2n-+- 1)z. 
Demgemiiss setze man in der Gl. (VIII) einmal 


aH, 
L, = 57 (42+ a)? +H 


yp = 2nz, 


yp = (2n + 1)z, 
dann bilde man die genannte Differenz. Man wird fiir die Amplitude 
der Wellen den Ausdruck bekommen: 


ein andermal 


za l4*+ a+ 2a Acoshyp (¥—y,)]'—[4?+-a?—2aA cos hyp (» —¥,)| 


= in hyp (2 + 1)( — w,) 
+ Steg OEE De 9a) 
0 


Ks ist klar, dass diese Amplitude mit wachsendem y~ zunimmt. 


[Fir » — y, =0 reducirt sie sich auf (A + a)? — (A — a)¥]. 


Aber die Richtung nach den grésseren ~ Werthen entspricht der 
Richtung von oben nach unten. Wir haben uns also den Boden 
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stirker gewellt wie die Oberfliche zu denken. Das Bild, das wir in der 
x, y-Ebene erhalten, ist etwa folgendes (siehe Fig. 2): 
Es entspricht Wellen, welche dann entstehen, wenn die Fliissig- 


n ia : en 
keit tiber einen gewellten Boden dahinfliesst. 
+d 
-T +e 
<a 
Oderf?. 
a ie ee _——.. 
bi inns 5 —— Sa nl pn ee 
MAG WED ioe ee I, 

ch Boden <A >, shi » sai ana ; ME: yl 

w-wh ”/ , ‘Ye a 

Fig. 2. 


Das in diesem Beispiel behandelte Problem hat auch Lord Kelvin 
(W. Thomson)*) betrachtet. Seine Lisungen sind aber approximativ. 
Die Form der Undulationen des Bodens wird als gegeben angenommen. 

Bemerken wir noch, dass, wenn A sich der Null nahert, einerseits 
die Wellen immer flacher werden, andererseits die Breite des Streifens 
(S) immer mehr und mehr wiichst. Fiir A —0O bekommen wir ein 
4 rectilineales Fliessen und der Streifen (S) bedeckt die ganze Ebene. 

Wenn A negative Werthe annimmt, aber dessen absoluter Werth unter 
a= 3g bleibt, dann bekommen wir iihnliche Lésungen, wie fiir posi- 


= tive unter 3g bleibende Werthe von A. Fiir A —-+-a reducirt sich 
oil der Streifen (S) auf die Gerade » — y~, —0. — Wenn der absolute \ 
il Werth von A die Grésse a= 3g tbersteigt, dann bekommt man in 


der x, y-Ebene eine vom Fliessen ganz verschiedene Bewegung. 


*) Phil. Magaz. 5 ser. Band. XXII (1886). S. 353—367. 445—452. 517—530. 
Ferner Bd. XXIII (1887). S. 52—58. 











Ueber Potenzen von Determinanten. 
Von 


C. Wetrzien in Zehlendorf. 


Versteht man unter der (u-+ 1)'*" Potenz |(u + 1):,| der Deter- 
minante | u;x| (i,k = 1,2,...m) diejenige Form derselben, welche sich 
ergiebt, wenn man die Elemente jeder Reihe der u'*" Potenz (u—1,2,3,...) 
derselben mit den Elementen u;,; = 1;, jeder Colonne von |x;,! einzeln 
multiplicirt und die dadurch erhaltenen Producte zu einander addirt, so ist 


(1) (m+ 1)ix == Mir Ure + Mis Mee + ++ Min Unk; 
bezeichnet man ferner durch d, die Summe der Hauptunterdeterminanten 
tet Ordnung von |u|, so dass 


Gy = Uy HF Ugg + +++ + Une, 











Ui, Uo ty, Uin | U9 Uy a a ee 
d, =] \+: +| | ’ "| 
| Ug, Ugo} | Unt Unn Uz9 Us Unn—1  Unn 
¢€ ! j 
(2) | Us Uy Uis Uy Uso Ur4 Un—2,n—2 Un—2,n—1 iain 
dy, =| ta, Uy. Uys HF | thay Mag Mog | eee | n—ayn—2 Un—iyn—1 Un—1,8)) 
| | 
[U3 Uso Uss Uz, Ugo U34! Unn—2 Unn—1 Una 
Ui Ue May | | Ue ee Wine Un 
Ua U22 e+ + Ugn—1 U21 «++ Uon-2 Uon 
d,1= . ° . | e | -t. i a 


¢ (4 - fas se | 





Un—1,1 Un—1,2 - +» Un—1jn-1 | 


Unit *** Unn—2 Unan | 
| Ugo UUeg .- - Uoy | 


Uso Usg ..- Usn 
4 ? 


. . . 


re 
ita | 
| 


: Un2 Uns <4 Unn 
dy = | Ue! 
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ist, so gilt fiir m= 1, 2,3,... die Recursionsformel 


(3) (m-+-n)x = d, (m+n — 1)ix— d,(m+-n —2)ix + -- 
ob (HN de (m em = thee beet (HT) damn. 

Fiir n=3 habe ich dieselbe nebst einigen sich daran anschliessen- 
den Formeln im Programm der Friedrichs-Werder’schen Oberrealschule 
zu Berlin, Ostern 1897 mitgetheilt, wiihrend ich mich von ihrer Richig- 
keit fiir » = 3,4,5 durch die Ausrechnung iiberzeugte. Ein allge- 
meiner Beweis derselben ergiebt sich aber unmittelbar aus einer Arbeit 
Kroneckers (Ueber die Composition der Systeme von n? Gréssen mit 
sich selbst. Sitzungsber. der Kénigl. Preuss. Akad. der Wiss, Math.- 
Phys. Classe 1889, S. 1082) und einem Satze iiher recurrente Reihen. 

,,Bezeichnet man die Elemente derjenigen Determinante, welche 
zu |2d;, — Ux| (¢, k= 1, 2,...) reciprok, beziigl. adjungirt ist, durch 

rec. (20;,— ix), beziigl adj. (2d;,— ux), 
so ist 
(4) adj. (205. — Usk) = | 20i~ — Ue | rec, (20;% _ Wik), 
und es besteht die folgende Reihenentwicklung von rec. (20;; — ue) 
nach fallenden Potenzen der Variablen z 





no 
(5) rec. (20; %— Wiz) => oat wo 
r=0 ’ 

Hierin ist 6;, das Kronecker’sche Zeichen, das den Werth 1 oder 0 
hat, je nachdem ¢ gleich oder ungleich & ist; O.; = dy:. 

Kann nun der Quotient zweier ganzen Functionen in eine nach 
ganzen Potenzen der Veriinderlichen z fortschreitende convergente Reihe 
entwickelt werden, so ist diese Reihe recurrirend,“ Dieser Satz (vergl. 
z. B. Serret, Héhere Algebra Bd. 1, T. 2, Cap. 3) verliert offenbar 
seine Giiltigkeit nicht, wenn die Entwicklung nach ganzen Potenzen 


von : stattfindet; er kann auf die Kronecker’sche Entwicklung (5) 
angewandt werden. 

Es ist nimlich 
(6) = |z0in— Uig| = 2* — dye"? + der? +... 4+ (—1)"d,, 
wo die Coefficienten d, die unter (2) angegebene Bedeutung haben; 
daher kann man (5) unter Beriicksichtigung von (4) auch in der Form 


—y Te; . . 
(1) [a —dyat—t + +++ +(—1)"d,] 2 me == adj. (¢0:x — wiz) 
schreiben. Da nun adj. (20;,— x) eine ganze Function (nm — 1)' 


oder (n—2)'" Grades ist, je nachdem ¢ gleich oder ungleich & ist, 
so ergiebt sich, wenn man die Gleichung (7) durch 2” dividirt, 
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@) [1 S4-tome] (He ee aE) 


= 5 adj. (20;,— ix); 


die rechte Seite dieser Gleichung hat nun die Form 
O,; da,’ a,’ 
7~ets-" ter" — 


~ 


durch Vergleichung der Coefficienten auf beiden Seiten von (8) erhiilt 
man daher 


d’ =d, J%—1-1 x, 
ds wh, &e—dla+1-Re, 
d,’ ae d, 03, — d, lat d, 2% — 1-3:%, 


ow 195% — da—o liz + dn—s2ix — daa 3x + -+(—-1)""!-1 (a l)ix, 
0 = d, Dix — dn—1 Vix + dng 2 x — da—33in +°- 
+ (—1)"""-d, (n —-1)i.-+ (-- 1)" 2; 4 


und ausserdem die Recursionsformel (3). 


“ehlendorf, den 7. April 1897. 








Ueber die Differentialgleichungen der F-Reihen 4'" Ordnung. 








Von 


L. PocHHAMMER in Kiel. 


§ 1. 

Die nachstehenden Entwickelungen schliessen sich nach Inhalt und 
Form an die im 46'" Bande dieser Annalen veréffentlichte Abhandlung 
des Verfassers ,,Ueber die Differentialgleichungen der F’-Reihen 3'" Ord- 
nung“ an. Nach derselben Methode wie dort und unter Anwendung 
der gleichen oder der entsprechenden Bezeichnungen werden die Diffe- 
rentialgleichungen der J-Reihen 4'* Ordnung durch bestimmte Inte- 
grale gelést, indem die Substitution eines bestimmten Integrals die 
Aufgabe auf die Differentialgleichung einer F-Reihe 3'* Ordnung zuriick- 
fiikrt. Da nun die particuliiren Integrale der Differentialgleichungen 
der F-Reihen 3‘ Ordnung in Gestalt bestimmter Doppelintegrale (mit 
complexem Integrationsweg) hergestellt wurden, so erhiilt man bei den 
Differentialgleichungen der /’-Reihen 4'** Ordnung dreifache bestimmte 
Integrale als particulire Lésungen. 

Als allgemeine J’-Reihe n'** Ordnung wird die unendliche Reihe 


(1) ais Gy. + + Wm} Ory Ory + + + Qn—1; 2) 
Cy Oy ++ Oy Ot; (04 + 1) Oy (@y— 1) +++, (@,, + 1) 
=] Ve 
- 1+ O12 Oy oF 5 *2+04(01 + 1) e2(@2-+ 1) --- 0, 1,10) +: 


bezeichnet, deren Differentialgleichung im 38'" Bande dieser Annalen 
(pag. 586) abgeleitet wurde, und in der m<m vorausgesetzt wird. 
Fiir n = 4 hat diese aa Cnet die Form 


ds 1 
(2) a3 74 + L225 ant lan a tL, “A 


q’” Ee a’ 
om ee + Kot +e + Bay, 


woselbst die Gréssen K, und L, Constante bedeuten. In die Glei- 
chung (2) werden fiir m im Folgenden die Werthe 1, 2 und 3 nach 
einander eingesetzt. Von dem Falle m= n= 4 (hypergeometrische 
19 
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Reihe 4" Ordnung mit 2 endlichen singuliren Punkten) wird hier 
abgesehen, da der Verfasser auf die beziigliche Differentialgleichung 
im 102‘ Bande des Crelle’schen Journals (pag. 101—113) niiher ein- 
gegangen ist. Ebenso bleibt der Fall m= 0 (f-Reihe 4'" Ordnung) 
ausgeschlossen, welcher bereits im 41'" Bande dieser Annalen (pag. 208 
bis 218) behandelt wurde. 

Statt Z,, L,, L, fiihrt man in (2) drei neue Constanten @, 6, t 
ein, die mit L,, L,, LZ, durch die Gleichungen 


[L;=e+6+4+3, 
(3) L,=o6+or+or+e+o+r+l, 
= 06t 
verbunden sind, und hinsichtlich derer die Voraussetzung gemacht 
wird, dass keine der Gréssen @, 6, t, @— 6, 9@—tT, G6 —T ganz- 
zahlig sei. 

Es sollen zunichst einige Hiilfsformeln recapitulirt werden, welche 
in der erwihnten Arbeit im 46" Bande dieser Annalen vorkommen. 
Wendet man fiir die Integrale mit geschlossenem Integrationsweg die 
abgektirzte Bezeichnung an, welche in dem Aufsatz ,,Ueber ein Inte- 
gral mit doppeltem Um lant, Band 35 dieser Annalen (pag. 472), an- 
gegeben ist, und versteht man unter E(a,b) das Euler’sche Integral 
erster Art, unter E (a,b), © (a,b), F(a) die im 35'" Bande dieser 
Annalen pag. 510, 499 und 514 definirten geschlossenen Integrale, so 
gelten (pag. 586—587 des 46" Bandes) die Gleichungen: 


(4) rw — 2)? (l, + lw --- + wr + -- dw 


ea, = Pp .. g P (D+!) (p+r—1), _, 
=(—1) ° ‘af 1E( p,q Pb +eha+ + oq+i)~ -(q--o— 1 y +. ), 


(5) fw- x)i—P-twr—'(], + lw +---+ lw +---)dw 


) 


zr 1)-++( v—1 
= 2 E(p, g—p)(lo + Bato pee er Ona +--+), 


Fa(x,0,2—,0—) 
8) fo wo ayrP tw (ly yw fof wr $9) dw 


, . (p+1)- —1), 
= eile E(p,g—p)( +2 2+--- + PPE ete iba v4), 


(7) feo + hws + hw +--)dw 
la la” 
=a a 5 a + OFneTD= “w+ tT ). 
Die Gréssen p,q, c, 1%), 1,,--- sind constant; in (4) werden die reellen 


Theile von p und g — p, in (5) der reelle Theil von p als positiv vor- 








len 
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ausgesetzt. In (7) bedeutet ¢ eine unendlich kleine reelle positive 
Constante. 

Wie in der Abhandlung iiber die F-Reihen dritter Ordnung wer- 
den in die Differentialgleichung nach einander zwei verschiedene be- 
stimmte Integrale fiir y substituirt. Man setzt niimlich einerseits 


h 
(8) y - (w — x)-*we-* Waw, 
andererseits 
F ~ = 
(9) y | evw-*Wdw, 
g 


woselbst W eine Function von w allein bezeichnet. Bei beiden Sub- 
stitutionen entsteht aus (2) — nach Benutzung der Formel der theil- 
weisen Integration — fiir W eine lineare Differentialgleichung 3'" Ord- 
nung, die wiederum zu den F-Gleichungen gehort. 

Wegen der Méglichkeit, sowohl die Substitution (8) als auch die 
Substitution (9) anzuwenden, liefert die genannte Methode fiir die ein- 
zelnen Hauptintegrale der hier behandelten Differentialgleichungen 
4 Ordnung eine Anzahl verschiedener Darstellungen als dreifache 
bestimmte Integrale. Diese Eigenthiimlichkeit derMethode machte sich 
schon bei den Differentialgleichungen der F’-Reihen 3 Ordnung gel- 
tend; die Mannigfaltigkeit der Ausdriicke ist indessen bei den Diffe- 
rentialgleichungen 4'** Ordnung eine noch erheblich gréssere, da die 
zwei verschiedenen Substitutionen auf’s Neue in Betracht kommen. 

Es midge bemerkt sein, dass im Folgenden, wie in den friiheren 
Arbeiten des Verfassers, fiir ein beliebiges z und fiir ein positives 
ganzzabliges v die abgekiirzte Bezeichnung 


\ [2], = 2(¢ —1)(¢—2)...@—v+1), [2] —1, 
(10) itccanadaeeaaeinn [It —1, 


angewendet wird. Die Reihe (1) lisst sich dann als die Summe 


s [J [ely (ml 
<i OTF ted tel femal” 
schreiben. 

Der Fall m =1 der Differentialgleichung (2) wird im nachstehen- 
den § 2, der Fall m= 2 in § 3 und der Fall m=3 in § 4 behandelt, 
Fiir den letztgenannten Fall der Differentialgleichung (2) hat der Ver- 
fasser in der Abhandlung ,,Ueber eine lineare Differentialgleichung 
n' Ordnung mit einem endlichen singuliren Punkte“ im 108' Bande 
des Crelle’schen Journals bereits Lésungen in Gestalt dreifacher be- 
stimmter Integrale angegeben, welche auf den Substitutionen von der 
Form (8) beruhen. Als Ergiinzung dieser Rechnung werden im nach- 


19* 
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stehenden § 4 die aus der Substitution (9) folgenden Integrale ab- 
geleitet. 


§ 2. 
Fiir m = 1 entsteht aus (2), wenn man gemiiss (3) die Constanten 
o, 6, t einfihrt und K,, — K, — @ setzt, die Differentialgleichung: 


| OY 4 (@tote+3)arTe 
(11) +(estoertortetetr+ijeo% 
| + (gar — 2) 5% — ay =0. 


Die Hauptintegrale derselben werden als Potenzreihen durch die 
F-Reihen 


a (a + 1) 
= F(a; 9, 6,7; a)=1-+7- GT eT 7. 2-e(o+1) o(o+1)tie+1)” x. 
(12) =a! e F(a — ’ e+1;2—0,6—e+1,t—e+1; 2), 
y,=2'*F (a—o+1; 2—6,9o—6+1,r—6+1; 2), 
yy=a'-* F(a —t+1; 2—1, p—t+1,6—1t+]; z) 


dargestellt (Band 38 dieser Annalen, pag. 588 u. f.), die fiir jeden end- 
lichen Werth von x convergiren. 

Wenn in die Gleichung (11) der Ausdruck (8) fiir y eingefiihrt 
wird, so ergiebt sich nach §§ 3 und 4 der Abhandlung des Verfassers 
»Ueber die Reduction der Differentialgleichung der allgemeineren 
F-Reihe“ im 112" Bande des Crelle’schen Journals fiir die von w 
abhiingige Function W die Differentialgleichung 


ras UW ew dw 
(3) wie + (e+ e+ wie + ose WO, 
in welcher zur Abkiirzung 

g@=o—t+1, omo—er+l 
gesetzt ist. Die Gleichung (13) ist der zu n—3, m=O gehirige 
Fall der erwaihnten allgemeineren Differentialgleichung. Die drei Haupt- 


integrale von (13) lauten in Reihenform (Band 38 dieser Annalen, 
pag. 596): 


rk op w w? 
(0,6 wo —l+rcoeytireewenpewent 
— a sas -w) = w'-¢ —_— e .. a ~— 
wl F(2 — @, 6 — P+ 1s w)— well + aaa tp 
-—/S(9  «' o'— a’ , ae api—6 Se : an 
w—"F2—o,¢—o' +1; w) wl + a t } 


Setzt man in das Integral (8) eine der letzteren Reihen fiir W ein, 
so kommen bei entsprechender Bestimmung des Integrationsweges die 











rs 
n 
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Formeln (4), (5), (6) zur Anwendung, deren rechte Seiten dann 
F-Reihen von der in (12) bezeichneten Art enthalten. Von den obigen 
Reihen unterscheiden sich die Doppelintegrale, die nach Band 41 dieser 
Annalen, pag. 197—208, der Gleichung (13) geniigen und daher fiir 
W gesetzt werden diirfen, nur durch constante Factoren. 

Wird zweitens gemiiss (9) die Substitution 


™, 2 


(14) | v=], e’w-*W, dw 


auf die Differentialgleichung (11) angewendet, so erhilt man fiir W, 
(nach Band 112 des Crelle’schen Journals, pag. 79—83) die Differential- 
gleichung 


Ww, , , aw ‘a dW, ' 
(15) w? i+ (+o + 1w SE + (oo — 0)! _ a W, = 0, 
deren Hauptlésungen die Reihen 
oe a ae aa a a a’ (a 1) eal: ; 
F(e; 0,9; w) =1 + ee + Dee pheepy” +: 
w'-¢ F(a’ — 9’ + 1;2— 9,6 — 9+ 1; w) 
— w'i-e __ €—e+t eos 
™ i +icgnviecern’ + }> 
wi-9 Fie —o +1;2-—-6,e0 —o +1; w) 
= wi—oa' f ™ ae’ —¢+! ee ‘| 
we + aoe een tT 
sind, wiihrend @’, e’, 6 die Constanten 


@e—a—t+1, @e@=e-—-t+1, omo—t+1 
bedeuten. Die Gleichung (15) entsteht aus der Differentialgleichung 
der allgemeinen J’-Reihe ftir die Werthe n = 3, m= 1. Die Lésungen 
derselben in Gestalt bestimmter Doppelintegrale, die im Folgenden be- 
nutzt werden, finden sich im Band 46 dieser Annalen, pag. 590—5938. 

Ks sollen zuniichst diejenigen dreifachen Integrale angegeben wer- 
den, welche mehrdeutige Hauptlésungen der Differentialgleichung (11) 
sind, indem sie mit den in (12) genannten Reihen y,, y,, y, bis auf 
constante Factoren iibereinstimmen. Man bemerke, dass die Reihen 
Yo» Y3, Y, in einander tibergehen, wenn man die Constanten @g, 6, 1, 
in Bezug auf welche die Differentialgleichung (11) symmetrisch ist, mit- 
einander vertauscht. Werden also y,, y,, y, in wesentlich verschiedener 
Weise durch bestimmte Integrale ausgedrtickt, so sind hierdurch fiir 
jede einzelne dieser Reihen verschiedene Darstellungen gegeben. 

Bei dem bestimmten Integral (8) wird hier, soweit es sich um die 
mehrdeutigen Lésungen von (11) handelt, als Integrationsweg von w 
stets der Doppelumlauf um die Punkte 0 und 2 genommen, was dem 
allgemeinen Fall entspricht; jedoch ist darauf hinzuweisen, dass fiir 
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gewisse specielle Werthe der Constanten a, g, 6, t der Doppelumlauf 
(damit sich nicht das Resultat Null ergebe) durch einen einfachen Um- 
lauf, resp. durch einen geradlinigen Integrationsweg ersetzt werden 
muss. Bei Substitution des Integrals (14) erhilt man mehrdeutige 
Lésungen von (11), wenn man fiir w den in der Formel (7) vorkom- 
menden Integrationsweg benutzt, der in einem dem Nullpunkte un- 
endlich nahen Punkte beginnt und endigt und den Nullpunkt einmal 
unkreist. 
Zur Abktirzung mégen durch ® und 9, die Functionen 


w v 


® a= (w a x)—* wet e? yt—O—1 gu *yyo-¢-1, 


w 1 1 
©, = (w — 2)-*we-teP yt-e-1 ¢-2Vu(y — y) Fy? 
bezeichnet werden. Dann ergeben sich mit Hiilfe der Substitution (8) 
die folgenden Gleichungen 


7*(x,0,2—,0—) 7*(0) 7*(0) 
(16) : aw f dv J du 


= "OF (9 — 6) F(e — 1) G(a@ — @ +1,1— a), 


7(2,0,2—0—) 70) F0) 
(17) J dw f dv f du 
= MT 6 — 9) F(6 —)E(@—6 + 1,1 — ey 
7+(2r,0,2—,0—) m0) = Fa(0) 
(18) J dw J. dv O, du 


= 27 CHF (9 — t) EC, 6 — 9 +5)C(@ — e+ 1,1—a)y, 


7o(x,0,0—,0—) 7(0) 7M’, U’) 
(19) y) aio | aw f ,du 
c —ew n 


‘ 1 
si: +3) gne-2041F (6 —2)F (20 — 20) 6 (a —o-+-1,1—«)y,, 


7*(x,0,2—,0—) 72(0,0) v 
(20) f aw f aw f, D, du 
—eriloteto) e241 F|(2r— 29) E(o—r-+4, 6—9-+4) E (a —t+1,1—c) yy 


in denen y., ¥,, Y¥, die Reihen (12) bedeuten. 

Die Formeln (16), (17), (19) gelten fiir beliebige Werthe der Con- 
stanten «, @, 6,t. In (18) und (20) wird der reelle Theil von 6 — 9 + 5 
in (20) ausserdem der reelle Theil von @ —rt als positiv vorausgesetzt. 
In (19) wird durch Y& die Verbindungslinie der Punkte 0 und v be- 
zeichnet. 

Man beweist die Gleichungen (16) bis (20) mit Hiilfe der vor- 
stehenden Formel (6), indem man in letztere nach einander fir W 








uf 


(8) 


? 


Ys 


Jon- 
1 
+5) 
etzt. 
be- 


vor- 
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die der Gleichung (13) geniigenden Doppelintegrale substituirt, welche 
in Band 41 dieser Annalen, pag. 202 und 205, unter Nr. (22), (23), 
(24), (25) und (39) bezeichnet sind. Wie dort eutwickelt wird (statt 
0, 6, x ist hier 9’, 6,79 zu nehmen), bestehen die Identititen: 


70) w 7+(0) © 
= — be 
J e? y*—-9-l dy eure du 
—to 


—tw 


=—f(e — s)F(e — tu" F(o —e +1, r—e+]; w), 


(0) w 7e(0) e 
f e° venide f eet ys-e—idu 
—ew —@D 
= f(o — e)F(o — t)w* "F(o —6+1,7-6+1;w), 
710) w 7*(0) _ % 
J éu-etde f e2Vu(y — u) = 


—ew v Vu 


~ —2F(e— 9 B(,6— 0+ )weG(o— e+ 1,5 —e +156), 


a0) w 7 W) Be o~e- de 
J eruretdy | e~2Vu (vy — u) 2 —— 
—tw nD Vu 


E 1 
= giles) 22e-20+1F (g — rt) (26 —20) w*-*F(o—6+1,r—6+1:; w), 


und 


pape: ” ae o-¢-5 du 
i] eye aw f e~2Vu(y — u) 2 — 
e J Vu 


nm 


= @2Ai(e—-9) D2e—2e-+1 F(2r—29)E(9—r-+5,0—9+5) §(e—t+1, 6-11 ;W). 
Indem man in (6) fiir die Coefficienten 1, nach einander die (den rech- 
ten Seiten der letzteren 5 Gleichungen entprechenden) Ausdriicke 
T(e—s)F(e =) T (6—e)F (e—t) , 
[1tto—e+iytte—etiy = tle—o+thh te—o+1]7 
r ) 1 } 1 i ?. I 
2F (e—) B(5, 6—e +5) Py (0 +3) 2264176 oF (es- 20) 
(UF [o—e+ ty leet tly (It le—e+ilt feo yr 





omilt—e)o80-2t41F , 1 1 
Ente O Re 2H T (229) E(@—2-+5,0—0+5) 
UV le—e+alt [o—e+ uy 
und fiir p, q die beziiglichen, nach Beriicksichtigung von (8) sich er- 
gebenden Werthe 


=ae—e+1,e«—eo+1,ea—0+1,ea—6+4+1,a—1+], 
- aaa 2— 9, 2—6, 2—e, 2—6, 2—t 





einsetzt, gelangt man unmittelbar zu den fiinf Gleichungen (16) bis (20). 


















2 


= 


29 


(25) 


(26) 


(3 


1) 


(28) 





1 
(— 1)" °T8QR-2H1F (6 — 1)F(26 — 29) E(@ —~6 + 1,1 — ayy, 
<= — 3-2 


= 
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Die Anwendung der Substitution (14) fiihrt, wenn durch ®,, %,, I 
®,, ®, die Functionen } 
<A a \ 
®, am e’w-*(v aes w)t-e— ye-F eu w-e-t r 
x 1 1 
, = ce? w-*(v —w)*-2—1 yt e-2Vu (y — u). ety 2, . 
: ' 
®, = e’w-te? yt—o—1 eu (u —_ v)s—e-t ute, 
4 b- : 
D, = e@w-te® v—e—! er? (uy — 1)9- 2-1 yee ’ 
S 
bezeichnet werden, zu den nachstehenden 8 Gleichungen: 
(0) ~+(w,0,0—,0—) 7+(0) ( 
(21) f dw J dv | o,du | 
—ez c —to 
= er@-OF (¢ — 1I)F(e— 9) G(@ — e+ 1,7 — a), 
72(0) 7*(w,0,w—,0—) 7a(0) 
(22) J aw | dv %, du | 
—ez c —-@ 
- = | 
= el@-9T (6 — 1) (6 — e)\E(a—6+1,r—a)y, 
Je) 7 +(w,0,w —,0—) 7*(0) 
(23) | dw f dv YD, du 
—ex Jt v 
6 Ha-e+LDPr Ti > 
= 2erte-etF (e — 1) ECL, 6 — 9 +3)6(a@—e 1,7 — a), 
7(0) 7*(w,0,0—,0—) TN, A’) 
(24) J aw f av ®, du 
J tz c @ 


7~a(0) pew’) 74(0) 
I d wf dv du 
—(x —@ o 


tHE (¢ —1)F(24—2 0) E(o —t+ os om o+ 3M» 


(0) 7e(0) 7*(v,0,0—,0—) 
f aw f aw f O,du 
e —C(z . —tw c 


nile-)F (9 _— 1)F(@ = t)&(a oO fe . 6 
(0) 7*(M') 


7+(0) 
J dw | dv DO, du 
e/ tz cw J? 


ati¢e — 1) (6 _ oe) (6 — T)Ys5 
70) 


7e(0) 7*(1) 
fae fav : ©, du 


=f(r ae 1)F (x _ e) E(« —t+1,6—a)y,. 


- €)Yo, 
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In (21), (22), (24), (26), (27) sind die Constanten a, g, 6, t keinen 
Einschrinkungen unterworfen, wenn man davon absieht, dass gewisse 
Werthe derselben die Integrale identisch Null machen, in welchen 
Fallen (wie bereits erwihnt wurde) ein einfacherer Integrationsweg an- 


zuwenden ist. In (23) wird der reelle Theil von 6 — @ +3 als positiv 
vorausgesetzt, in (25) nimmt man 6 — e+2 und @—t, in (28) 


«—o-+1 und a —t-+1 als positiv im reellen Theil an. Durch 
\” wird in (25) die Verbindungslinie der Punkte 0 und w bezeichnet; 
\{’ ist wiederum die Verbindungslinie der Punkte 0 und v. 

Die Gleichungen (21) bis (28) folgen ohne Weiteres aus der Formel 
(7), wenn man in (14) fiir W, nach einander die acht Doppeliutegrale 
nimmt, welche in der Abhandlung tiber die F-Reihen 3‘ Ordnung im 
46'" Bande dieser Annalen (pag. 592—598) in den Gleichungen 

(37), (86), (35), (33), (38), (42), (41), (43) 
genannt sind, wobei man jedoch die dort vorkommenden Werthe «, 0, 6, x 
durch a@’, 0’, 6, w zu ersetzen hat. Die betreffenden Formeln sollen 
hier nicht wiederholt werden, da, wenn die bezeichneten Ausdriicke 
fir W, substituirt werden, die ganze Rechnung vollig analog zu der 
vorstehenden Entwickelung der Gleichungen (16) bis (20) ist. 

Es soll sodann ein dreifaches bestimmtes Integral angegeben wer- 
den, welches mit der eindeutigen particuliiren Lésung der Differential- 
gleichung (11) 

ie F(a; Q, 6, T; @) 


bis auf een constanten Factor identisch ist. Man bildet zu diesem 
Behuf ein dreifaches Integral der obengenannten Function ®,, bei 
welchem die Variable w von dem unendlich entfernten Punkt der po- 
sitiven reellen Achse ausgeht, die Verbindungslinie 2{ der Punkte 0 
und # zweimal hinter einander im positiven Sinne umkreist und hier- 
auf zum Ausgangspunkte zuriickkehrt. Um den Integrationsweg der 
Variable v zu bezeichnen, definirt man ¢, und e, als die Producte 


(29) meet, tym de, 

in denen x eine zwischen ~ und z liegende reelle Constante, und ¢ 
(wie oben) einen unendlich kleinen positiven reellen Werth bedeutet. 
Man nimmt den Punkt, welcher das Product ¢,w darstellt, zum Aus- 
gangspunkt und den Punkt ¢,w zum Kndpunkt des Integrationsweges 
der Variable v und liisst letztere den Nullpunkt in positiver Drehungs- 
richtung umgehen. Das dreifache Integral 


(4, 
f aw fi ‘def, Y, du, 
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in welchem die reellen Theile von @ —1 und 6 — oe 4-4 als positiv 
vorausgesetzt werden, geht durch die Substitution ‘ 
v=Wwy, U=UU= wv", 
dvu=wdy, du=vdui—wvdu, 
in den Ausdruck 


P(A, W *lo 1 1 aici . 
f. (w—2)-ws-eaw f evretdy f, eV uvw (1 —y) . 3 nt 
@ ¢ 0 Vu 


1 


iiber. Der Weg von » kann nach Fig. 1 aus zwei geradlinigen Strecken 

¢,k,, ke, und einem Kreisbogen k,lk, zusammengesetzt werden, so 

dass er durch 

ZA a ¢,k,lk,e, bezeich- 

, net wird, Indem 

/ sagt \ man sodann um 

, ed \ den Nullpunkt 

jt +—____-_--—_--__———- einen Kreis K 

\ Pee JS } beschreibt, der 

\ / den Punkt # um- 

\ / schliesst, und der 

~e—— die positive reelle 

Achse im Punkte 

s schneiden mége, wihlt man als Weg von w einerseits den Abschnitt 

der reellen Achse von + oo bis s (der in beiden Richtungen durch- 

laufen wird), andererseits den Kreis K (der zweimal hinter einander 

durchlaufen wird). Fiir (w — x)-* gilt dann, da mod w stets grésser 
als mod z ist, die convergente Entwickelung: 


w-#(1 — =)" = w- ofS 4 Sete 1... 


w 
Also ist das obige dreifache Integral gleich der Reihe 


a (aly 
Rab GMa Nat pee be Meat be 


wenn unter A, (fiir »v = 0, 1, 2,...) das constante Integral 


7e(0,0) 1 1 z ong-y du 
n= weraw f e vetay f e-2Vwow( 1 — n) * om 
e 0 Vu 


verstanden wird. Aber nach pag. 2/2—217 des 41' Bandes dieser 
Annalen hat A, den Werth 


A, = Qet—-1 ¢-2i¢F (2 — 29 — 2v)F(1—r—v) E(o+- v—5, o—0+5) 


oder, wenn die Reductionsformeln fiir die Integrale E und . beriick- 
sichtigt werden, 
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iv ewaea'e 17 (2— 2¢)T (1-2) E(e— 5, ¢— e+ » 
A, = — z sme aie 
“Celt tol fat 


Man gelangt somit zu der Gleichung 


7e(U, A) ey W ° 
(30) J dw J. dv J. o, du 
2 ew 0 


= o-*ie 22-1 F (2 — 2e)T (1 — J E(e—5,6—e+ 3) ’ 


n in der y, die in (12) angefiihrte F’-Reihe bedeutet. 

30 

h § 3. 

h- Der Fall m= 2 der Differentialgleichung (2) fiihrt zu der Glei- 
nl chung 

m “3 dty 2 

kt Flt (etotr+3)ar ey 

K 9 

“ (31) ee 


n- 


FY + (e+ 6+ 1)04% + apy, 


er 
le deren Hauptlésungen durch die Reihen 
te 
tt n, = F(a, B; @6,t32)—14 59" a 9%, 
h- (32) J % = 2-e F(« —e+1,8—e+1;2—9,6—0e+1,t—0+1;2), 
” ns = «'-*F(a—6+1,8B —6+1;2—6,9—6+1,1r—6+1;2), 
rm 4, =a" F(a —t+1,8B—1t+1;2—1, p—t+1,6—1r+1; z) 
angegeben werden, Setzt man in (31) nach einander die Ausdriicke 
*h 
(33) y -f (w — x)? we-*W, dw, 
aS 
(34) y= ev w-* W,dw 
g 
ein, so erhilt man fiir W, (Crelle’s Journal, Band 112, pag. 65—71) 
wiederum die Differentialgleichung (15) und fiir W, (I. c. pag. 79—83) 
die Differentialgleichung 
W, W. | 
' 0 Te EO +o + 1) SEP + oo’ 
” (35) ts aw, 
rw +(e + 6+ 1)0% ith, 
) in der a’, B’, 9’, o die Constanten 
k- e=—=-a-—-t+i1, pf=—f—t+1, 
eo =—o-—t+l1, ‘’=¢—t+1 
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bedeuten. Die Gleichung (35) entspricht dem Falle n =3, m=—2 
der allgemeinen F-Reihe. 

Um die mehrdeutigen Hauptlésungen von (31) als dreifache be- 
stimmte Integrale herzustellen, liisst man (analog zu § 2) die Variable 
w in (33) einen Doppelumlauf um die Punkte # und 0, in (34) einen 
bei — ex beginnenden einfachen Umlauf um den Nullpunkt machen. 
Man findet durch die Substitution (33) als Lésungen von (31) acht 
dreifache Integrale, welche den in (21) bis (28) angegebenen Integralen 
entsprechen, indem fiir W, der Reihe nach dieselben Doppelintegrale 
wie dort genommen werden, Die Rechnung unterscheidet sich von 
der auf die Formeln (21) bis (28) beziiglichen allein dadurch, dass statt 
der Gleichung (7) die Gleichung (6) angewendet wird. Es soll hier 
nur die erste dieser acht Gleichungen 


74(2z,0,2—,0—) ; (w,0,w — O—) 7@ (0) 
(36) { J, aw f dv ep Pau 
= crit 8-20 (@ ~ 6) E(a—e + 1,t—@) E(B —@-+1, 1—B) m, 


in der ¥ die Function 
Cay 
WY = (w — 2)-F wh-*(y — w)t-*-1yt-oe" yee! 


und 4, die in (32) genannte Reihe bedeutet, angefiihrt werden. 

Bei Anwendung der Substitution (34) mégen fiir W, nach einander 
diejenigen Doppelintegrale gesetzt werden, welche in den Gleichungen 
(49), (51) und (54) der genannten Abhandlung im 46'" Bande dieser 
Annalen angegeben sind (mit a’, B’, 0, o, w statt der dort stehenden 
Werthe a, B, 9, 6, x). Dann gewinnt man durch Benutzung der 
Formel (7) aus (34) die Gleichungen 


7 (0) 7 (0) 7*(0,0,0—,0—) 
(37) dw dv Y,du 
—etz —tw c 


= et ilo-e+0 P(g — 1)F(e — t)E(B — e+ 1,6 —8B)m, 


+(0) 7o(0) 7a(1,4',1—, W—) 
(38) J dw f dv JS Wi du 
—ez —tw c 


= (— 1)*-«H1f (6 — 1) F(6 — 1) &(6 — @e, 9 — «)n,, 


(0) 730) (1) 
(39) fia fav f W,du 


= (—1)?-*F (c¢ — 1) E(a@ —r +1, 9 —a) E(B —t + 1,7 — 6)m, 
woselbst ¥, das Product 


zx w 
Y, = er w-*er ot 9-1 (y — u)9-B—- yh-2( 1 — u)e-9— 
bedeutet. 
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Ausserdem kénnen fiir W, Doppelintegrale von der im 108'e" Bande 
des Crelle’schen Journals, pag. 54-64, angegebenen Form gewiihlt 
werden. Hieraus folgen, wenn man ¥, die Function 


x 
Y, = ev w-*(v — w)t-F-!l pss eu (uy — v)e-e—lye-e 


nennt, die Formeln: 


7>(0) 7e(w,0,20—,0—) 7e(v,0,0—,9—) 
(40) f aw f av f Vidu 
oJ —¢x ¢ c 


= eriet?20F (9 — 1)G(@ — @ + 1, 6 — @) 6B —e+1,7— Bm, 


(0) 7#(t,0,0—,0—) 7a’) 
(41) dw J du{  ¥,du 
c —o 


J —tx 


= e(8-9 F (g — 1) (6 — 0) C(B —o + 1, rt — B)m, 


=4(0) Z(t") » 
(42) Fi aw f_ av f, Yodu 
= (— 1) Fe — 1)F (e — 9) E(a— e+ 1,6 —a)y. 

Die Gleichungen (37), (38), (40), (41) bleiben fiir beliebige Werthe der 
Constanten «, B, 9, 6, t in Kraft. In (39) miissen die reellen Theile 
von e—t-+1 und B—r-+1, in (42) die reellen Theile von a—t+1 
und 6 — @ positiv sein. Durch ¢ und ¢ werden wiederum willkiirliche 
(jedoch von 0 versehiedene) Constante, durch X’ die Verbindungslinie 


der Punkte 0 und v, durch {” die Verbindungslinie der Punkte 0 und 
w bezeichnet. 

Es werde endlich ein dreifaches Integral der Function ¥, betrachtet, 
in welchem die Variable w von — oo aus einen Umlauf um den Null- 
punkt macht, wihrend nach v zwischen den Grenzen 0 und w, nach 
w zwischen den Grenzen 0 und v integrirt wird. Setzt man 


zx 

= 1a 1 at ee 

oe l+—“4—" 4... eS ee ve 
' 1 w I + Sia + Siac? " 


so verwandelt sich das Integral 


7 (0) “w v 
ficaw J, aw f, Y,du 
in die Reihe 


2% x a” 
PBR +P +B Sates 


wo S$, das constante Integral 


7a(0) w ‘i 
Bef w--rdw f, (v — w)t-b—1 yb “ede f, e#(u — v)e-#-ue-edu 
bedeutet. Durch die Substitution 
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v= Ww, U = VU, = WY, U;, 
dvu=wdv,, du=—vdu, —wr,du,, 


. 


geht $3, in das Integral 
7+(0) al 1 
(— yetmenef w-e-rdwf, v,P-e(1— 9, y-#-1dn, f, emery, e—O( 1 — a4, )?-2—" dy, 


iibe 


r. Letzteres ist aber nach Band 107 des Crelle’schen Journals, 


pag. 253 (Gl. (23)), gleich dem Producte 


(— 1)t*-e-#F (1 —@ — v) E(a+,6— a) E(6+ 4,1 — 6) 
fee) * (8), 


an (—.. ] 9+-e—«--f __ ; r 
i, (elt Cole Cer | 


1 — 9) E(a,6— a) E(B, 1 — 8), 


wobei die reellen Theile der Constanten a, 6B, 6 — a, t — B als positiv 
vorausgesetzt werden. Man findet auf diese Weise die Gleichung 


(43 


in 


(0) w av 
) f. dw f, dv | Woidu 
" 0 0 + 


== (— 1)*t+-«-6T (1 — e) E(a, 6 — a) E(B, x — B)n,, 


welcher », die in (52) angefiihrte eindeutige Reihe ist. 


g 4. 


Kiir m = 3 wird aus (2), wenn man statt K,, K,, K, drei andere 


Constante «, 6, y mittelst der zu (3) analogen Gleichungen 


K,=e«+6+7+3, 
K,= ab +ay+ bBy+a+6+7+1, 
K;, = «By 


einfihrt, die Differentialgleichung 


(44) 


EX 4 (oto+r+ dared 
+(estertortetotrt leot+ cord! 
=O FV 4 @+Bpty+ 30 FY 
L+ (eB + ay t+ By tat+B+y+ last + aby 





erhalten, die durch die Reihen 
6 = F(a, B75 06,752) 1+ Sorat, 


1-eot 


(45) }& =a *F(a—e + 1,B—e+1, 7—e+1;2—0,6—0+1,t—0e+]}9), 


gs 
7 


=2'-6F(a—o+1,p—6+1, y—o6+1; 2—6, p—6 +1, r—6 +133), 
=a'-*F(a@—c+1,6b—t+1, y—t+1; 2—1,9 —t+1, e—1+4]52) 








Tdu, 


re 


+1; 2), 
+1;2); 
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— 


befriedigt wird. Auf (44) wendet man hier (s. den Schluss des § 1) 
die Substitution 


hx 
(46) y= J, e’w-t* W, dw 


an. Dann ergiebt sich fiir W, (Band 112 des Crelle’schen Journals, 
pag. 79—83) die Differentialgleichung 





wr Te tC +o + 1) Gt + eo Te 
(47) TE +B i + 8) 


dW, 


+ (0p ay + By tet 6 +7410 + wpyW,, 
in der a’, B, y’, @, o die Constanten 


fema—e+l, Pe p—e+l, ymy—et+), 
eo=-eo-—-t+1, ¢6=6o-—-1t+1 

bezeichnen. Die Gleichung (47) ist eine hypergeometrische Differential- 
gleichung 3'*t Ordnung mit den zwei endlichen singuliren Pankten 0 
und 1. Die Lésung derselben durch bestimmte Doppelintegrale findet 
sich in der bereits erwiihnten Abhandlung im 102'" Bande des Crelle- 
schen Journals, pag. 84—100; jedoch ist zu bemerken, dass man, um 
Ausdriicke, die fiir beliebige Werthe der Constanten gelten, zu erhalten, 
die dort benutzten geradlinigen Integrationswege durch Doppelumliute 
zu ersetzen hat. 

In (46) nehme man fiir W, zuniichst das particuliire Integral der 
Gleichung (47) 


4(w,0,0 — ,0—) *(0,0,0—,0—) 
J (vo—w)*-7-! vr-ade f (u—v)?—8—1 whe (u—1)e-#- du 
= Kure F(a —e+1,8B—e+1, 7-041; 6—e+1; t-e+1; w), 
wo zur Abkiirzung 


& — crit +20-a-9-e+ E(B — 9 + 1, 6— A) EY —e+1,t—7) 


gesetzt ist. Dann entsteht durch Anwendung der Formel (7) die 
Gleichung 


7-(0) 7 +(w,0,0—,0—) 7*(v,0,0—,0 —) 
(48) Jide J dv J. Qdu 
= critr}30-e-s-e40F (@—1) 6 (6-0 + 1,6 —B)Cy—e+1,7— Nb 


in der Q die Function 


zx 


Q =e? w-*(v — w)*-1—1vY-9(u — v)9-B-1uh—e (w — 1)e-e— 
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und § die in (45) bezeichnete Reihe bedeutet. Durch eine ihnliche 
Rechnung ergiebt sich, wenn man unter {' wiederum die Verbindungs- 
linie der Punkte 0 und » versteht, die Identitit 


7*(0) 7+(w,0,0—,0—) 7a(U'>,.1,N'—, 1—) 
(50) J dw av f, Qdu 
ce 


—er aye 
= eri7-OF (6 — 1) C(y — 6 +1, r— 7) C6 — 0, ¢ — af. 
Fiir W, werde ferner das Doppelintegral 


~ 7e(v) 
(51) Jf (v—w)-0r-edv f (u— v)9-8—1 yb—-e(u — 1)¢-4—-1 du 
gewahlt, das durch die Substitution 
Gen — gem 1 + (op — 1)(1 — o,) = 2 


1— vv,’ 1—», 
die Gestalt 
1 
— ye f vy, e-ete-8-1(] — », e-*|1 — (1— v, )o]""—"' dr, 


7+(0) 
J, u,°-P-1 (1 — wu, )e-e—1 (1 — a, v, )P-edu, 


annimmt. Entwickelt man die Potenz [1 — (1 — v,)w|*-’-! nach dem 
binomischen Satze, so wird nach Anwendung der Formel *) 
=(0) 


(52) forma —- vdeo f ut-1(1 — w-1(1 — wr)r du 
= et E(k, 1) E(k +1+ p,q) 
das Integral (51) gleich dem Ausdruck 
E(a—1r+1, 9p—«)E(6 — + +1, 6 — 8) 
-F(@a—r+1,B—t4+1,y—1t4+1;0—1t+4+1, 6—14+1; w). 
Hieraus folgt dann mit Hiilfe von (7) die Gleichung 


7*(0) oo 7a(v) 
(53) L aw f, dw f, Qdu 
= F(r—1)E(a —+t+1, 9 — a) E(B —1r +1, 6—8)E,. 
Die Variable w midge endlich, wihrend fiir W, das Integral (51) 
gesetzt wird, einen bei — co beginnenden Umlauf um den Nullpunkt 
ausfiihren. Dann entsteht aus (46) das dreifache Integral 


7*(0) R j +(e) 
(54) faa, dv J, Qau, 


*) Um die Gleichung (52) zu beweisen, entwickelf man (1 — wv)” nach dem 
binomischen Satze und beriicksichtigt die fiir das Integral F geltenden Formeln 
(Band 35 dieser Annalen, pag. 510—513). Das Verfahren ist dasselbe wie in § 3 
der erwihnten Abhandlung im 102 Bande des Crelle’schen Journals (pag. 90—91). 








le 


em 


1) 
inkt 


dem 
meln 
n §3 
91). 
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das, wie gezeigt werden soll, sich von der in (45) genannten Reihe €, 
nur durch einen constanten Factor unterscheidet. Fiir die Entwicke- 
lung dieses Integrals kommt eine Hiilfsformel in Betracht, die fiir das 
dreifache Integral 


7a(0) 


1 
wt —w)tdw f, vite-1(] — v)F-1(1 — vw)-4 dv 


1 
7(0) 
J, ur—t(1 — ui (1 — uv)je-*'du 


gilt. Das letztere geht, wenn man 





(1—9)?-? an 1 4+ —— oe + 


substituirt und eine zu pag. 603—604 des 46'e" aii dieser Annalen 
analoge Transformation anwendet, in die Reihe 


k+1— 
evita EK (a, es n 008 ma E(k —}, lt+-q+uje™E(I, q+) 


ijt 
Sy k+1—p]t (alt 
(yt | [k+-I-+q—d)t 





=c*ilb+9) B(a, b) E(k— bi) Bb), 
=) 
iiber. Da aber 


[e-+1— ph tal , - 
Stiretite—ap OF leak ti tah) 


— k&+l+q—) (ip —d) 
M(p+q—b)fk+1—6) 


L=n 








und 


rk—-vwr@+q «x rr) 
Ek —b,1+9)= re+i+q—5) E(l, 4) = ea 


ist, so hat die Reihe den Werth 





pie rk—YIOrp—wHt@. 
eti(+9) F(a, b) re-I—b) Fip+aq—db) 


Daher besteht die Gleichung 
7+(0) 1 
(55) J, we (1 — wae J, vita—1(1 — vF-1 (1 — vw) 2 do 


7(0) 
J, ur—(1 — u)-1(1 — uv)r-*'du 
== eti(+9) E (a, b) E(k — b, 1) E(p —b, q). 
Das Integral (54) liefert, wenn 


1 a 


Pmltsit sist + 5rit 


v 
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gesetzt wird, die Reihenentwickelung 


2 v 
woselbst O, (fiir » — 0, 1, 2,...) das constante Integral 


(0) cS (0) 
of wd, (v-—w)*-?- twt-oan (u—v)°—P—!P—e (u —1)e-2—-1 dy 
—@ 


bedeutet. Indem man 


a mes. We _— — nic =e 
ead os eed u=1+ (v— 1)(1—u) = 


substituirt und (— 1)*+*+@-9-! durch e**(*+*+8-9-) ersetzt, findet man 
fiir Q, den Ausdruck 


7+(0) 

eritetee—en w,-**(1 aoe w, Yr dw, 
al 

-f, v,e-ete—s—-1(1 — v,)°-*(1 — v,0,)*-1—-" do, 
7) 

. J, u,7—b-1(1 — wu, )e-*-1(1 — u,v, )P-edu,, 

der nach (55) gleich dem Producte 
E(a + v, 9 —«) E(B + v,6— B)E(y + 7,1 —1 — v) 
> (Ble (vt i =, 
aan ie] E(a, 9 — «) E(B, «6 — B)E(y, 1 — t) 


Cele Cole CeIr 


ist. Somit ergiebt sich die Gleichung: 


7#(0) Ce) 7+) 4. ™ 
(56) fudef, avf Qdu = E(a,e—a) E(6, 6 —B)E(y, 1—n1)§,. 


In (53) werden die reellen Theile von «—1t+1, B—1r+1 und 
@ — a@, in (56) die reellen Theile von «, 6, y und e—a als positiv 
vorausgesetzt, wihrend die Gleichungen (48) und (50) fiir beliebige 
Werthe der Constanten a, 8, y, 9, 6, t gelten. 
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Zur Theorie der Bertihrungstransformationen. 
Von 


R. vy. Lawrenruar in Minster i./W. 


Angeregt durch die ,,Geometrie der Beriihrungstransformationen, 
dargestellt von Sophus Lie und Georg Scheffers“ habe ich mir die 
Frage vorgelegt nach denjenigen Beriihrungstransformationen, durch 
welche die Integralcurven einer Pfaff’schen Differentialgleichung wieder 
in Integraleurven derselben Gleichung iibergefiihrt werden, und die 
ausserdem die Eigenschaft haben , ahnlich wie die Lie’schen Beriihrungs- 
transformationen der Ebene, ausser von den drei Punktcoordinaten nur 
noch von einer vierten Veriinderlichen abzuhiingen, die als Tangente 
eines Winkels zu deuten ist, — sodass sie sich von den Lie’schen 
Bertihrungstransformationen des Raumes wohl unterscheiden. Die 
fraglichen Integraleurven sind die orthogonalen Trajectorien einer 
doppelt unendlichen Curvenschar. Betrachtet man letztere als Theil 
eines Systems von drei Scharen zu einander senkrechter krummer 
Coordinatenlinien, so werden die Methoden anwendbar, die ich in 
meiner Schrift entwickelt habe: ,,Grundlagen einer Kriimmungslehre 
der Curvenscharen“, auf welche Arbeit hierunter mit dem Zeichen ,,G“ 
hingewiesen werden soll. 

Ich behandle im Folgenden zuerst die in Rede stehenden endlichen 
Beriihrungstransformationen und bestimme sodann die infinitesimalen. 
Mit Hiilfe der erhaltenen Formeln lassen sich fiir die Theorie der 
doppelt unendlichen Curvenscharen ihnliche Aufgaben angreifen, wie 
die von Herrn Lie im fiinften Capitel seiner Geometrie der Beriihrungs- 
transformationen betrachteten, worauf indess in dieser Arbeit nicht 
niher eingegangen wird, 


Wir legen unseren Betrachtungen ein krummliniges Coordinaten- 
system zu Grunde, dass aus drei zu einander senkrechten, doppelt un- 
endlichen Curvenscharen auf folgende Weise zusammengesetzt ist. Die 
Curven der ersten Schar sind festgelegt durch die Differentialgleichungen : 


da:dy:de=£€&:n: 6. 


20* 
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Die Curven der zweiten und dritten Schar bestehen aus orthogonalen 
Trajectorien der ersten Schar und sind gegeben durch die Differential- 
gleichungen 
dz: dy:dzg=u:%:,, 
dz:dy:dz@—=U,i0,:W,, 
wo: 
Eu, + yr, + fw, = 0, 
Eu, + nv, + fw, = 0, 
Uy Uy + 0,0, + w,w, = 0. 
Setzen wir zudem das Bestehben der Gleichungen: 

P+ 74+ P—u’?+ 072+ 072 =u, + v7 + 0 =1 
voraus, so ist das System der Coordinatenlinien durch Bestimmung 
eines der sechs Richtungscosinus u,v, w mittelst einer Function von 
“x,y, 2 vollstindig festgelegt, falls wir die Pfaff’sche Gleichung 
(1) Edx + yndy + dz=—0 
als von vornherein vorgelegt ansehen. 

Unter Benutzung der Bezeichnungen: 
T, = u,dz + v,dy + w,da, 
T, = u,dzx + v,dy + w,idz, 
T,=§& dx+y dy+ dz 
ergiebt sich die zweite Coordinatenlinienschaar aus den Gleichungen 
T, =0, T, = 0, und die dritte aus den Gleichungen 7, = 0, 7, =0. 
Wir werden kurz die Linien der zweiten oder dritten Schar mit den 
Namen ,,Curven 7, = 0“ oder ,,Curven 7’; = 0“ belegen, (Vergl. ©. 
S. 92, 93, 94). 
Eine mittelst der Gleichungen: 
e=F,(s), y=F,(s), = F,(s) 


gegebene Linie ist eine Integralcurve von (1), wenn fiir jeden Werth 
von s die Beziehung besteht: 


§ Fy'(s) + 4 Fy (s) + € Fy (s) = 0. 
Fassen wir auf dieser Integralcurve einen Punkt P mit den Coordi- 
naten xz, y, 2 ins Auge, so lisst sich die Lage der Tangente der Curve 
mit Hiilfe des Winkels bestimmen, den sie mit der Tangente der 
durch den Punkt P gehenden Curve 7’, = 0 bildet. 
Fiir die Tangente t dieses Winkels erhilt man: 
pal taki + Ky 
wy bY + obs + mF 


Dem Zuwachs As von s entspreche auf der Curve der Punkt P mit 
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den Coordinaten Z, ¥, 2 und das fiir diesen Punkt geltende Werthsystem 
tn, €, u,v, w,t werde mit &,%,€,%,0, w, 7 bezeichnet. Dann ist: 
t=t+rAs+.--- 
und: 
Du Fy: Say Fy — Duk,’ Du Fi + Du, Fy": Du, Fy — Du, FF": Say Fy ‘ 
(Lu, F'’)? 
Verschwindet t’, so ist die betrachtete Curve eine isogonale Trajectorie 
der Curven Z7',—0. Verschwindet der die zweiten Ableitungen 
F,", Fy", Fy enthaltende Theil von +’, so sind entweder diese Ab- 
leitungen simmtlich Null, oder die Binormale der betrachteten Curve 
liegt senkrecht zur Richtung &, 7, €. Wir haben es dann jedesmal 
mit einer geoditischen Linie der durch die Gleichungen : 
dz:dy:dz=&::§ 

gegebenen Curvenschar zu thun. (Vergl. G. 8S. 50). 

Im Allgemeinen ist also t’ von Null verschieden und abhingig 
von den zweiten Ableitungen F’,", F,”, F,”. 

Betrachten wir nun unter Beibehaltung der Bedeutung von t die 
Transformation : 

% =f,(%,Y, 2,7), w= h(%y,47), % =f, y, 4,7), 

welche dem Punkte P unserer Curve den Punkt P, zuordnen mége. 

Dem Punkt P wird dann durch die Transformationen ein Punkt 
P, zugeordnet mit den Coordinaten: 

aa, + ry yt Oy 4 Silas twa. 
oder: (G. 8. 94) 


By = 2, +4(@fidn-+e(dhin) 2m Fy + Fie} As + 


Die Grenzlage der Geraden P, P, fir As = 0 besitzt daher die 


Richtungscosinus: 


t= 





((afdx, + e(afdn) DuFi + She 


cos & = 














VN : 
(afr, + #(afdn,) Bu Fy + SE’ 
cos B = - VN ? 
(@fir, + #(dfin) Di + oh, 
cos y = -——_——_ , 
VN 


wo N die Summe der Quadrate der hier auftretenden Zihler bedeutet. 
Soll die fragliche Transformation allen durch den Punkt P gehenden 
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und die zu Grunde gelegte Curve beriihrenden Integraleurven von (1) 
eine und dieselbe durch P, gehende Gerade (cos a, cos 8, cos y) zu 
ordnen, so miissen die Ausdriicke fiir diese drei Richtungscosinus von 
den zweiten Ableitungen F’;”, F,”, F;” und damit von t’ unabhiingig 
sein. Das liefert die Bedingungen: 


(2) ht, he; Os — (ap,)n, +-0(dfi)n:(Afa)n, +4 (Aha) 2,2 (Wfq)n, +4 (af), 


Soll zweitens die durch P, gehende Gerade (cos a, cos B, cos y) 
Tangente einer durch P, gehenden Integralcurve sein, so muss, wenn 
das fiir P, geltende Werthsystem &, y, §, u,v, w mit &, 7, f, u,v, w’ 
bezeichnet wird, die Gleichung bestehen: 


E’ cosa + 7 cosB + & cosy =O, 
oder: 


(3) & (af) +2 (d/,)x,) + 0 ((af2), +2 (af2)2) 
+8 (fr, +1 (dfs)2) = 0. 


Ist endlich t, die Tangente des Winkels, welche die durch P, 


gehende Gerade (cos a, cos B, cos y) mit der Tangente der durch P, 
gehenden Curve 7, = 0 bildet, so folgt: 


__ Suz ((dfidy, + (Afd2,) 


3. = ; = 
au ((af)z, +t (4f,)7,) 
Die Transformation 


4 =f, (%,¥, 2,7), W=Ah(G%y, 4,7), 4 =f,(2, y, 4,7), 
t, = [,(2, y, 2, T), 
der der Gleichung (1) geniigenden Linienelemente des Raumes ist daher 


eine Beriihrungstransformation der Integraleurven dieser Gleichung, 


wenn die Functionen /,, f,, f; die Bedingungen (2) und (3) erfiillen 
und wenn ausserdem: 


Duy ((d t(d 
(4) f, __ atte (( fiz, + ( fia,) 


= 2uy' (df), + t(4f)n) 


Aus (2) und (4) folgen sofort die Bedingungen fiir Functionen, 
welche eine Beriihrungstransformation der Curven in der x, y- Ebene 
vermitteln, 


Hier wird: 
s=2,=—0, Em Pa yg=y =U, t=—f =—1, 
sodass die Gleichung (3) identisch erfiillt wird. Lisst man das Curven- 


system 7',—=0 mit den Parallelen zur X-Axe, das Curvensystem 
7, = mit den Parallelen zur Y-Axe zusammenfallen, so folgt: 
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u=u, =1, 1=0, =v,=—w, =0, 


v, = 0, = 1, > hia ig 2 a 


oF 
(dF)7,= On ? (dF’)7,= oe 


und an die Stelle von (2) und (4) treten die Beziehungen: 
of Ofe 4 a of 0h (af, oh 
ch (ae Ofe at) — (eh bo + 1 $h) an 0, 


oh hts ch 


A= a. ah 


(Vgl. Lie, Geometrie der ee AE 1. Band, S. 68ff.). 


Fassen wir nun die eingliedrige Gruppe von Transformationen ins 

Auge: 

X= L+H, (4, yY, 2, tT)E+ ++, 

Y= Y + H2(%, Y, 4, T)E+ +s, 

oe + 93(%, y, % t)t4-++-, 

1 =t +9 (%y%0)t+-- 
wo die Weiterbildung der Potenzreihen mit Hiilfe der Differential- 
gleichungen 


dx d 
Te = M(H Yar 21>)» i = D2 (y, Yir #5), 
dz, 


dt, 
Ge P31. Mi» 1 MH), de P(r» Ys M1 %) 
erfolgt. (Vergl. Lie und Engel, Theorie der Transformationsgruppen. 
Erster Abschnitt S. 51ff.) und fragen, wenn die Gruppe aus lauter 
Beriihrungstransformationen der Integraleurven der Gleichung (1) be- 
steht. In diesem Fall miissen die obigen Bedingungen (2), (3) und (4) 
fiir ein beliebiges ¢ erfillt sein. 
Die Bedingungen (2) liefern: 
Uy tet, + {(dq,)7, + T(4H,)7,} E+ +>: 
M+ tv, + {(dq.)z, + t(dG2)z,}¢ ++ +>: 
w, + rw, + {(dg,)7, + t(dgs)7,} t+ -- 
aS SL .. :.. 
somit: — 
ty + tty: oy + Tv, : W, + Tw, = FE: SF oe : Sos. 
Unter Benutzung der Bezeichnungen: 
UP + +9, = Wi, HO, +», + w,9; = We, 
ED + 192 + 93 = Wo 
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folgt daher: 
(5) 12%: _2We OW 


Ot Ot’ Ot 


Um die Bedingungen (3) und (4) fruchtbar zu machen, sind die 


Gréssen &’, 1’, €, uw’, v’, w’ nach Potenzen von ¢ zu entwickeln. 
Da wird: 


met [Eo 4+ 9+ a 


= & + {(d&)7, W, + (d&)7, W, + (din Wijt+--- us 
Bildet man die linke Seite von (3), so fillt das von ¢ freie Glied 
fort, und das Verschwinden des Coefficienten von ¢ liefert die Gleichung: 


2 (u, +t uy) ((a§ )r, W, + (d8)2, W.+ (dé)7, W, 0) 
+ 28(dq,)7, + tXE(dgq,)7, = 0. 


Fiir die Differentiale d—&, du,, du, u.s. f. gilt aber folgende 
Darstellung: (G. 8. 49) 


an (f4R)ne( 2B) ne te)S 
ten eth) + (oh) B+ (EH) 


qT, 
g 
moa b)ne( RHA (ob) 


wo nach (G. S. 48, (4)) : 


= (). 





L-+ig> 0. 


Wir erhalten somit: 


2B (uy ey) ((dE)2, W, + (dé)2, W. + (d8)z, We) 


-W(-a,+5)+ (QZ -m)t (2 Pat) 
ZE(dg,)n—= (AW), — Zo, (dE) = (AWo)n, + 7 


’ j W, W, 
LE(dqy,)7,—= (AW,)r, — ZH, (dé)z, = (AW,)2, — i +5) 
und die one Bedingung nimmt die Gestalt an: 
(6) (@W,)nrt pe +4((aWo)n+ p*) + W.-W) (7-— 7) =0. 


Ks eriibrigt ae die ecantionsel der Bedingung (4). 
Man erhilt da: 


Zu,’ ((df,)n +t (af,)x) 
=t+ {2 (u, +tU,) ((dut,)2, W, + (duy)2, W.+ (duy)z, W,) 
+ Lu,(dg,)7z,+ tZu,(dg,)n} t+ --- 
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aber: 
2 (U, - TUy) (dg), W, + (duy)7, W, + (du.)z, W,) 
W, ¥ 
die = R;, ig re ’ 


ZU, (dq,)z, _ (d W,)r, ae 29, (dut.)7, = (dW, )r, + Ry, a ie ae 


Zuy(dqy)z, = (d W2)2, — Zp, (d )x, = (dW), — Ws _ Hs, 
folglich : 
ied Zu,’ ((a/,)z, — (af,)z,) 
ig: ms 
=t+{(dW.)n+¢(dW,)2,— * a W, (x ary t -*) hae 
Ferner: 
ide Zu, ((af,)x, + t(df,)z,) 
= 14 {2 (ujpre) ((dey)2, Wy + (dey)2, Wy + (duy)2, Wo) 
a + Du, (dg,)7, + tu, (dg,)z,ht+-, 
und: 
“ Zi(u; + 7 Uy) ((du,)z, W, + (du,)2, W. + (du,)z, W,) 
W, W, Wy 
)? re 7 R;, + Ly, ) , 
du (dqy)x, = (4W,)x, — Zo (dy)y = @Win— Rr — jr 
ne W, 
Su, (dq,)z, = (a W,)2, — SH, (duy)z, = (a W,)z, + R ‘ts ty? 
also: 
Sui (@/)n +t(df,)n) 
tW,-—W, 
=1+ id W,)2,+-t(d W,)>; - —* + Wo - rs +1 7 1,)) tp, 
—E 1 —— —— — 
Du; ((d fir, +7 (ah )n,) 
tW,—W; 1 1 1 
=I— {AW )n-te (dW act e+ Wo(— 4, Hy + Zz) He 
“0. Setzt man nun: 
V — tW, — W,, 
so entsteht das Ergebniss: 
(7) p = — (dV)z, — t(dV)2, — V(a-+ Ee ) 
iii, ns fee E 
* Wola + Ly, 7 (i, iz) ‘ (7, t Iai 
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und an Stelle von (5) und (6) treten die Beziehungen: 


(8) W, =, 

(9) W,=—t ae — JV, 

(10) 9, 

(1) V(y-— 7) + GMa + pe + (dW), + pt) = 0. 
Die Bedeutung von (11) kann erst erkannt werden, wenn die Be- 
deutung des Verschwindens der Differenz + —_. ermittelt ist. 


lp lp, 
1 2 
Zu diesem Zweck formen wir den Ausdruck um: 


¢ (et — 22) 4 @— 22) 4 G2 28), 


dessen Verschwinden bekanntlich die Bedingung dafiir ist, dass die 
Differentialform : 


Eda + ndy + Edz 
einen integrirenden Factor besitzt. 
Man hat: 


FE = (df)n, 0% + (d8)n.% + (8)2,9 
-(-e+2 nt ne) + (pt M4 Bt) 9, 


an a % % V2 
N(R R)e+ (LB )er HAs 
Nehmen wir also die positiven Theile der Tangenten der Curven 
T,=0, T, =0 derart gewahlt an, dass: 
E = 0, W, — W102) YS Wy Ug — UW, F = UV. — V4 Uy, 
so folgt: 
a oe 4- *. 
dy oe °\ly Ty, Py Py,’ 
" __ en 7 
xs 7 oz. ~ Op Ly. 


und damit: 


Wir bezeichnen die Differenz oo kurz mit 2¢. (@G. S. 90). 
q, r. 


2 


Verschwindet « fiir jedes Werthsystem x, y,z, so bedeute 4 einen 
integrirenden Factor obiger Differentialform, Man hat dann: 


Org O29 nO, 


oy 02 
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oder: 

ty ((da),— p-) — te (@)n— p-)= 0. 
Ebenso: 

v, ((a 4)z,— ¥) —% ((@ i ?) aa'@, 
und: 

w, ((@a),— Pz) — w, ((aa)r, ap ¥) “a, 
folglich: 


a a 
(44),—p-= 0, (da)z7, -— = 0, 


Fiir i= u ist somit: 
(12) (dun +zi=0, (du)n+ ge =0. 


Wir haben demnach bei der Verwerthung der Bedingungen (7)...(11) 
zwei Fille zu unterscheiden, nimlich eZ0 und ¢=<=(), 


Unter der Voraussetzung «20 ergiebt sich aus (11): 
5 f= g 





—1 Wo 0 
(3) Ve Zp {GW + pe ++ (@Mint+p)\ 
und da nach (10) W, von t unabhingig, folgt aus (8) und (9): 
, Wo Wo 
(14) Wy = — ss ((@ Wy )n+ P,) W,= os ((a Wo)n+ P; ) . 


Hiernach sind auch W, und W, von t unabhiingig, und damit auch 
Pir Por Dae 

In der Bezeichnungsweise des Herrn Lie ist also unter der Voraus- 
setzung é€ zZ 0 die infinitesimale Transformation: 


t= 2+ 9,0t+-->, %=yt+9,0t+:--, 
4=2+9,0t+---, 1 =t+p0t+--- 
eine erweiterte Punkttransformation, Ihre charakteristische Function 
W, ist von t unabhingig. 

Wenn zweitens ¢ bestindig gleich Null ist, bildet die Gesammtheit 
der Integraleurven von (1) eine einfach unendliche Flachenschar, deren 
Gleichung: 

F (%, y, 2) =r 
sei. Die Bedingung (11) zieht jetzt, da sie fiir jedes Werthsystem 
Zz, Y, @, t bestehen soll, die beiden folgenden nach sich: 


(15) QW), +p =0, @W),+p2=0. 
1 T, 


Wir schliessen hier zunichst die Annahme W, = 0 aus, 
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Dann folgt unter Beriicksichtigung von (12): 


(a log =), =0, (dlog =). =0. 
Setzt man daher: 
W, = ween 
so hat f(a, y, 2) den Bedingungen: 
(df)r,=90 und (df)7,=—0 
zu geniigen, d. h. f ist nur Function von r. 

Durch die so bestimmten Transformationen treten im Allgemeinen 
die Curven einer EHinzelfliche der Flichenschar in andere Flichen der 
Schar tiber. 

Befriedigen wir aber die Bedingungen (15) durch die Annahme 
W, =0, so werden durch die entsprechenden Transformationen die 
Curven jeder Einzelfliche in ihr verschoben, wovon man sich leicht 
iiberzeugt, wenn man den Ausdruck F'(x,, y,, 2,) nach Potenzen von ¢ 
entwickelt. 

Als Symbol der betrachteten infinitesimalen Beriihrungstransforma- 
tionen einer Function f ist in der Lie’schen Bezeichnungsweise die 
Identitat : , 

B= ote ot at oy 


oder: 
Bf= (af)x, W, + (af)x, W. + (af)2, Wo + oh @ 


anzusehen. Nehmen wir nun ¢ =O und ersetzen die Gleichung der 
entsprechenden Flachenschar F'(z, y, 2) =r durch drei Gleichungen, 
welche die Coordinaten 2, y, 2 durch p, g, r ausdriicken, so fassen 
wir eine Einzelfliiche der Schar ins Auge, falls r einen festen Werth 
erhilt. Dann gehen f und V in Functionen von p,q, t tiber, (df)z, 
wird zu Null, die Differentialformen 7’; und JT, erhalten die Gestalt: 
T,=4,dp+a.dq, T,=aydp+ay,dq, (Vergl. G. § 2) 
und die Differentialgleichungen 7, = 0, 7, = 0 legen auf der Fliche 
ein rechtwinkliges System von Coordinatenlinien fest. Jetzt wird das 
Symbol einer infinitesimalen Transformation zu: 


Bf=(Af)nT, + @f)nT. + F 9, 
wo: 
V av , 1 
Wim Go Wem e5, Vs p= — (Vn —2 (dV), V (gt He) 
Nehmen wir im Besonderen an, dass das System der Coordinaten- 
linien aus isothermen Curven bestehe, so besitzen die Differentialformen 


T, und T, einen gemeinsamen integrirenden Factor v (G. 8S. 17), und 
man hat, wenn 
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vT,=du, vT,—dbv, 
die Beziehungen: 


of 1 a 
(af), = 2, (af), = at BR, = (@ log »)2, = e, 
1 a 
x (d log v) 2, = 5a 


Durch Hinfiihrung der charakteristischen Function W = v V wird jetzt 
das Symbol einer infinitesimalen Transformation 

— of of 

B= 5, WitZ, Wet5P 

wo: 

ow ow ow 0 

Wi= 3 W,-t5-— f oe eto 

Bei dem betrachteten Coordinatenliniensystem stimmt also der Ausdruck 
fiir die infinitesimalen Transformationen der Flachencurven véllig mit 
dem Ausdruck dieser Transformationen in cartesischen Coordinaten fiir 
die Curven einer Ebene iiberein. 


Miinster i./W., 7. Marz 1897. 











Zur Reduction hyperelliptischer Integrale erster Ordnung auf 
elliptische mittels einer Transformation dritten Grades. 


Von 


Oskar Bouza in Chicago. 


Ist ein hyperelliptisches Integral erster Gattung vom Geschlecht 
p =2 durch eine rationale Transformation k'*" Grades auf ein ellip- 
tisches reducirbar, so gibt es bekanntlich*) allemal noch ein zweites 
zu derselben Irrationalitait gehériges Integral erster Gattung, welches 
durch eine Transformation desselben Grades auf ein elliptisches Integral 
reducirbar ist. 

Bei der algebraischen Behandlung des Reductionsproblems nach 
der Jacobi’schen Methode bildet nun gerade die Bestimmung dieses 
zweiten reducirbaren Integrals, nachdem das erste bereits aufgestellt 
ist, eine der Hauptschwierigkeiten. 

Fiir k = 3 ist die Lésung derselben Herrn Goursat**) auf fol- 
gende Weise gelungen: 

Er wihlt das binire Coordinatensystem fiir die Variable «, : x, 
des hyperelliptischen Integrales so, dass in der reducirenden Trans- 
formation dritten Grades sowohl im Zahler als im Nenner das Glied 
mit w,’2, fehlt und findet dann fiir das hierdurch reducirbare Integral 
die Form: 

ee 
V(x? 4- ax, x4? + bar) (x, + pax,? x, + 92°) 
mit der Bedingung: 





q=4b + lap. 


Und nun bemerkt er, dass die Function unter der Quadratwurzel 
unverindert bleibt, wenn man 2, und 2, vertauscht und gleichzeitig 


*) Dies ist eine unmittelbare Folge aus dem Weierstrass-Picard’schen Satz 
iiber die Perioden reducirbarer Integrale, Acta mathematica, Bd. 4, pg. 400 und 
Bull. de la Soc. math. de France, t, XI, pg. 25. 

**) Bull. de la Soc. math. de France, t, XIII, pg. 155. 
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a, b, p, q respective durch 2 > e ; ersetzt, was mit der obigen 


Relation vertriglich ist. Dies ‘iefert dann das zweite reducirbare 
Integral 
x; (2 da) . 

Vay? + a2, a4* + bay") (x, + pay*ay + q2,') 
Die Ableitung des zweiten Integrals aus dem ersten gelingt also ledig- 
lich mittels eines Kunstgriffs, der wesentlich von dem gewiihlten Co- 
ordinatensystem abbingt, ohne dass man jedoch einen Einblick in den 
innern Zusammenhang erhilt, da Herr Goursat nicht angiebt, wie 
er zur Wahl seines Coordinatensystems gelangt ist. Insbesondere bleibt 
der Zusammenhang zwischen dem gewihlten Coordinatensystem und 
dem Ziahler des zweiten Integrals unaufgeklirt. 

Im Folgenden will ich versuchen, dem hierin liegenden Mangel*) 
abzuhelfen, indem ich unabhdngig von der Goursat’schen Lisung und 
ohne Benutzung eines speciellen Coordinatensystems, auf Grund von be- 
kannten Sdtzen**) tiber cubische Involutionen 

das erste reducirbare Integral aufstelle, daraus algebraisch- 
geometrisch die Existenz des zweiten nachweise, und endlich 
den Zihler des zweiten Integrals bestimme. 
Nachdem dies geschehen ist, kann man die Nullpunkte der Ziahler der 
beiden Integrale als Grundpunkte des Coordinatensystems einfiihren 
und gelangt so zur Goursat’schen Liésung. 








§ 1. 


Geometrische Deutung des Reductionsproblems. 


Soll das Integral 
(ae 9) (xdx) da) 


VR @) 
wo R(x) eine Binirform sechsten Grades, durch die Transformation 


u(x) 

a= oe)’ 
wo u(x) und v(x) Biniirformen dritten Grades, auf ein elliptisches In- 
tegral reducirbar sein, so muss es bekanntlich***) méglich sein, R(x) 


in zwei Factoren dritten Grades 


*) An demselben Mangel Jeidet die von mir gegebene Lisung des analogen 
Problems fiir k = 4, Math, Annalen, Bd. 28, pg. 454. 

**) Die hier in Frage kommenden Siitze findet man mit den ndthigen Lit- 
teraturangaben zusammengestellt in § 1 meiner Arbeit: Die cubische Involution 
und die Dreitheilung und Transformation dritter Ordnung der elliptischen Func- 
tionen, Math. Annalen, Bd. 50, pg. 68. 

***) Burkhardt, Math. Annalen, Bd. 36, pg. 410; senate Annales de 
l'Ecole Normale Supérieure, (3) t, VIII, pg. 227, 
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yp = (xa,)(wa,)(va;) und wp = (xB,)(xB,)(xA;) 
zu zerspalten derart, dass a@,, a, «, ein Tripel der cubischen Invo- 
lution J: 
Au+ uv =0 

bilden, wihrend £,, 6,, B, drei von den vier Verzweigungselementen 
derselben Involution sind. Der Nullpunkt d des Zihlers ist dann das 
dem vierten Verzweigungselement d zugeordnete Doppelelement der 
Involution. 

Wir deuten jetzt die Werthe der Variabeln x,:2, durch die Punkte 
eines ,,.Normkegelschnitts“ N; dann umhiillen die Dreiecke, deren Ecken 
Tripel der Involution J darstellen, einen festen Kegelschnitt, den ,,In- 
volutionskegelschnitt“‘*), den wir ebenfalls mit J bezeichnen. Die 
Schnittpunkte von N und J stellen die Verzweigungselemente dar, die 
Beriihrungspunkte der gemeinsamen Tangenten von N und J mit N 
die Doppelelemente der Involution. 

Geometrisch besteht also die Bedingung fiir die Existenz eines zu 


Vw gehirigen, durch eine Transformation dritien Grades reducirbaren 
Integrals darin, dass es einen Kegelschnitt, J, gibt, welcher dem Dreieck 
@,, &, &, eingeschrieben und gleichzeitig dem Dreieck B,, B,, B, wm- 
schrieben ist. 

Dass es nun, sobald diese Bedingung erfiillt ist, stets noch ein 


zweites zu Vw gehoriges Integral erster Gattung geben muss, welches 
ebenfalls durch eine Transformation dritten Grades auf ein elliptisches 
Integral reducirbar ist, erkennt man durch folgende einfache Ueber- 
legung: 

Nach einem bekannten Satz**) gibt es zu zwei einem Kegelschunitt 
eingeschriebenen Dreiecken allemal einen bestimmten Kegelschnitt, P, 
in Beziehung auf welchen die beiden gegebenen Dreiecke Polardreiecke 
sind. Wir denken uns diesen Kegelschnitt P fiir die beiden Dreiecke 
@,, @, a, und B,, B,, B, construirt, und polarisiren nun unsere ganze 
Figur in Beziehung auf denselben. Dabei verwandelt sich der Involu- 
tionskegelschnitt J in einen Involutionskegelschnitt J’, welcher dem 
Dreieck a,, a, @, wmschrieben, dem Dreieck £,, 8,, 8, eimgeschrieben 
ist. Der Kegelschnitt J’ definirt daher eine cubische Involution J’, 
fiir welche a,, @,, «, Verzweigungselemente sind, wihrend £,, £,, 8; 
eines ihrer Tripel bilden. 

Hiermit ist die Ezxistenz des zweiten reducirbaren Integrals be- 
wiesen. Der Nullpunkt seines Zdhlers ergibt sich als das dem vierten 
Verzweigungselement zugeordnete Doppelelement 0’ von J’. 


*) Emil Weyr, Grundziige einer Theorie der cubischen Involution, Art. 15, 
17, Abh. der k, béhm, Gesellschaft der Wissenschaften, VI. Folge, Bd. 7, 1874. 
**) Hesse, Analytische Geometrie des Raumes, 3, Aufl., pg. 206, 
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Zur Reduction hyperelliptischer Integrale. 


§ 2. 
Das erste reducirbare Integral und die Reducirbarkeitsbedingung. 


Es handelt sich jetzt darum, diese geometrischen Ueberlegungen 
in’s Analytische zu tibersetzen. Dazu wihlen wir das Dreieck a,, a, a 
zum Coordinatendreieck und setzen zur Abkiirzung 


Px = (@, a3) (Go), Gz = (Gga,) (VO), re = (a, @) (xe), 
(1) so dass also 
Pet Qe+ rz = 0. 


Dann erhalten wir bei geeigneter Wahl der noch verfiigbaren con- 
stanten Factoren die folgende Parameterdarstellung fiir die Coordinaten 
X, Y, Z eines Punktes des Normkegelschnitts : 

@oX = Getz, OY =1repze, OZ = pede, 
(2) wihrend seine Gleichung wird: 
YZ+Z2X+ XY=0. 
Die Coordinaten der die beiden Punkte x, y verbindenden Sehne sind 
SU=papy, OV=Geqy, DW=7rzr,, 
und die Coordinaten der Tangente im Punkt z: 
oU=p,?, 6>V=q,, oW=r,. 

Denken wir uns nun die Involution J durch das Tripel @,, a, a, 
und die Verzweigungsgruppe 8, 0, 0 bestimmt, so erhalten wir die 
Gleichung des Involutionskegelschnitts J aus der Bedingung, dass der- 
selbe die Seiten des Dreiecks, a,, @,, a,, die Sehne B, 0 und die Tan- 
gente in 0 beriihren muss. Dies liefert als Gleichung des Involutions- 
kegelschnitts J in Liniencoordinaten *): 

AVW+ BWU+CUV=0, 

(3) wobei 

A=psp*, B=qsq?, C=rzrs’, 
also seine Gleichung in Punktcoordinaten 
(3a) 4° X?4+ BY? + CZ? —2BCYZ—2C0AZX— 2ABXY=0, 
oder in irrationaler Form 
VAX+/BY+/CZ—0. 

*) Man leitet hieraus unmittelbar die ,,Verwandtschaftsgleichung ab: 

AG, VT n1y + Brit PzPy + CP, Py Vy = 0, 
sowie die Werte der beiden fiir die Involution J characteristischen Combinanten : 
eo = e(u, 0) = Agir? + Brip, + Cp@, 





und 
ed = e(u, v)s = — [A(qr)* + B(rp)? + C(pq)}. 


Mathematische Aunalen, L, 21 
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Aus (3a) erhalten wir zur Bestimmung der vier Verzweigungs- 
elemente die biquadratische Gleichung: 


(4) APgiri + Brip. + Cpa; —2p,9,7,(B Cp, +CAq,+ ABr,] =0, 


Sie wird, wie es sein muss, befriedigt durch = 8, und wenn man 
mit Hilfe der Clebsch-Gordan’schen Reihenentwicklung die Divi- 
sion durch (xf) ausfiihrt, so ergibt sich zur Bestimmung der drei Ver- 
zweigungselemente B,, B,, 8, die cubische Gleichung 


(5) 6 =4(69)p,9573P,9.%. + (*B) [95 9,%, + 15% 2P2 + 5P 292) = 9. 
Fihrt man statt der Linearfactoren p, g, r das Product 
yp = (xa,)(La,)(Ta;) = 3 = oS 
ein und setzt 
A= (o9')*9.9, = A? P 
so nimmt die Gleichung (5) die Form an*): 
(5a) y= 4(B0) 95-9," + 393-9, 9," - (@B) + 545 - (wB)(w8)? = 0. 


Hiermit ist dann zugleich eine explicite Darstellung des zur Involution 
J gehorigen reducirbaren Integrals gewonnen; dasselbe lautet nach dem 
friiheren nunmehr: 








(2d) (xda) 
J V 9-[4@0)95-9.) + 393-95 9,7 (@8) +5 3 (26) (wa) | 

Aus der irrationalen Form (3b) der Gleichung des Involutions- 
kegelschnitts folgt als nothwendige und hinreichende Bedingung fiir 
die Existenz eines dem Dreieck @,, «,, a, eingeschriebenen und gleich- 
zeitig dem Dreieck 6,, B,, 8, umschriebenen Dreiecks die Relation**): 


*) In etwas anderer Form und auf ganz anderem Wege ist diese cubische 
Gleichung bereits von Herrn Brioschi in der oben citirten Arbeit erhalten wor- 
den, Setzt man: 

(ad)=s, (x8) —t, 
ferner: 
9; = Py, 93%, =P, 93 P3 = Ps, 93 = Pr, 
so lautet sein Resultat: 
» =4P,P,s* — 9P2s*t + 6P,P,st? — P,2t? = 0. 
Um Uebereinstimmung mit unserer Gleichung (5a) zu erhalten, hat man nur von 
den Formeln: 
(83) p, = (9) py — (eB) v5 
und 
(68)?A5 = 2P,P,—2Pi 
Gebrauch zu machen, 


**) In rationaler Form ist die fragliche Bedingung von den Herren Burk- 
hardt und Brioschi in den eingangs citirten Arbeiten berechnet worden. 
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1 1 1 
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(7) Vib, @y) V (6. Oe) V (Bz es) 
1 1 1 








| ViBsay)  ViByeq)  Vibyes) 

Dies ist dann also zugleich die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung fiir die Existenz eines zu Y R(x) gehirigen, zur Zerlegung 
R= pv in ausgezeichneter Beziehung stehenden, Integrals erster Gat- 


tung, welches durch eine Transformation dritten Grades auf ein ellip- 
tisches reducirbar ist. 


Man beachte die Symmetrie in Bezug auf gm und y, woraus auf’s 
neue die Existenz des zweiten reducirbaren Integrals folgt. 

Schliesslich bestimmen wir noch dasjenige Verzweigungselement B 
der zu J conjugierten Involution J, welches dem Doppelpunkt 8 zuge- 
ordnet ist. Wir erhalten 8 am einfachsten aus der Bemerkung, dass 
die beiden Formen (vf)(~6)? und g, da sie conjugierten Involutionen 
angehéren, apolar sein miissen; es muss also sein 

9} = 0, 

wodurch der Punkt B bestimmt ist. 


§ 3. 
Das zweite reducirbare Integral. 

Um das zweite reducirbare Integral zu erhalten, haben wir nun 
nach § 1 zuniichst die Gleichung des Kegelschnitts P aufzustellen, in 
Bezug auf welchen die beiden Dreiecke a, a,, @, und £,, B,, 8, Polar- 
dreiecke sind. Wegen des ersten Dreiecks muss die gesuchte Gleichung 
die Form haben: 

aX?+bY?+c7=0. 
Stellen wir jetzt die Bedingung dafiir auf, dass die Polare des Punktes 
6, in Bezug auf P die Gerade £,8, sein soll, so erhalten wir: 
& = OPs,Pp.PBs> b= 096,98,98.» © = O76, 7p,» 
womit dann zugleich die Polaritiitsbedingungen fiir das ganze Dreieck 
B,, By, B, erfilli sind. 

Nun ist aber 

Pe, PrPe, = — (e, &5)° (a, B,) (@ By) (@, Bs) = — (et, ts )> wp (ay); 
daraus folgt aber unter Benutzung von (4) oder noch einfacher von (5): 

a= OP ,P%§> b= 64,95) c= Or,75. 
Es ist also die Gleichung des Kegelschnitts P: 
21° 
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(9) P,P X* + 9,95 ¥? + 7,752? = 0. 
Durch Polarisation des Kegelschnitts J an P folgt dann die Gleichung 
des pea J’ in Punktcoordinaten : 


(10) atatan7 


und in Liniencoordinaten: 


Ww? 2VWw 2WU 2UV 
(10a) a +5 ta — 35 — os a 
Ps 5 Ws SPs PEM 
Aus (10) pm - zur Bestimmung der vier Verzweigungselemente 
der Involution J’ die Gleichung: 


(11) Pedere| oe +55 +3] —0 
z2iz’2z Pe q3 r ’ 
und aus (10a) zur Bestimmung der vier Doppelelemente der Involution 
J’ die Gleichung: 
4 2 7. a, 
= q x 24272 277P, =P Ge 
(12) eee —— ae eG 
Ps r5 133 TOPs P§% 
oder in Linearfactoren aufgelést: 
, Pz Iz T, x q r 
im) (SF +E +3) +E +8) G-E+H) E+ -4) -° 
(12a) Pst at 7 i+? a7 Ps TF, sta "5 
Hiner dieser fee Bi ist nun, wie wir wissen, der gesuchte 


Ziihler des zweiten reducirbaren Integrals, und zwar ist es derjenige, 
welcher dem Factor 











P, Bs ", 
hd + be od + — 
an an 


der Gleichung fiir die Verzweigungselemente zugeordnet ist. Die Zu- 

sammengehorigkeit der Linearfactoren von (11) und (12a) lasst sich 

aber mittels der Verwandtschaftsgleichung der Involution J’ feststellen, 

die sich aus (10a) ergibt: 

gf x r ‘ _ 2a, GWT x2%y Vs 29 P, Py 2p, P, qr Vy 
zx SeSe’e _- a = 9. 

r 1573 7§P5 P34 


(13) fa 





4- 


Das sisi af dass 








ate +3 2 
der gesuchte Linearfactor ist. shail stimmt aber bis auf einen con- 
stanten Factor tiberein mit der Polare 
P5 P23 
durch Vergleichung mit (8) gewinnen wir daher den Satz: 

















Zur Reduction hyperelliptischer Integrale. 321 





Satz: Der Nullpunkt des Zihlers des zweiten reducirbaren Inte- 
grals ist dasjenige Verzweigungselement der zur Involution J conjugirten 
Involution, welches dem Doppelelement 3 zugeordnet ist. — 

Wir kniipfen hieran noch einige auf die Involution J’ beziigliche 
Bemerkungen: Man beachte, dass der Involutionskegelschnitt J’ von 
der Wahl des Punktes 6 unabhingig ist; denkt man sich also die 
Punkte @,, «,, @, und 0 festgehalten, dagegen B variirt, so wird das 
Dreieck B,, B,, B, sich verindern, aber so, dass es stets demselben 
Kegelschnitt J’ umschrieben bleibt. Die Ecken des beweglichen Drei- 
ecks B,, 6,, 8, beschreiben also dabei die Tripel der cubischen Invo- 
lution J’. 

Die Involution J’ lautet also, unter 2 den Parameter der Invo- 
lution verstanden : 


’ ’ , 9 
(14) 4q§ - pi (48) + 3q5- psy? - (w4) + 545 (wd) (xd)? = 0. 
Diejenigen Werthe von 4, welche die Verzweigungsgruppen mit 
den Verzweigungselementen @,, a, @, liefern, sind resp. 
A= Gy, Gy, ty. 


§ 4. 


Die reducirende Transformation dritten Grades. 


Man kann die zur Involution J gehérige reducirende Transforma- 
tion dritten Grades auf eine canonische Form bringen, indem man sie, 
wie dies schon Clebsch fiir die Transformation dritter Orduung der 
elliptischen Integrale gethan hat, in der polaren Form schreibt: 

mr, =0, 
wo [ diejenige biquadratische Form bezeichnet, deren erste Polar- 
involution mit der Involution J identisch ist, also 


[ =< (6Hs + Je), 


unter Hs die Hesse’sche von @ verstanden. 
Es giebt dann zuniichst einen Punkt § derart, dass 


(15) P30, = (way) (weg) (Gay) = Hp; 

dabei ist § durch die Bedingung bestimmt, dass A®-(x&) der conju- 
girten Involution J angehért**), somit zu (xB) (vd)? apolar ist, also 
durch die Gleichung 

(16) (EA) AS + 2(€0)A, A, = 0. 


*) Biniire Formen § 101. 
**) Vol. § 4 meiner oben citirten Arbeit iiber cubische Involutionen; die con- 
stanten Factoren, die in (15) und (17) etwa noch hinzuzufiigen wiiren, kann man 
offenbar ohne Beschrinkung der Allgemeinheit = 1 annehmen, 
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Bezeichnen ferner 0,, 6,, 0, die Doppelelemente der Involution J, 
welche resp. zu den Verzweigungselementen £,, B,, 6, gehdren, und 


B:> Be» Bs die entsprechenden Verzweigungselemente der conjugirten 
Involution J, so ist*) 
(17) FF TS, = («B,)(«9,)’, ms, = (wB,)(x8,)’, TE r = (x;) (x9,)’. 
Endlich ist 

(1), = 28, 


unter Q die von Clebsch so bezeichnete Combinante der Involution 
J verstanden. Setzt man daher 


“= i= t= — tea’ 
so ist 
(2 dz) = — $Q8 = — 2Q(wd)(x0,)(wd,) (#95) 
und man erhalt den Satz: 
Die Gleichung 
(2 dz) _ 3 f (ad) (ad2x) 
VeHeby (ebb) 2 oD Vie) (wag) (ares) abi) (2 B») (obs) 
(18) wird befriedigt durch die Relation 
rer, = 0. 
§ 5. 


Uebergang zur Goursat’schen Normalform. 


Wir fiihren nunmehr die Nullpunkte der Zihler der beiden reducir- 
baren Integrale als Grundpunkte unseres biniren Coordinatensystems 
ein und setzen dementsprechend den Zihler des ersten Integrals gleich 
%,, den des zweiten gleich z,. Dann gehért nach den Resultaten von 
§ 3 die Form z,,? zur Involution J und entsprechend die Form 2, 2,2 
zur Involution J’ (da die Beziehung zwischen den beiden Involutionen 
J und J’ vollstiindig reciprok ist, wie schon aus der geometrischen 
Deutung folgt). 

Nun sind aber die Tripel von J apolar zu der biquadratischen 
Form [, deren erstes Polarenbiischel die Involution J bildet; auf die 
Form 2,2,’ angewandt folgt daraus aber, dass in [ die Glieder mit 
2,32, und xx," fehlen miissen: 


(19) T= yyu,* + 47,0, 2,5 + 7,2. 





*) Weist auf Anmerkung **) der vorigen Seite 
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Aus demselben Grund ist 2,?x, apolar zur entsprechenden Form [’ 
fiir J’, in T’ fehlen daher die Glieder mit x,?x,? und x, 2,5, also 
Pos yy ty + 47, 2,3 x, + yy 2. 
Die weitere Durchfiihrung der Rechnung gestaltet sich nun zu- 
nichst fiir die Involution J wie folgt: 
Mit Hilfe der Formeln 


(20) Hr =29, ir=QJ, jr =3@ 
berechnet man, wenn zur Abkiirzung gesetzt wird: 
%Y3 = 20, %%y=— 6b, v= 5 
(21) ot = 4az,5x, — 6b2,?x,? —S2,', ed = — 6b, PQ=—4arec. 


Daraus folgt fiir die biquadratische Gleichung zur Bestimmung der 
Verzweigungselemente von J: 
(22) eo? (3Hs + JH) = — 6(ax, — dba,)(ax,’ + 3bx,?x, + cx,') = 0, 
wobei az, — bx, =O dasjenige Verzweigungselement liefert, welches 
zum Doppelelement x, = 0 gehdért, wie man aus dem bereits benutzten 
Satze: 
rT; = (wB)(28) 

schliesst. 

Ferner folgt zur Bestimmung der Verzweigungselemente der con- 
jugirten Involution J die Gleichung: 
(23) 0? (3Hs — J%) =z, (a? 2,5 — Gaba? x, + 9b? x, x? + caz,’) = 0. 

Die entsprechenden Formeln fiir die Involution J’ ergeben sich 
daraus, indem man die Parameter a, b, c durch neve Parameter a’, b’, c’ 
ersetzt und gleichzeitig 2, und x, vertauscht. 


Wir erhalten somit fiir die beiden cubischen Factoren gm und w 
von R(x) die Ausdriicke*): 


=a@2+ 30 a20, +23; par + 2b2,?x, + cz,', 
und es bleibt nur noch die Bedingung dafiir aufzustellen, dass die Form 
g der Involution J angehért, dass es also einen Punkt & gibt, der- 
art dass 
P30 = a’ x, + 30'2,? 2, + c'x,'. 
Dies liefert die Gleichungen 


¢=—2a7&,, 2b) =—ack,, 2a = —acé, + 3bcé,; 
daraus folgt durch Elimination die gesuchte Bedingung 
(24) 4aa’+12bb0' —cec =0, 


*) Dass in m das Glied mit 2,22,, in wp dasjenige mit 2,2,° fehlen muss, 
folgt auch direct daraus, dass gm apolar zu 2,2,%, wy apolar zu 2,’ ist, 
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wahrend zugleich 
(25) E,:§& —cc :4ab. 

Die Reductionsformel selbst ergibt sich dann nach § 4 mit Hilfe 
der Formeln (23) und (25), und man erhilt das Resultat: 

Das Integral 











32_(xdx) 
Si V (aa, + 36a? xy + 624°) (a w,® + 30° xy? a, + c'x,) 
in welchem die Parameter a, b, c; a’, b',¢ die Relation 
4aa + 12bb' —ecc =0 
befriedigen, ist auf das elliptische Integral 
2a(zdz) 
V(— 4ab’2, + cc’ z) (a®2,5 — 6abz,22 + 90% 2,2, + c az") 
reducirbar mittels der Transformation 
&, 2 = — 3aca,xz,? + 3beu,': 40°23 + acz,'. 
Das zweite Integral ergibt sich daraus, indem man x, mit x, und gleich- 
zeitig a, b,c tesp. mit a’, b’, ¢ vertauscht. 


Um Uebereinstimmung mit dem Resultat von Herrn Goursat zu 
erhalten, hat man 








3b Oa’ S88 
ee gl =—7 @ =o 


c c a 


ale 


durch 
a, b, p, @q 

zu ersetzen, und iiberdies die lineare Substitution 
Y;2 Yo = 4ab'2, —cc2,:4acz, 
anzuwenden. 

Der wahre Grund fiir die vereinfachende Wirkung des Goursat- 
schen Coordinatensystems liegt also schliesslich in dem Satz von § 3 
iiber den Zahler des zweiten reducirbaren Integrals, in Verbindung mit 
den mehrfach herangezogenen Apolaritiatsbeziehungen. 


Freiburg i. B., den 3. Juni 1897. 


Ich benutze diese Gelegenheit um eine Litteraturangabe zu meiner Arbeit 
im 50. Bande dieser Annalen pg. 68 ,,Die cubische Involution etc.‘ nachzutragen, 
nimlich: Hurwitz, Ueber die Anwendung der elliptischen Functionen auf 
Probleme der Geometrie, Math. Ann. Bd. 19, pg. 56. § Il hat mehrfache Be- 
riihrungspunkte mit den Untersuchungen in § 2 meiner Arbeit. 











Ueber die sogenannte H-Curve. 
Von 


Lupwia BottzMAnn in Wien. 


Es sei mir gestattet die Eigenschaften dieser Curve, welche ich 
zur Versinnlichung gewisser gastheoretischer Siatze benutzte*), hier 
unabhingig von ihrer warmetheoretischen Bedeutung ‘kurz zu_ be- 
handeln. Diese Eigenschaften treten am klarsten und in der einfachsten 
Weise hervor, wenn man die Construction der Curve an ein ganz 
triviales Beispiel der Wahrscheinlichkeitsrechnung ankniipft, 

Wir betrachten zuniichst folgenden einfachen Fall: In einer Urne 
seien gleich viel weisse und schwarze Kugeln von sonst vollkommen 
gleicher Beschaffenheit. Wir machen aus der Urne, vom Zufalle 
geleitet, eine beliebige ungerade Anzahl (2N-+ 1) von Ziigen, welche 
wir der Reihe nach mit 


ee eS 


bezeichnen. Nach jedem Zuge werfen wir die gezogene Kugel wieder 
in die Urne zuriick. 

Es sei ferner » eine beliebige gerade ganze Zahl, die kleiner als 
2N + 2 ist. Wir bezeichnen mit a, die Anzahl der weissen Kugeln, 
welche zusammen bei den » Ziigen Z, Z41,..- Zr+n—1 gQezogen 
wurden, wobei & eine beliebige der 2N — n + 2 positiven oder nega- 
tiven ganzen Zahl inclusive der Null sein kann, welche zwischen — N 
und N — n+ 1 inclusive liegen. 

Wir construiren nun in der Ebene ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system. Jedem Werthe des & soll derjenige Punkt B, entsprechen, 
dessen Abcisse 

OA, = x=k/n 


und dessen Ordinate A, B, = y gleich dem stets mit positiven Zeichen 


2 
zu nehmenden Zahlenwerthe des Ausdruckes 1 — -t ist. Bezeichnen 


*) Nature 51, S. 413, 28. Febr. 1895. Wied. Ann. Bd. 60, 8, 392, 1897. Da- 
selbst findet sich sogar eine Figur einer H-Curve. 
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wir diesen Zahlenwerth mit einem dariiber gesetzten Striche, so 
ist also 


(1) y=1—-24), 


Wir erhalten so zuniichst eine Reihe von 2N — n + 2 discreten 
Punkten B_y, B_w4i,... By4i-n. Wir wollen nun sowohl die Zahl n 
als auch die Zahl N sehr gross gegeniiber 1 werden lassen, aber die 
letztere Zahl in noch weit héherem Masse, so dass der Quotient N/n 
ebenfalls sehr gross gegen 1 wird, wobei wir zwar an beliebig grosse 
aber immer endliche (nicht im metaphysischen Sinne unendliche) Zahlen 
denken, Dann werden je zwei benachbarte Punkte B, und By; sehr 
nahe an einander riicken, denn die Differenz ihrer Abscissen sowie 
ihrer Ordinaten verschwindet mit wachsendem m; erstere ist nimlich 
gleich 1/n, letztere hat héchstens den Zahlenwerth 2/n. 

Wir wollen daher die Reihe der mit B bezeichneten Punkte eine 
Curve und zwar die H-Curve des Lottos nennen, ohne damit behaupten 
zu wollen, dass sie auch wirklich alle Kigenschaften besitzt, welche 
sonst in der Geometrie von Curven gefordert werden. Es fehlt nimlich 
die Eigenschaft, dass die Lage jedes Punktes durch eine unveriinderliche 
analytische Formel definirt ist. Diese Lage ist vielmehr vom Resultate 
eines wirklichen von unbekannten Ursachen abhiingigen Vorganges 
bestimmt, man kénnte fast sagen dem Zufall iiberlassen. Trotzdem 
lisst sich nicht liiugnen, dass man, wenn N eine noch so grosse Zahl 
ist, wirklich 2N-+ 1 Ziige in der geschilderten Weise machen und 
wenn man auch noch fiir einen bestimmten Werth annimmt, der 
klein gegen N aber gross gegen 1 ist, die betreffende H-Curve d, h. 
die betreffenden 2N—n-+1 Punkte B zeichnen kénnte. Wiirde 
man nochmals 2N + 1 und dann wiederum 2 N + 1 Ziige machen, so 
kénnte man beliebig viele andere H-Curven zeichnen, welche zwar 
durchaus nicht untereinander gleich wiiren, aber doch gewisse gemein- 
same Kigenthiimlichkeiten hitten, um deren Auffindung es sich eben 
handelt. 

Da m sehr gross angenommen wird, so ist a; héchst wahrschein- 
lich d. h. fiir die weitaus grésste Mehrzahl der Werthe von & sehr 


nahe gleich an, daher y sehr nahe gleich Null. Die H-Curve fillt 
ee age 2a,\e 
*) Man kénnte auch y = (: — =<) setzen und unter Bb die Zahl 2 oder 


eine andere positive Zahl verstehn. Man wiirde dann eine griéssere Mannigfaltig- 
keit von H-Curven erhalten. Da es mir aber gegenwirtig keineswegs auf eine 
erschépfende geometrische Discussion aller méglichen der H-Curve verwandten 
Gebilde, sondern nur auf eine méglichst kurz gehaltene Versinnlichung der in 
der Physik Anwendung findenden Eigenschaften derselben ankommt, so be- 
schriinke ich mich auf den im Texte betrachteten Fall. 
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also nahezu an allen Stellen fast mit der Abscissenaxe zusammen. 
Wenn man aber nur N gross genug wihlt, so wird man auch Stellen 
der H-Curve erhalten, wo sich dieselbe um ein endliches Stiick von 
der Abscissenaxe entfernt. Wir wollen solche Stellen Buckel nennen. 

Wenn wir z. B. N = 1000. 2" setzen, wobei schon eine sehr 
grosse Zahl ist, so haben wir Chance, dass im ganzen Verlaufe aller 
2N+ 1 Ziige von Z_y bis Zy 2000 Mal der Fall vorkommt, dass in 
einer Reihe von m sich folgenden Ziigen jedes Mal eine schwarze Kugel 
gezogen wird. Ist & der Index des ersten Zuges in dieser Reihe, so 
ist aq = 0, daher A, B,=—y=—1. Ebenso wird die Ordinate der 
H-Curve gleich 1, wenn » Mal hintereinander eine weisse Kugel ge- 
zogen wird, was fiir N = 1000.2" im Verlaufe aller 2N + 1 Ziige 
ebenfalls ungefahr 2000 Mal vorkommen wird. Der grésstmdégliche 
Buckel, dessen héchste Ordinate gleich 1 ist, wird daher im Verlaufe 
aller 2N + 1 Ziige etwa 4000 Mal vorkommen. Noch weit grésser ist 
die Anzahl der Buckel von geringerer aber um Endliches von Null 
verschiedener Hohe. 

Die im Bisherigen betrachtete H-Curve besitzt trotz ihrer Stetig- 
keit keine Tangente in des Wortes strengster Bedeutung d. h, die Rich- 
tung der von einem bestimmten Punkte der Curve zu einem sehr nahen 
Punkte gezogenen Sehne nihert sich nicht unbedingt einer bestimmten 
Grenze, wenn der letztere Punkt dem ersteren immer niher riickt. 

Lassen wir z. B. k um eine Einheit wachsen, gehen also vom Punkt 
B, zum Punkte B,4, iiber, so wiichst die Abscisse um 1/n. Ferner ist a; 
die Anzahl der in den Ziigen Z;, Z41,..- Zepn-1 Gezogenen weissen 
Kugeln. Lassen wir & um eine Hinheit wachsen, so scheidet von 
diesen Ziigen der Zug Z, aus, dagegen kommt der Zug Z,;, dazu. 
Wurde bei jedem dieser Ziige die gleiche Farbe gezogen, so iindert sich 
der Werth von a,, daher auch der von y nicht. Die Gerade By, By, 
ist also der Abscissenaxe parallel. Wiirden dagegen Kugeln von ver- 
schiedener Farbe gezogen, so iindert sich der Werth von a, um eine 
Kinheit. Die Aenderung der Ordinate beim Uebergang vom Punkte 
B, zum Punkte By x, hat also nach Gleichung 1 den Zahlenwerth 2/n 
und ist doppelt so gross als der Abscissenzuwachs, so dass die Gerade 
B, By, mit der Abscissenaxe nach der einen oder andern Seite einen 
Winkel bildet, dessen Tangente 2 ist. 

Trotzdem nihert sich die vom Punkte B, zum Punkte By,; ge- 
zogene Sehne in der iiberwiegenden Mehrzahl der Fille einer Limite, 
welche wir die Quasitangente nennen wollen, wenn / gross gegen die 
Einheit aber kleiner als n gemacht wird. 

Sei z, B. die Ordinate von B,= 1, so dass B, die grésste Ordi- 
nate eines Buckels von der héchsten méglichen Hohe ist. Dann ist 
das dazu gehdrige a, gleich Null oder m. Wir betrachten den ersten 
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Fall a, = 0, d. h. bei den Ziigen Z,, Z4i,... Zern-1 wurde keine 
einzige weisse Kugel gezogen. Gehen wir zum Punkte B,,, iiber, lassen 
also & um / wachsen, so sind die 1 Ziige Z,... Z4i-1 hievon weg- 
zulassen, dagegen die 1 Ziige Zin... Zein4i-1 hinzuzunehmen. Wir 
wissen, dass in den ersten / Ziigen keine einzige weisse Kugel gezogen 
wurde; in den letzteren werden, wenn / eine grosse Zahl ist, wahr- 


scheinlich nahezu =! weisse Kugeln gezogen worden sein. Daher ist 


a%4; wahrscheinlich um ‘/, 7 grésser als a,. Nach Formel (1) ist also 
die Ordinate des Punktes B,,; um //n kleiner als die des Punktes B, 
und da die Abscisse des ersteren Punktes um ebensoviel grdsser ist 
als die des letzteren, so ist die Gerade B, By; unter einem Winkel 
von 45° gegen die Abscissenaxe geneigt. In iahnlicher Weise lasst 
sich auch die Richtung der Quasitangente berechnen, wenn die Ordi- 
nate von B, einen andern um Endliches von Null verschiedenen Werth 
hat. Wenn B, eine nur sehr wenig von Null verschiedene Ordinate 
hat, also jener Mehrzahl von Curvenpunkten angehdért, welche sehr 
wenig von der Abscissenaxe entfernt sind, so ist die Quasitangente 
der Abscissenaxe parallel. 


Ich rathe vielleicht nicht fehl, wenn ich glaube, dass die Geometer 
von Fach der H-Curve spotten werden. Dem gegeniiber méchte ich 
nur erinnern, dass die von Meteorographen, Barometergraphen, Thermo- 
metergraphen etc. gezeichneten Curven einen Habitus zeigen, der an 
die Eigenschaften der H-Curve erinnert. Es ist auch keineswegs aus- 
geschlossen, dass bei den letztern Curven in jedem Momente die Lage 
des zu erwartenden Punktes durch vielerlei sich entgegenwirkende 
Ursachen bestimmt ist, welche nach Wahrscheinlichkeitsgesetzen bald 
etwas hdher bald etwas tiefer gelegene Punkte bedingen, aber im 
Verlaufe langer Zeit doch Regelmiissigkeiten zeigen, so dass die nach 
einem etwas entfernteren Punkte gezogene Sehne an jeder Stelle eine 
ziemlich fixe Neigung gegen die Abscissenaxe zeigt, unbeschadet der 
zahllosen kleinen Zacken der Curve. Ja es kann sogar Ofter als wir 
meinen der Fall eintreten, dass eine Kraft, die uns constant scheint, 
es nur im Mittel in einem lingeren Intervalle ist, waihrend sie, wenn 
man ihren Verlauf in den kleinsten Zeittheilen beobachten kénnte, 
daselbst den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung folgende Oscil- 
lationen aufweisen wiirde. 

Ich will nur noch auf eine einzige Eigenschaft der H-Curve etwas 
niher eingehen. Es ist offenbar gleichgiltig, ob wir die 2N + 1 Ziige 
in der Reihenfolge Z_y, Z-n41,.-. Zy oder in der umgekehrten 
Zy, Zy-1,..-Z-y anordnen. Es braucht zwar nicht jede einzelne 
H-Curve beziiglich der Ordinatenaxe vollkommen symmetrisch zu sein, 
aber durchschnittlich verlauft jede H-Curve in der Richtung der 
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wachsenden Abscissen nach dem gleichen Gesetze wie in der Richtung 
der abnehmenden. Es kann nicht méglich sein zu beweisen, dass sie 
eine Eigenschaft fiir wachsende Abscissen, nicht aber eben so gut fiir 
abnehmende besitze. 

Wir wollen nun eine Curve J zeichnen, welche dieselbe Symmetrie 
beziiglich der positiven und negativen Abscissen aber in jedem Punkte 
eine Tangente im gewodhnlichen Sinne hat. Dieselbe soll, wie die 
H-Curve grésstentheils sehr nahe der Abscissenaxe verlaufen, nur an 
einzelnen Stellen soll sie sich um Endliches dariiber erheben. Wir 
wollen alle Punkte P der Curve J zeichnen, denen eine bestimmte 
ungewohnlich grosse Ordinate y, zukémmt. Wenn wir von jedem 
dieser Punkte aus um ein endliches Stiick in der positiven oder nega- 
tiven Abscissenrichtung fortschreiten, so werden wir wohl auch in der 
Regel zu Punkten mit kleineren Abscissen gelangen, allein der Dif- 
ferentialquotient dy/dx wird fiir ebensoviele der Punkte P positiv als 
negativ sein. Der Mittelwerth dieses Differentialquotienten fiir alle 
Punkte P ist Null. 

Dies gilt jedoch nicht fiir die H-Curve. Wir wollen auf derselben 
wieder alle Punkte Q verzeichnen, denen eine um Endliches von Null 
verschiedene Ordinate y, zukémmt. Lassen wir fiir alle diese Punkte 
die Abscisse um Aw = 1/n wachsen, so werden zu diesen Zuwiichsen 
des x zwar theils positive theils negative Zuwiichse der Ordinate ge- 
héren. Setzen wir dagegen fiir die gleichen Punkte den Zuwachs 
Az der Abscisse gleich 1/n, wobei | eine grosse Zahl ist, so ist der 
dazu gehérige Zuwachs Ay der Ordinate nicht nur fast ausnahmslos 
negativ, sondern es eill der Mittelwerth des Quotienten Ay/Az fiir alle 
Punkte Q sogar einer bestimmten Limite zu, wenn / immer mehr 
wichst, so lange es nur kleiner als » bleibt. 

Natiirlich gilt dasselbe beim Fortschreiten in der positiven und 
negativen Abscissenrichtung. Die Limite des Quotienten Ay/Az ist 
also der Grésse nach gleich, aber entgegengesetzt bezeichnet fir positive 
und negative Az. 

Fiir die Lage des Punktes Q sind 3 Fille méglich. Erstens: der- 
selbe kann auf der héchsten Spitze eines Buckels der H-Curve liegen, 
so dass diese von ihm aus nach beiden Seiten abfallt. Zweitens: er 
kann der hdchsten Spitze eines Buckels so nahe liegen, dass die 
Curve zwar nach der einen oder andern Seite oder sogar nach beiden 
noch ansteigt, wenn man in der Abscissenrichtung um 1/n oder ein 
kleines Vielfache davon vorwirts geht, aber sobald man die Abscisse 
um //m wachsen oder abnehmen lisst, nimmt die Ordinate ab, wenn 
leine sehr grosse Zahl ist, die noch immer klein gegen m sein kann. 
Der dritte Fall ist der, dass der Buckel, auf den sich der Punkt Q 
befindet, in endlicher Entfernung gleich hoch oder um ein endliches 









330 Lupwie Botrzmann. 


Stiick grésser als y, ist. Es ist nun die charakteristische Eigenschaft 
der H-Curve, dass die Hiiufigkeit ihrer Buckel mit wachsender Hohe 
derselben so rasch abnimmt, dass unter allen Punkten @Q nur ver- 
schwindend wenige vorkommen, fiir welche der dritte Fall eintritt. 

Die eben auseinandergesetzten charakteristischen Eigenschaften 
der H-Curve erfahren keine Beeintrichtigung, wenn man von den 
mit B bezeichneten Punkten je 2 benachbarte durch eine beliebige 
sehr kleine Curve verbindet. Algebraisch kénren solche kleine Ver- 
bindungscurven in folgender Weise construirt werden. Wir nehmen 
an, der Zug Z, geschehe zur Zeit Null, der Zug Z, zur Zeit r= 1/n, 
Z, war Zeit 2t7 = 2/n...Z, zur Zeit kr. Ferner verstehen wir unter 
fx(t) eine Function, welche immer den Werth Null hat, wenn beim 
Zuge Z, eine schwarze Kugel gezogen wurde. Wurde dagegen beim 
Zuge Z, eine weisse Kugel gezogen, so soll sein 

fir ¢< (k—n—v)t: fi(t) = 0, 

» (kK—n—v)t St< (k—n)r: f(t) = plt — (kK—n—v)1], 

» (k—n)t ct<cke:fi() —1, 

» ke St<k+r)e: fh) =—lk+r)r—4, 

» (ko) Sth =0. 

Den einfachsten Fall erhilt man, wenn man y= 1 annimmt. Man 
kaun aber auch v gleich 2 oder 3 ja selbst gleich einer Zahl setzen, die 
gross gegen 1 ist, wenn sie nur klein gegen nm ist. g(w) kann dabei 
eine beliebige Function u sein, welche fiir «==-0 den Werth Null, 
fiir «= vt den Werth 1 hat und vom ersteren bis zum _ letzteren 
Werthe continuirlich wiichst. Setzt man dann 

k=n 
y= > fill) 
k=—N-+n 
und trigt auf der Abscissenaxe die Werthe von ¢, auf der Ordinaten- 
axe die dazu gehérigen Werthe von y auf, so erhilt man eine im 
mathematischen Sinne continuirliche Curve. Fir v = 1 fallen simmt.- 
liche Ordinaten dieser Curve, welche zu Werthen des ¢ gehdren, die 
ganze Vielfache von rt sind, exact mit den Ordinaten der einzelnen 
Punkte zusammen, aus denen friiher die H-Curve bestand. Fiir andere 
Werthe des » weichen sie nur um Verschwindendes ab. 

Die neue H-Curve, welche wir die continuirlich gemachte H-Curve 
des Lotto’s nennen wollen, hat also sogar gewissermassen eine Tan- 
gente im gewdhnlichen Sinne des Wortes, wenn der Abscissenzuwachs 
kleiner als 1/n ist. Ist dagegen der Abscissenzuwachs Az gross 
gegen 1/n aber noch immer klein gegen 1, so nahert sich der Quotient 


Ay/A&z nochmals einer andern Limite, welche der Quasitangente 
entspricht. 
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Es kann natiirlich hier bloss meine Absicht sein zu zeigen, dass 
Curven von diesen Eigenschaften iiberhaupt geometrisch construirbar 
sind und dass es daher keinen Widerspruch involviren kann, jener 
H-Curve analoge Eigeuschaften zuzuschreiben, welche in der Theorie 
von Gasen vorkommt, die aus einer sehr grossen endlichen Zahl voll- 
kommen abgeschlossener Molekiile bestehen. Fiir solche Gase nimmt 
die Grésse H, welche das Mass der Wahrscheinlichkeit oder Un- 
geordnetheit eines Zustandes darstellt, mit ausserordentlicher Wahr- 
scheinlichkeit zu, wenn man von einem geordneten Zustande ausgeht, 
d.h. von einem solchen, fiir den H um Endliches von seinem Maximal- 
werthe verschieden ist. Spiiter bleibt dann H durch enorm lange Zeit 
gleich seinem gréssten Werthe, nimmt aber nach noch weit langerer 
Zeit abermals einen Werth an, der um Endliches von seinem Maximal- 
werthe verschieden ist. 

Die H-Curve gleicht der zuerst betrachteten, wenn die Stésse 
unendlich kurze Zeit dauern, da dann der Werth der Grosse H nur 
im Momente des Stosses eine plétzliche Aenderung erfaihrt; sie gleicht 
aber der continuirlich gemachten H-Curve des Lotto’s, wenn die Stésse 
eine kurze aber endliche Zeit dauern. Die umgekehrte Zeitfolge der 
Zustinde des Gases ist immer auch méglich. Es wird also auch még- 
lich sein, dass H zu Anfang noch sehr nahe seinem Maximalwerthe 
ist und in verhiiltnissmiissig kurzer Zeit davon bedeutend abweicht; 
allein die Aufgabe einen Anfangszustand simmtlicher Gasmolekiile zu 
finden (wir wollen ihn einen kritischen Anfangszustand nennen), welcher 
der letzteren Bedingung geniigt, ist gewissermassen mehrdeutig. Denn 
ein soleher Anfangszustand ist nicht durch den dazu gehérigen Werth 
des H bestimmt, sondern nur dadurch, dass die Anfangslagen und 
Anfangsbewegungen simmtlicher Molekiile einander in bestimmter 
Weise angepasst sind. 

Natiirlich kénnen sich wirkliche K6érper niemals absolut wie 
Systeme verhalten, die aus einer grossen endlichen Zahl von Gas- 
molekiilen bestehen. Dies gilt schon desshalb, weil ja erstere niemals 
ganz ausser Contakt mit allen iibrigen Kérpern gebracht werden kénnen. 
Dass sich wirkliche Kérper hiiufig angenihert wie Systeme verhalten, 
welche aus einer endlichen Zahl von Gasmolekiilen bestehen, die an- 
fangs einen geordneten Zustand haben, fiir den H wesentlich von 
seinem Maximalwerthe verschieden ist, dagegen niemals wie Systeme 
von Gasmolekiilen, die sich anfangs in einem kritischen Zustande 
befinden, fiir den also H anfangs noch seinen Maximalwerth hat, 
aber bald wesentlich kleiner wird, erklirt die mechanische Natur- 
anschauung daraus, dass der Anfangszustand der Welt einem geord- 
neten Zustande von Molekiilen entspricht. 

Da wir nun die Kérper, mit denen wir experimentiren, immer 
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dieser Welt entnehmen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie sich 
anfangs in einem geordneten Zustande befinden , eine sehr grosse und 
dieser Zustand geht, wenn wir fussere Einfliisse méglichst fern halten, 
jedesmal in einen ungeordneten iiber. Dass eine Welt ebensogut 
denkbar wire, in welcher alle Naturvorgiinge in verkehrter Zeitfolge 
ablaufen wiirden, unterliegt keinem Zweifel; jedoch hiitte ein Mensch, 
welcher in dieser verkehrten Welt leben wiirde, keineswegs eine 
andere Empfindung als wir. Er wiirde eben das, was wir Zukunft 
nennen, als Vergangenheit und ,,umgekehrt“ bezeichnen. 


Wien, Weihnachten 1897. 
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Einleitung. 


Die Theorie der algebraischen Functionen einer Veriinderlichen 
ist in neuerer Zeit vorzugsweise von functionentheoretischer und von 
geometrischer Seite aus bearbeitet und mit diesen Methoden sind gerade 
die wichtigsten Resultate gewonnen oder gesichert worden. So haben 
auch in dem vortrefflichen Referate der Herren Brill und N oether*) 
im wesentlichen nur die den genannten Arbeitsrichtungen angehorigen 
Untersuchungen Beriicksichtigung erfahren , wihrend die arithmetischen 
Theorien aus Griinden, die in der Vorrede des Referates angegeben 
sind, von der Berichterstattung ausgeschlossen wurden. 

Es bleibt aber die auch heute nur zum Theil geléste Aufgabe be- 
stehen, unsere Theorie auf rein algebraischer Grundlage unter Verzicht 
auf alle functionentheoretischen oder geometrischen Hilfsmittel aufzu- 
bauen; denn der elementare Charakter der sich darbietenden Probleme 
erfordert auch eine elementare Liésung. Die der Theorie der alge- 
braischen Zahlen eigenen Methoden wiesen hier auf den Weg, auf 
welchem es mdglich sein wiirde, eine Reihe der wichtigsten Be- 
griffsbildungen und Sitze der Theorie der algebraischen Kunctionen 
wiederzugewinnen. Dies ist zuerst in einer grundlegenden Abhandlung 
der Herren Dedekind und Weber™**), gestiitzt auf die Dedekind’ sche 
Idealtheorie, unternommen worden. 

Wihrend die Dedekind-Weber’sche Untersuchung vorzugs- 
weise die begriffliche Seite der Aufgabe ins Auge fasste und z. B. die 
Vorstellung der Riemann’schen Flache fiir die Algebra erwarb, durfte 
von der allgemeinen Kronecker’schen ,,arithmetischen Theorie der 
algebraischen Gréssen“***) eine Férderung des formalen Theiles der 
Aufgabe erwartet werden. Von hier aus hat Herr Hensel?) in den 


*) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. 3, 1894. 
Die Entwickelung der Theorie der algebraischen Functionen in ilterer und neuerer 
Zeit. S.107—566 Auf dieses Referat kann auch fiir die geschichtliche Entwickelung 
des Riemann-Roch’schen Satzes verwiesen werden. 
**) Theorie der algebraischen Functionen einer Veriinderlichen. Crelle’s 
Journal Bd. 92, 8. 181—290. 
***) Festschrift zu Herrn E, E. Kummer’s Doctorjubiliium. Crelle’s Journal 
Bd. 92, S. 1—122. 
+) Es kommen hier insbesondere die beiden Abhandlungen in Betracht: 
Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie der algebraischen Func- 
tionen einer Veriinderlichen. Crelle’s J. Bd. 115, S, 254—294. 
Ueber die Ordnungen der Verzweigungspunkte einer Riemann’schen Fliiche. 
Sitzungsberichte d. Kgl. Preuss, Akad. d. Wiss. 1895, S. 933—943, 
und ausserdem noch fiir die spiiter erwahnte Reciprocitiitsbeziehung zwischen 
Fundamentalsystemen die Abhandlung: 
Darstellung der Integrale erster Gattung durch ein Fundamentalsystem. 
Crelle’s J. Bd. 117, 8. 29—41. 
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letzten Jahren durch eine Reihe von Arbeiten die Theorie um wesent- 
liche Sitze bereichert; insbesondere war es das gliickliche Princip der 
Darstellung des gréssten gemeinschaftlichen Theilers eines Systemes 
conjugirter Functionen als Wurzelgrésse, durch welches die Elementar- 
theiler der Discriminante des Kérpers in Beziehung zur Verzweigung 
der Riemanun’schen Fliche gesetzt werden konnten. 

In diesen Bahnen fortgehend, habe ich es in der vorliegenden 
Abhandlung unternommen, den Riemann-Roch’schen Satz in neuer 
Weise zu begriinden. Es ergiebt sich, dass man die bereits bekannte 
Reciprocitatsbeziehung, welche zwischen Fundamentalsystemen fiir die 
ganzen Formen des Kérpers und zwischen Fundamentalsystemen fiir 
die Formen erster Gattung besteht*), in eigenthiimlicher Weise fiir zwei 
allgemeinere Classen von Fundamentalsystemen erweitern kann. Der 
Satz (XII) dieser Arbeit (auf 8. 367), durch welchen diese neve Reci- 
procitiitsbeziehung festgestellt wird, ist der Zielpunkt der folgenden 
Untersuchung. Aus dem Hauptsatze (XII) folgt alsdann einerseits der 
Riemann-Roch’sche Satz in uneingeschriinkter Allgemeinheit und ohne 
dass irgend welche birationale Transformationen der unabhingigen 
Veriinderlichen notwendig waren, andererseits ergiebt sich als zweite 
unmittelbare Folgerung die Bestimmung aller Abel’schen Integrale des 
Kérpers mit willkiirlich vorgegebenen Unstetigkeiten **). 

In der nachfolgenden ausfiihrlichen Darlegung dieser Siitze habe 
ich ganz ausschliesslich die Puiseux’sche***) Theorie der Reihen- 
entwickelungen der algebraischen Functionen als bekannt vorausgesetat 
und alle weiteren Hilfssiitze hieraus abgeleitet. Kein Zweifel, dass fiir 
eine streng methodische Durchfiihrung rein algebraischer Untersuchungen 
auch dieses functionentheoretische Hilfsmittel entbehrlich sein muss und 
ausgeschaltet werden kann. Aber es schien mir von Interesse zu sein 
zu zeigen, wie leicht sich die arithmetischen Begriffsbildungen auch 
aus den traditionellen Grundlagen der Theorie ableiten und wie gut 
sich die anscheinend so verschiedenen Methoden in Uebereinstimmung 

*) Diese Reciprocitiitsbeziehung habe ich iibrigens in einer Vorlesung 


des Sommersemesters 1896 vorgetragen, als die zuletzt citirte Arbeit von Hensel 
noch nicht erschienen war. 


**) Einen Auszug aus vorliegender Untersuchung habe ich in den Gittinger 
Nachrichten vom 15. Mai 1897 verdffentlicht. 

***) Recherches sur les fonctions algébriques, Liouv. J. Bd. 15 u. 16, Andere 
Methoden der Reihenentwickelung bei: 

Hamburger, Ueber die Entwickelung algebraischer Functionen in Reihen. 
Schlimilch’s Zeitschrift Bd. 16, 8. 461—491, 

Kénigsberger, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Functionen, 
Ba. 1, 9. Vorl., S. 181—198, 

Noether, Ueber die singuliren Werthsysteme einer algebraischen Function 
und die singuliren Punkte einer algebraischen Curve. Math. Ann, Bd, 9, S. 166 —182; 
vgl, auch Weierstrass, Mathem. Werke, bd. II, S. 236, 
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setzen lassen. Dieser Umstand mag es rechtfertigen oder entschuldigen, 
dass ich in der vorliegenden Arbeit keinen ausdriicklichen Gebrauch 
von Kronecker’schen Divisorensystemen oder von Dedekind’ schen 
Moduln gemacht habe, mit welchen ich hiitte operiren miissen, wenn 
ich vollkommene Reinheit der Methode angestrebt hiitte. 


I. Relative Fundamentalsysteme. 


1. Kine algebraische Function einer Verinderlichen ist durch eine 

Gleichung gegeben: 

(1) y" + a, (z)y** + a,(x)y*? +--+ + an(z) = 0, 

in welcher die Coefficienten rationale Functionen der unabhingigen 
Veriinderlichen x sind und welche der Einfachheit halber sogleich als 
irreductibel vorausgesetzt werden soll*). Eine derartige Function be- 
trachten wir nicht fiir sich allein, sondern als Individuum des Kérpers 
& der algebraischen Functionen von x, welche rationale Functionen 
von x und y sind. 

Diesem Kérper ® gehért eine Riemann’sche Fliche zu, deren Ver- 
halten an den Stellen, fiir welche 2 den Werth a erhilt, bestimmt 
wird durch Aufstellung der der Function y zukommenden Reihenent- 
wickelungen, welche nach steigenden Potenzen von x — a fortschreiten. 
Wenn nimlich eine der Reihenentwickelungen nach ganzzahligen 

1 


Potenzen von (z—a)* fortschreitet, so hat die Riemann’sche Fliiche 
fir «=a einen Verzweigungspunkt der Ordnung a —1; solcher 
Reihenentwickelungen mégen sich im ganzen vy verschiedene ergeben, 
welche resp. nach ganzzahligen Potenzen von 
1 1 1 
(2) (w7—a)™, (w—a)™,...(a@—a)* 
ansteigen, dann ist 
a +a,+---+-a=—n 

und die Riemann’sche Fliiche hat fiir «=a v itber einander liegende 
Punkte. Eine Reihenentwickelung entspricht also stets einem einzigen 
Punkte der Riemann’schen Fliche, aber sie liefert so viele verschiedene 
Werthe der Function y, als der in ihr auftretende Nenner a angiebt. 

Die n conjugirten Werthe einer Function y, in irgend einer Reihen- 
folge genommen, bezeichnen wir stets im folgenden mit y’, y”’,...y. 
Hat man nun ein System von m Functionen des Kérpers y, , y.,.-- Yn; 
so heisst das aus den conjugirten Werthen dieser Functionen gebildete 
Determinantenquadrat : 

D=|y? (g,h =1,2,...m) 


*) Dass diese Voraussetzung der Irreductibilitit bis zur Herstellung des 
absoluten Fundamentalsystemes nicht erforderlich ist und dass umgekehrt das 
absolute Fundamentalsystem allemal ein Kriterium der Irreductibilitaét abgiebt, 
hieriiber siehe meine Note in den Gittinger Nachrichten vom 30. Nov. 1895, 












fan ten = = _J fe tet os lC PTOOlUC<i—CrT|lhlltlC f/f 












Ueber den Riemann-Roch'schen Satz. 





337 


die Discriminante des Systemes (y,, ¥.,---Yn)- Die Discriminante ist 
stets eine rationale Function von 2; je nachdem sie von Null ver- 
schieden ist oder nicht, je nachdem ist eine lineare homogene Relation 
zwischen den Functionen y,, ¥,..- Yn mit Coefficienten, die rationale 
Functionen von x sind, ausgeschlossen oder vorhanden. Im ersten 
Falle kénnen alle Functionen g des Kérpers auf eine und nur eine 
Weise in die Form gesetzt werden: 

(3) B= UY, Moo +++ UnYn, 

WOrin U,,%.,.+.U, rationale Functionen von x bedeuten, im zweiten 
Falle sind nicht alle Functionen des Kérpers dieser Darstellung zu- 
giinglich. 

Eine algebraische Function z heisst ganz in Beziehung auf den 
Modul « — a, wenn alle ihre Reihenentwickelungen fiir 2 =a nur 
positive Potenzen enthalten, oder anders ausgedriickt, wenn sie in den 
v Punkten der Riemann’schen Fliche, fiir welche —<a ist, endlich 
bleibt. Die Summe und das Product zweier Functionen des Kérpers, 
welche ganz in Beziehung auf den Modul « — a sind, haben hiernach 
ebenfalls die Kigenschaft, ganz in Beziehung auf diesen Modul zu sein. 
Bestimmt man also » Functionen des K6rpers y,, y,,... Ya, welche 
ganz in Beziehung auf den Modul 2 — @ sind und durch welche alle 
Functionen des Kérpers linear und homogen mit in x rationalen Coef- 
ficienten dargestellt werden kénnen, so ist eine derartige Function 
(3) B= UY; Tb Uo Y oes UnYn 
sicherlich dann in Beziehung auf den Modul « — a ganz, wenn die 
rationalen Functionen u,, u.,...%, fiir diesen Modul ganz sind. Wenn 
nun umgekehrt jede mod. — a ganze Function z des Kérpers bei 
ihrer Darstellung in der Form (3) Coefficienten erhalt, welche mod. «—a 
ganz sind, so heisst das System der m Functionen ein Fundamental- 
system fiir den Modul x—a. Die Aufgabe, ein Fundamentalsystem 
fiir den Modul 2 — a aufzustellen und seine charakteristischen Kigen- 
schaften zu bestimmen, soll zunachst auf der Grundlage der Reihen- 
entwickelungen der algebraischen Functionen eine einfache Lésung finden. 

Zu diesem Zwecke bedienen wir uns der von Herrn Hensel ein- 
gefiihrten Darstellung des gréssten gemeinschaftlichen Theilers eines 
Systemes von ” conjugirten algebraischen Functionen durch eine ge- 
brochene Potenz einer rationalen Function. Hierzu gelangen wir von 
unserem Ausgangspunkte in folgender Weise. Denkt man sich die v 
Reihenentwickelungen fiir die Function y aufgeschrieben, die nach 
Potenzen von x — a fortschreiten, so kann man aus diesen Ent- 
wickelungen eine bestimmte Potenz von x—a mit positivem oder nega- 
tivem, im allgemeinen gebrochenem Exponenten g herausnehmen, wenn 


man fordert, dass die Reihenentwickelungen der Function ie 
“ZL<— 








(6) 
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simmitlich nur positive Exponenten enthalten und dass wenigstens in 
einer der Reihen das erste Glied von Null verschieden ist. Es ist 


also y 





5 allemal ganz in Beziehung auf den Modul « — a, hingegen 


ist —“— nicht ganz in Beziehung auf diesen Modul, falls 9 > @ ist. 


(x—a)? 
Die so definirte Potenz von x—a kann fiiglich als ,,der grésste gemein- 
schaftliche Theiler der m conjugirten Functionen y’, y”,...y™) in Bezug 
auf den Modul 2 — a“ bezeichnet und soll 


(ys ¥,-+-¥™)a = (w—aye 
geschrieben werden. Wenn wir in der Folge mit Congruenzen operiren, 
deren Moduln Potenzen von #—a mit beliebigen Exponenten sind, 
so ist wohl zu beachten, dass jede Congruenz fiir alle n conjugirten 
Functionen Geltung haben muss und dass z. B. die Congruenz 


y = 0 (mod. (ez—a)’) 
bedeutet; dass der vorher erklirte grésste gemeinschaftliche Theiler 
(2—a)¢ durch (2—a)* theilbar, also 9 > @ ist. 
2. Ein System von » Functionen y,, y,,..-%n des Kérpers, welche 


modulo # —- a ganz sind, bildet nun offenbar ein Fundamentalsystem 
fiir diesen Modul, falls die Congruenz 


(4) Us Yy Ue Yo +--+ + Un Yn =O (mod. z— a) 
nur in der Weise durch constante Werthe u,, u,,...U, befriedigt 
werden kann, dass u, = u, =-+-- =u, = 0 ist, Denkt man sich nun 


fiir jede der m Functionen y,, ¥,,... Y, die v Reihenentwickelungen 
aufgestellt: 


a,—1 


Yr = clo + Neo" +> + of, 1(t2—a)“ +... 


@—1 


3. a, —1 
Yn = of) 4 cl ( a—a)” +-.. ten, - -a) ay +..., 


so folgt sofort, dass die Congruenz dann und nur dann zu be- 
friedigen ist, wenn die » linearen homogenen Gleichungen 


(h) (h) 
> cf) wm, = 0, > Cit = (,. ee ST), 1m = 0, 
a 


h 


2 
1 th 
> ci a, = 0, 2m =O, gael 1m, = 0, 








(A) (h 1 (kh 
Ye un = 0, elt, = 0, . wits > tity = 0 


4 h A 


Ya — en + eat (2% — m+. als -1(%— a) ™ +; (h—=1, 2,...M), 


(h= 2 } 
h h (h maar 





ell 


vl 
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eine eigentliche Lésung besitzen. Dies ist dann und nur dann der 
Fall, wenn die Determinante des Gleichungsystemes (6) verschwindet, 
und es ergiebt sich also zuniichst der Satz: 

(I) Steht man die Verzweigungen der Riemann’schen Fliche und 
die Reihenentwickelungen der ‘unction y fiir «=a als bekannt an, so 
bilden n Functionen y,, Yo, ..+ Yn des Koérpers, welche in Beziehung 
auf den Modul x —a ganz sind, ein Fundamentalsystem fiir diesen 
Modul oder nicht, je nachdem die aus den Reihenentwickelungen (5) zu 
berechnende Determinante 


(2) (a) (h) (h) (a h) (A) (h) (h) 
(7) A= Icio 9 C11 y+ ++ Cise,—1y €20 5 cy, * ye g++ Cy0y Cyiyees Cy, ay—1 | 


(h = 1, 2,...%) 
von Null verschieden ist oder nicht. 
Auf Grund dieses Satzes ist es leicht, ein System von » modulo 
“2 —a ganzen Functionen y,, y,,..-Yn, die noch kein Fundamental- 
system bilden, in ein solches zu verwandeln. Denn wenn die Deter- 
minante A verschwindet, so kann man die Coefficienten u,, %),...Un 
so bestimmen, dass die Function 


BS UY) HUY, e+ UnYn 
durch 2 — a@ theilbar wird, und wenn etwa u, von Null verschieden 
ist, so kann man in dem Systeme (y,, y.,.-- Yn) die Function y, durch 





. : z . ry 
die mod. x — a ganze Function zo ersetzen, wodurch eine gréssere 


Anzahl von Functionen als vorher der gesuchten Darstellung zugiinglich 
wird, Dieses Reductionsverfahren muss nach einer endlichen Anzahl 
von Operationen seinen Abschluss finden; denn die von Null ver- 
schiedene Discriminante des Systemes (y,, Y,, - - - Yn) 


D=|y? (g,h—= 1,2,...%) 
ist eine rationale und fiir « =a endliche Function von x, und beim 


Uebergange zu dem reducirten Systeme (;- a) Yor-ss Yn) hebt sich 


jedesmal der Factor (w—a)? aus jener Discriminante heraus. 

3. Hat man auf diesem Wege ein Fundamentalsystem fiir den 
Modul «—a gefunden, so kann man auch alle construiren. Denn 
sind (Y;, Yo,+.-Yn) und (y,, %,.-.%a) zwei Fundamentalsysteme und ist 


Ny = > uyath (9, h=1,2,...m), 
h 


so muss erstens, damit die », mod. « —a ganz sind, die rationale 
Function u,, fiir «=a endlich sein, und es muss zweitens, damit 
zwischen den » Functionen 9, ,...%, keine lineare homogene Congruenz 
nach dem Modul x — a stattfinden kann, die Determinante 


| ty a| (g,h = 1, 2,...m) 
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fiir x—a von Null verschieden sein, und diese Bedingungen sind 
offenbar auch hinreichend. Durch eine derartige Transformation kann 
man offenbar stets erzielen, dass das System (7), dessen Determinante 
gleich A ist, mit dem Einheitssysteme iibereinstimmt und dass also 
von den Elementen der h'*" Zeile 


(A) {A (h (a) _(h) (A) (A) (a) (a) 
C10) ef, oe , €20 Cais +++ Cz, a,—19+++ Cvd, Cyt y +++ Cy, a,—1 


alle verschwinden mit Ausnahme des h'", welches gleich eins ist, 
Diese Bemerkung erméglicht es, in leichter Weise die » Elementar- 
theiler der Determinante 

\y” | (g,h =1,2,...m) 
zu ermitteln , deren Quadrat die Discriminante des Fundamentalsystemes 
(Yi> Yor: ++ Yn) ist. 

Man denke sich namlich das Fundamentalsystem auf die soeben 
angegebene Normalform gebracht und die Gréssen der g' Colonne 
y,> yj---y™ durch ihre Reihenentwickelungen nach Potenzen von 
(a—a) ersetzt; sodann nehme man aus jeder Colonne den gréssten 


gemeinsamen Theiler (y;, Ys ---y)), heraus, so sind diese » Colonnen- 
theiler der Reihe nach 








1, (w—a)™ , a Se oe 
(8) } 1, (a—a)® ? (a—a)" yee . (@—a) * ’ 
pike 4 os i 7 ae . 
1, (e—a)”, (ec—a)”,...(a—a) 


Nach Herausnahme dieser Potenzen von 2 —a reduciren sich die 
Elemente des quadratischen Systemes fiir z = a auf die Werthe 

















a, &, 
2 3 1 wer 3 
ami Ai 2(a— thi 
1 e® e* 5 = 
a, 4 
‘ 0 0 
2(a,—1)ai = 4(a,—1)xi 2(a,—1fai 
o> ¢ = a = 
11 1 eal 
ai Ai 2(a)—tmi 
1 e” e™ = 
a, < 
: 0 . + eo & Bee a ek ee 
2(a@,—1l)ai 4(a,—1)ni 2(a@,—1)*2i 
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und die Determinante dieses Systemes hat den von Null verschiedenen 
Werth: 


come wag(ag—0 uy 
{i-o <f. 
4=1 


Hieraus folgt dann, dass die Colonnentheiler (8), in eine passende 
Reihenfolge gebracht, mit den Elementartheilern des Systemes (y) 
iibereinstimmen. Man bringe namlich die Colonnentheiler (8) in eine 
solehe Reihenfolge 


(8a) (a—a)", (w-—a)",...(7—a)", 

dass die Exponenten ¢,, ¢,,...&, der Grésse nach auf einander folgen, 
und denke sich auch die Colonnen des Systemes (y™) in der dieser An- 
ordnung entsprechenden Weise umgeordnet. Dann ergiebt sich der 


grésste gemeinschaftliche Theiler aller Determinanten r‘* Ordnung in 
Beziehung auf den Modul 2 — a 


D, = (a — as tet te, 
Denn es ist bei der angegebenen Anordnung 
y\ =< m,, (w—a)"? + hdheren Potenzen von (x—a), 
wobei die Determinante 
M = |\m,,| (g,h=1,2,...m) 


von Null verschieden ist, und hieraus folgt erstens, dass alle Deter- 
minanten 7" Ordnung die Potenz D, oder eine héhere Potenz von 
z—a zum Factor haben, und zweitens, dass wenigstens eine der 
Determinanten rt Ordnung, welche den ersten r Colonnen entnommen 
werden kénnen, nur D, und keine héhere Potenz von « — a zum 
Factor hat; anderenfalls wiirden nimlich alle Determinanten 


| Mgin| g=t, 2, haa 
h=h,,h,,...h, 
also auch die Determinante M verschwinden, was nicht angeht. Nun 
sind die Quotienten aufeinanderfolgender Determinantentheiler die Ele- 
mentartheiler und folglich erbilt man fiir den r'e" Elementartheiler 


D 
(9) E, = p-— = («—a)", w. 2. b. w. 


r— 





Wir gelangen so zu dem Satze von Hensel: 
(Il) Wenn die n-blittrige Riemann’sche Fliche fiir xa v Punkte 
Pir Por +++ P» hat, in denen resp. 
Gy, Ayy- +. My (Gy Gy + +++ Gy =m) 


Blitter zusammenhiingen, so sind die Elementartheiler der zu einem 
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Fundamentalsystem y,,Y2,-+- Yn fiir den Modul x—a gehorigen Deter- 
minante 


ly, yh, y| (h=1, 2,...m) 
abgesehen von ihrer Reihenfolge, gegeben durch die Potenzen: 
2 8 “—! 
1, (7—a)", (w—a)", ...(a@—a)™ , 
4 s a! 
(10) 1, (x—a)” , (7—a)", +++ (%@—-a@) 9 ? 
1 2 @y—1 





1, (2x—a)””, (z—a)*”, Te" (w2—a):* . 


1 
Das Product aller Elementartheiler ist (e—a)*” . die Discriminante 
des Fundamentalsystemes also genau durch (x—a)*— theilbar. 

Der soeben erwiesene Satz zeigt, dass die Art der Verzweigung 
der Riemann’schen Fliache in ihren einzelnen Punkten ihr vollstiindiges 
Abbild in den Elementartheilern der Discriminante eines Fundamental- 
systemes findet und dass also auch die Kenntniss dieser Elementar- 
theiler zur Bestimmung der Verzweigungen der Riemann’schen Fiche 
dienen kann. Dieser Satz kann, wie dies in den Arbeiten des Herrn 
Hensel gezeigt ist, umgekehrt und kann in dem Sinne erweitert werden, 
dass an Stelle des Fundamentalsystemes ein beliebiges System von n 
Functionen des Kérpers hinsichtlich seiner Elementartheiler untersucht 
wird, Da diese an sich sehr wichtigen Betrachtungen fiir unsere 
Zwecke nicht unbedingt erforderlich sind, so gehen wir hierauf nicht 
weiter ein; hingegen mag zum Schluss dieses Abschnittes noch ein 
Punkt erértert werden, welcher sich auf die der ganzen Untersuchung 
zu Grunde liegende Definition des gréssten gemeinschaftlichen Theilers 
eines Systemes conjugirter Functionen bezieht. In den Arbeiten des 
Herrn Hensel wird namlich nicht die von uns gewihlte, auf die 
Reihenentwickelungen gestiitzte, sondern eine andere rein algebraische 
Definition benutzt, von welcher gezeigt werden soll, dass sie mit der 
unsrigen tibereinstimmt. 

4. Es sei y eine beliebige Function des Kérpers, so geniigt die- 
selbe einer bestimmten ,,charakteristischen Gleichung 


(y—y) Y¥—y")---y—y) = 
= y" + a, (2) y* + a, (z)y"? + + - + an(®) = 9, 
in welcher a,, @,,...-@, rationale Functionen von x sind; dann definirt 
Herr Hensel den gréssten gemeinsamen Theiler (y’, y’,...y)a als 
den gréssten gemeinsamen Theiler (in Bezug aut den Modul 2 — a) 
der » Wurzelfunctionen 
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1 1 1 
a; (2), (a, (2)) ms (a; (z)) Fy eee (an (z)) ") 
welcher nach gewdhnlicher Methode bestimmt werden kann. Hierbei 


hingen die rationalen Functionen a,, a,,...@, mit den conjugirten 
Functionen y’, y’,....y™ durch die Gleichungen zusammen: 


—a,(x) = Dy’, a,(%) = Ly'y", — a;(z) = Zyy"y”,... 
cE an (2) = yy”. y™, 
wobei rechter Hand die bekannten elementaren symmetrischen Ver- 


bindungen stehen. Nun denke man sich fir y’, y”,...y™) ihre Reihen- 
entwickelungen fiir a aufgeschrieben: 


y =¢, (w—a)"++++, y” =, (x@— a)” +--+, + y=, (a —a)en+.-.- 
und dieselben so geordnet, dass @,, @,,-..Q, der Grésse nach auf 
einander folgen. Wenn dann nach unserer Definition 

V9")... 9a = (@— ape 

ist, so ist etwa 

01 = Op + = OL = O, Catty++- On > O- 
Stell man jetzt die rationalen Functionen a,,a,, ...a@, durch diese 
Reihenentwickelungen dar, so beginnt a,(x) friihestens mit dem Gliede 
(c—a)*t@t'+e& | und insbesondere hat man fiir a,(x): 

;(@) = ¢, €,...0,(n—aje+--- 

eine Entwickelung, in welcher der erste Term zufolge der Annahme 
durch keinen folgenden zerstért werden kann, weil sonst nur noch 


hdhere Potenzen von x — a auftreten. Folglich haben die rationalen 
Functionen 


a, (x), ay (a), ..- aa(%),... An (x) 
der Reihe nach die Theiler 
(w—aje, (w—a)*®,...(w—a)e,... (w—a)"e; 
die Wurzelfunctionen 


= 


1 1 
a, (x), (a,(a))*, ie (a, (a))* gens (an (a))* 
1 
haben also siimmtlich den Theiler («—a)¢ und (a,(a))* kann keine 
héhere Potenz von (v—a) zum Theiler haben. Beide Definitionen 
sind also in der That inhaltlich identisch. 

Vermége dieses Satzes ist es hinwiederum méglich, die Theorie 
der algebraischen Functionen von ihrer Darstellung durch Potenzreihen 
abzulésen und ausschliesslich auf die der Sphiire der reinen Algebra 
angehérigen Begriffsbildungen zu basiren. 
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II. Absolute Fundamentalsysteme und Fundamentalsysteme fiir Formen 
erster Gattung. 


1. Die Entwickelungen des ersten Abschnittes gelten nicht bloss 
fiir jeden beliebigen endlichen Modul x—a, sondern kénnen auch 


ohne weiteres auf den Modul =, welcher in den unendlich fernen 
Punkten der Riemann’schen Fliche verschwindet, iibertragen werden, 
Denn man hat ja nur z= — zu setzen und alsdann alle fritheren 


Definitionen und Satze von dem Modul x2 — a auf den Modul : zu 
iibertragen. 

Um indess die Gesammtheit der in einem Ké6rper enthaltenen 
algebraischen Functionen und ihre Fundamentaleigenschaften klar iiber- 
sehen zu kénnen, ist es erforderlich, in der Untersuchung nicht bloss 
einen oder eine endliche Anzahl von Moduln, sondern alle Moduln 
zugleich, die sammtlichen endlichen Moduln « — a sowohl wie den 
Modul -, zu umspannen. Zu diesem Zwecke ist es vortheilhaft, ahn- 
lich wie in der analytischen Geometrie, durch Einfiihrung homogener 
Variabelen und Erweiterung des in einem Kérper enthaltenen Gebietes 
analytischer Gebilde die unendlich fernen Punkte der Riemann’schen 
Flache ihres singuliren Charakters zu entkleiden. 

Man setze zu diesem Zwecke in der definirenden Gleichung (1) 
x =~! und betrachte nicht mehr bloss rationale Functionen von y, 
deren * Coefficienten rationale Functionen von % sind, sondern auch 
rationale Functionen von y, deren Coefficienten rationale homogene 
Formen gleicher Dimension von 2,, x, sind*). Eine derartige Grosse: 
(11) USM + y+ my --+ may", 

WO MU), M;,-+~-Un—1 rationale bindre Formen der Dimension m sind, 
heisst eine algebraische Form des Kérpers von der Dimension m. Jede 
soleche Form wu geniigt einer bestimmten charakteristischen Gleichung: 


(12) (u—w’) (w—wu")-- + (u—ul) = 

= u"+ Bu! + Bou? +.---+ B,—0, 
worin die Coefficienten B,, B,,...B, rationale Formen von 2, und 2, 
sind, deren Dimensionen resp. gleich m, 2m,...nm sind. Wenn 


*) Diese bindren homogenen Variabelen und die zugehérigen Formen auf der 
Riemann’schen Fliche sind zuerst von Herrn Klein in den Gétt. Nachrichten von 
1889 und in der daran anschliessenden Abhandlung ,,Zur Theorie der Abel’schen 
Functionen“‘ (diese Ann. Bd. 36, S. 1—83) eingeftihrt worden. Vgl. auch Klein- 
Fricke, Theorie der elliptischen Modulfunctionen, Bd, II, Abschn. VI, Cap. 1, 
§§ 4ff. und Hensel, Théorie des fonctions algébriques d’une variable §§ 1 und 2 
(Acta math. Bd. 18), wo die Bedeutung dieser Einfiihrung von verschiedenen 
Standpunkten ausfiihrlich erdrtert wird. 
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insbesondere die Formen B,, B,,...B, ganze Formen von x, und z, 
sind, so heisst wu eine ganze algebraische Form des Korpers; eine der- 
artige Form wird in keinem Punkte der Riemann’schen Fliche unendlich, 
und sie verschwindet, wenn ihre Dimension m ist, stets in mn Punkten 
der Riemann’schen Fliche, vorausgesetzt, dass man die tibliche Fest- 
setzung tiber die Abzaihlung der Ordnung des Nullwerdens in den 
Verzweigungspunkten trifft. 

Den Beweis dieses wohlbekannten Satzes kann man in unserem 
Zusammenhange leicht in der Weise fiihren, dass man das Verhalten 
der ganzen rationalen binéren Form B, = + w w’...u in einem 
beliebigen Systeme tiber einander gelegener Punkte der Riemann’schen 
Fliche untersucht. Es sei 

9 = b, 4, — b,x, 
eine beliebige Linearform, und es mégen die Constanten einer zweiten 
Linearform 
b= a, 0%, — A,X, 
so gewihlt werden, dass der Quotient 
n 


i? 
gleich x— , resp. wenn b, = 0 ist, gleich wird, Hat nun die 


Riemann’sche Fliche fiir 2 = » tier einander gelegene Punkte, in 


denen resp. @,, @,,...«a, Blatter zusammenhingen, so erhalt man fiir 
die Function = v Reihenentwickelungen nach Potenzen von J: 


1 2 
~ = Cry Heyy I GQ I 4 - +s, 


a 
a 2 
= = Coq Ht Co L+H Cy I +++, 


1 2 
= = C99 + Cyl + cel? + --- 
Es seien in diesen Entwickelungen die ersten von Null verschiedenen 
Coefficienten der Reihe nach: 
Cif,» C2foy ++» Cvpyy 
so hat die Function + in Yi, Yor +++ Yr, je eine B,, B,, ... B,-fache 
Nullstelle. Dann erhalt man fiir das Product 


wu”... ul 
&™ n ‘ed 





die Entwickelung 


ay ptt ot By 


a 
+t Cip, Cop, +++ Cra, tess, 
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und die ganze rationale Form B, hat also den Factor » genau 
(6B, + 6. +---+,) mal. Da aber » ein beliebiger Linearfactor und 
die Dimension der Form B, gleich mn ist, so ist die Summe aller 
Ordnungszahlen 6, gebildet fiir die simmtlichen Punkte der Riemann’- 
schen Flache, gleich mn, w. z. b. w. 

Wenn eine ganze Form des Korpers die Dimension Null hat, so 
ist sie nothwendiger Weise eine Constante. 

Dieser gewodhnlich auf functionentheoretischem Wege bewiesene 
Lehrsatz folgt auch leicht rein algebraisch. Hat niimlich die ganze 
Form u die Dimension Null, so sind in der charakteristischen Gleichung 


O(u) =u? + Bw + Bw? +.---+B,=—0 
die Coefficienten B,, B,,...B, ganze rationale binare Formen der 
Dimension Null, also Constanten, und es ist somit 


D(u) = (uw —c,) (wu—e,)... (U—en), 
WO ¢,,C),-... ¢, Constanten bedeuten. Nach einem elementaren Satze 
ist aber die charakteristische Function ®(u) stets entweder irreductibel, 
oder aber eine Potenz einer irreductibelen Function*). Das ist in unserem 
Falle nur in der Weise méglich, dass c, = ¢, = --- = ¢, = ¢, also 
D (uw) = (wu — c)" 
und u=c ist, w. z. b. w. 

Ist eine Form «w des Kérpers von der Dimension m nicht ganz, 
so kann sie stets durch Multiplication mit einer ganzen rationalen 
Form von 2,, 2 in eine ganze algebraische Form des Korpers iiber- 
gefiihrt werden; ist also g die Anzahl ihrer Nullstellen, » die Anzahl 
ihrer Unendlichkeitsstellen, so folgt, dass 

q—r=mn 

ist. Die im vorigen Abschnitte ausschliesslich betrachteten Functionen 
des Kérpers sind identisch mit denjenigen (nicht ganzen) algebraischen 
Formen des Kérpers, welche die Dimension Null haben. In diesem 
Falle hat man also g = 1; d. h. jede Function des Kérpers wird ebenso 
oft Null, wie sie unendlich wird, und nimmt iiberhaupt jeden be- 
liebigen Werth an r Stellen der Riemann’schen Fliche an. Die Zahlr 
heisst alsdann die Ordnung der Function, — 

2. Wir haben nun zunichst zu zeigen, dass es in dem so erweiterten 
Bereiche ein absolutes Fundamentalsystem giebt, d. i. ein System von 
m Formen H,, H,,...H,, durch welche alle ganzen Formen H des 


*) Dieser Satz ist wohl (fiir Zahlkérper) zuerst von Schénemann (Crelle’s 
Journ. Bd. 31, S, 284 § 12) aufgestellt worden. Algebraische Beweise bei Dede- 
kind-Weber (algebr. Funct. § 2) und bei Kronecker (Festschrift § 2), ein 
functionentheoretischer bei Riemann (Abel’sche Funct. § 5). An dieser Stelle 
allein wird von der Irreductibilitét der Ausgangsgleichung Gebrauch gemacht; 
der Satz unterscheidet reductibele und irreductibele Kérper. 
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Kérpers linear und homogen in der Weise dargestellt werden kénnen, 
dass die Coefficienten des Ausdrucks 

(13) H = u,H, + uH, + --- + uw Ha 
ganze rationale Formen von 2, und z, sind, Ein derartiges Funda- 
mentalsystem kénnen wir mit Hilfe der Entwickelungen des vorigen 
Abschnittes folgendermassen construiren. 

Wir wollen zunichst der Einfachheit halber die Annahme machen, 
dass die unendlich fernen Punkte der durch die constituirende Glei- 
chung (1) gegebenen Riemann’schen Fliiche gewéhnliche Punkte seien, 
dass also die Function y fiir sco n verschiedene nach ganzen Potenzen 
von : fortschreitende Reihenentwickelungen besitze. Diese Annahme 


ist erlaubt, weil man néthigenfalls durch die Substitution der Form*) 


aa’ + B a, = ax, + Ba,’ (ad — By +0) 


e—ye+e ‘OP. Ly = yx, + Oa,' 

ein im Endlichen gelegenes gewohnliches Punktsystem x = in das 
System der unendlich fernen Punkte verwandeln kann und es keinerlei 
wesentliche Aenderungen hervorbringt, wenn man die Gréssen des 
Kérpers anstatt als Punctionen von x als Functionen von 2’ betrachtet. 
Des weiteren werde angenommen, dass die Function y eine ganze 
algebraische Function von 2 sei, d. i. eine solche Function, welche 
ausser in den unendlich fernen Punkten der Riemann’schen Fliche 
nirgends unendlich wird; dies kann ebenfalls durch eine einfache 
Transformation der Gleichung (1) stets erzielt werden. Alsdann con- 
struiren wir zuniichst ein System von » Functionen, welches ein 
Yundamentalsystem fiir jeden beliebigen endlichen Modul 2 — a ist 
(ein Fundamentalsystem fiir die ganzen Functionen des Kérpers). Bildet 
man nimlich die Discriminante des Systemes 1, y, y?,...y*-?: 


A ae | 1, y, y*, a (y)"” P (h sa 1, 2,.. m), 
so ist dieselbe eine ganze rationale Function von x, und das System 
1, y,...y*-' ist ein Fundamentalsystem fiir alle diejenigen Moduln 
x—a, welche in A nicht oder nur in erster Potenz enthalten sind. 
Die in A in hdherer Potenz enthaltenen Linearfactoren miissen alsdana 
besonders mit Hilfe der Reihenentwickelungen der Function y unter- 
sucht werden; man gelangt so stets durch die im vorigen Abschnitte 
beschriebenen Reductionen zu einem Fundamentalsysteme y,, y.,..- Yn 
fiir alle endlichen Moduln. 

Dieses System ist nun niemals ein Fundamentalsystem fiir den 


Modul , weil die Functionen y,, y,,.-. Yn — entweder alle oder alle 


*) Diese Transformation ist tibrigens keine Nothwendigkeit fiir unsere Ent- 
wickelungen und dient nur der formalen Vereinfachung, 
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bis auf eine — fiir = co unendlich werden; man kann es aber stets so 
umformen, dass man von ihm mit leichter Miihe zu einem Fundamental- 


system fiir den Modul < gelangen kann. Es sei niimlich der grdsste 
Theiler 


’ ’r 1 whe . 
(14) (Y,> ee +e. — (=) . (g= 1, 2, ee 2), 
so ist 


(15) y =c,, 29 + héhere Potenzen von : (9, h=1, 2, ...m) 


und die Reihenentwickelung der Determinante |y”| nach steigenden 


Potenzen von = beginnt mit dem Gliede 


OE shh (9, h =1, 2,...n). 
Nun sind zwei Fille zu unterscheiden: entweder ist die Determinante 
C = |c,,| von Null verschieden, dann bilden nach dem Friiheren die 
Functionen 

a oes 

aft? gota? al” 


ein Fundamentalsystem fiir den Modul = oder die Determinante ist 


Null, dann muss man eine weitere Reduction eintreten lassen, um 
ebenso wie im ersten Falle in einfacher Weise zu einem Fundamental- 


system fiir den Modul < itibergehen zu kénnen*). Man denke namlich 


die Functionen y,, y., -..Y, 80 geordnet, dass die Zahlen u,, u,,.-+ln 
der Grésse nach auf einander folgen, und man nehme ferner der All- 
gemeinheit halber an, dass in der Matrix (v<m) 


(con) an nd sie 


h=1,2,...% 


alle Determinanten v'** Ordnung verschwinden, wihrend in der Matrix 


Sone ge page 
¢ 

(Coa) Gee ss 
wenigstens eine Determinante (v—1)'*" Ordnung von Null verschieden 
ist; diese Annahme ist berechtigt, weil ja die Determinante C = 0 ist. 
Dann besitzen also die n Gleichungen 


C1, Bi + Goa Be ++--+6.8,=—0 (h—1,2,...m) 


*) In der Terminologie von Dedekind-Weber (algebr. Funct. § 22) heisst 
dies: Die Functionen y,, y,,...y, bilden entweder bereits eine Normalbasis 
fiir den Kérper der Functionen R(x, y), oder sie miissen so umgeformt werden, 
dass sie eine Normalbasis fiir ihn bilden, Vgl. iibrigens fiir den Zusammenhang 
zwischen absolutem Fundamentalsystem und Normalbasis L, Baur, diese Ann, 
Bd, 49, S, 73—82, 
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ein eigentliches Lésungssystem, in welchem £, von Null verschieden 
ist. Bildet man hiernach die Function 


ASA Rt: +a 


so ist dieselbe durch = theilbar, und zu der Function 


Yo = By x yy Bol yy et Byer yy + BY 

gehért also ein- Theiler . 

GH. W)—=(3) 
dessen Exponent — u, > — ug, ist. Ersetzt man die Function y, durch 
», so tritt an die Stelle der Zahlen — u,, — w,,-+ + — Mn ein Zahlen- 
system, in welches eine gréssere Zahl eingetreten ist, und durch Fort- 
setzung des Verfahrens muss man schliesslich zu einem Functionen- 
system gelangen*), welches wieder mit y,, y,.,...%, bezeichnet sein 
moge und welches folgende Kigenschaften hat: 

I. Es ist ein Fundamentalsystem fiir jeden endlichen 
Modul « — a. 

II. Wenn man die Reihenentwickelungen (15) fiir die 
unendlich fernen Punkte der Riemann’schen Fliche aufstellt, 
so ist die Determinante C = |c,,| von Null verschieden und 
die Functionen 


a » .:.s 


ads? gn? 
bilden somit ein Fundamentalsystem fiir den Modul <. 


Hat man ein solches System gewonnen, so besitzt man auch ein 
absolutes Fundamentalsystem in den n Formen des Korpers: 


(16) Hy = yj, 2p", Hy = yoy’... Hn = YnX,"™, 
deren Dimensionen der Reihe nach m,, w,,... fn sind. In der That, 


man kann zeigen, dass sich jede ganze Form H des Kérpers auf eine 
und nur eine Weise in die Gestalt bringen lisst: 


H = u,H, + u,H, +--+ + aH, 
WO U,, U,,-..%,_ ganze rationale Formen von x, und 2, sind. 
Ist nimlich m die Dimension von H und bildet man den Quotienten 
sn? 80 ist dieser eine ganze algebraische Function des Kérpers und man 
2 
hat also zuniichst: 


*) Dass das Verfahren nach einer endlichen Anzahl von Operationen abbricht, 
folgt schon daraus, dass die Exponenten — yw, nie positiv werden kénnen. 


Mathematische Annalen, L. 23 
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(17) BT INT Gate +o + Ie 


WO 9:5 Jo,+++9n ganze rationale Functionen von @ sind. 
Diese Gleichung geht nach Division durch 2” = (3° tiber in: 
2 


H In 
Ho Biy, 4 Says te + Sy 


a 

et haw. Be. ee =. 

ga” mtn at + a2 “n a” 
Nun ist =. eine Function des Kérpers, welche fiir 2 = oo endlich ist, 
a 
andererseits bilden = . = pote = ein Fundamentalsystem fir den 
Modul -, folglich sind die Coefficienten 
% 9 In 





mH? gmt? gn" 


fiir =o endlich, und die Grade der ganzen Functionen g,, 9,...9s 
sind also der Reihe nach héchstens gleich 

M — (by, M — Ua, +. - M — Un. 
Setzt man jetzt schliesslich die Gleichung (17) mit Hilfe der Relationen 
(15) in die Form: 

A H = uw H, + wu. Hy + +--+ UnHn, 

so ist 
(18) Uy = Jy Lq™ Oy Uy = Gq qh)». + Un = Guy” 
und hier sind nach dem eben Bewiesenen u,, u.,... Un ganze rationale 
Formen, deren Dimensionen der Reihe nach gleich 

M0 — (by, M — fg, -- - MH — Mn 
sind, Sollte eine dieser Zahlen — was méglich ist — negativ aus- 
fallen, so muss der entsprechende Coefficient u, nothwendig gleich 
Null sein. — 

Kennt man ein absolutes Fundamentalsystem, so kennt man auch 

alle. Denn es sei Hi, He,...H, ein zweites Fundamentalsystem und 
man habe: 


(19) Hi, =>) ty Hs (9, hh =1,2,...m), 
A 


so ergiebt sich leicht als nothwendige und hinreichende Bedingung, 
dass die Elemente u,, simmtlich ganze rationale binire Formen sind 
und dass die Determinante 

U = |ug,| (g, h=1,2,...m) 
eine Constante ist. Es ist aber von einigem Interesse zu sehen, 
wie diese letztere Bedingung iiberhaupt von Determinanten, deren 
Elemente ganze biniire Formen sind, erfiillt werden kann. 
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Nun seien die Dimensionen des ersten Fundamentalsystemes resp. 
gleich W,, f@2,--.(n, die des zweiten gleich @,, @,,... fi, und denken 
wir uns beide Zahlreihen, wie stets im folgenden, nach der Groésse 
geordnet, so sieht man leicht, dass beide Reihen identisch sind. Denn 
anderenfalls sei etwa 


Hy = My, Ho = May +. ~ Mra = Mt, Uy < Ur*), 

so miisste sich Hi, He,...H,-1, H, linear und homogen allein durch 
die Formen H,, H,, ... H,-1 darstellen lassen, weil die Coefficienten u,,, 
fiir welche g< v, h>v ist, negative Dimensionszahlen bekaimen, also 
verschwinden miissten. Dann wiirde aber zwischen H,, He, ...H, eine 
homogene lineare Relation bestehen, was nicht angeht. Hieraus folgt 
dass in den Gleichungen (19) alle diejenigen Coefficienten u,, gleich Null 
gesetzt werden miissen, fiir welche uw, < m, ist, und dass nach dem 
Satze von Laplace die Determinante U in das Product einer Reihe von 
Determinanten mit lauter constanten Elementen zerfallt. Ist 

| Uy a| (9,h—=r+1,r+ 2,...s) 
eine dieser Determinanten, so haben uy41, Urte,..- fs denselben 
Werth «, wihrend uw, kleiner, u,4; grésser als @ ist. Ist uw, > w,, so 
ist uy, eine Form der Dimension u, — u,, welche also uw, — wu, + 1 
homogene lineare Constante besitzt. Hieraus folgt: 

Es giebt <<* absolute Fundamentalsysteme des Korpers, wo 


, hol, 2,...% 
(20) a= >) (u,— m+) Pee 
pa as My > Ur 
3. Die Eigenschaften, welche sich im vorigen Abschnitte als fiir 
relative Fundamentalsysteme charakteristisch ergeben haben, lassen 
sich nun mit leichter Mthe auf absolute Fundamentalsysteme tibertragen. 
Zuniichst haben wir den Satz: 
Ist H,, Hy,..+H» ein absolutes Fundamentalsystem und § = a,%,—a,2, 
eine beliebige Linearform, so bilden die Functionen 
. & ...2 
gli? gl? y pha 
ein Fundamentalsystem fiir alle Moduln mit Ausnahme des Moduls 
L— > wenn a, von Null verschieden, oder mit Ausnahe des 
Moduls - wenn a, = 0. 


In der That, wiirde eine Congruenz 


H H H, 
a a i 


phn 


*) Es reicht aus, den Fall zu behandeln, in welchem @, kleiner als uw, ist, 
weil die Beziehung (19) eine wechselseitige ist, 


23° 
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fiir einen Modul bestehen, welcher der Linearform 9 = b,x, — b,2, 
(a,b, — a,b, +0) entspricht, so wiire 


-™ H; + % * +--+ 0) pe re-2 H, 1+ v,H,, 
—- = 
eine ganze Form, welche in gebrochener Form erschiene. 
Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir die zu dem Fundamental- 


systeme H,,H,,...H, gehdrigen Elementartheiler, d. i. die Elementar- 
theiler der Determinante 





|Hy” | (g,h = 1,2,...n) 
bestimmen , deren Quadrat 
(21) D =|H) |? (g,h = 1,2,...m) 
die Discriminante des Korpers heisst und eine ganze rationale Form 
von z, und 2, ist. Die Discriminante des Kérpers und deren Ele- 
mentartheiler sind von der besonderen Wahl des Fundamentalsystemes 
unabhingig. 
Es sei nimlich 7 = b,2, — b,2, eine beliebige Linearform und 
der zugehérige nicht homogene Modul sei 1 = « — es resp. 1 = =, 
2 
dann bestimmen sich die verschiedenen Potenzen von 4, welche in die 


Elementartheiler E,, E,,... E, eintreten, folgendermassen. Die Func- 


tion y habe fiir 7 — iz , wie in Capitel I, » Reihenentwickelungen 


welche resp. nach ganzzahligen Potenzen von 
1 1 1 

mo (0, a + +++ a=) 
fortschreiten. Dann erkennt man durch Uebergang zu dem relativen 
Fundamentalsystem 

H, H, ' H,, 

gM? gl? ie iMn 
und dureh Anwendung des Satzes (IT) sogleich, dass die auf » beziig- 
lichen Elementartheiler der Determinante (21), wenn man von der 
Reihenfolge absieht, gegeben sind durch die Potenzen: 

2 @—1 1 mt it @,—1 

GH Gig’... 9s Gig’). -:q® 5... g",...9%, 
welche, wenn die Exponenten nach der Grosse geordnet werden, 
lauten mégen: 


(22a) ek we re 


Da nun y eine ganz beliebige Linearform ist, so findet man fiir die 
Elementartheiler 


(23) E, = T1(n"), E, =11(y"),.. . £, =1(y"), 
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worin die Producte iiber alle méglichen ungleichen (d. h. nicht pro- 
portionalen) Linearfactoren 4 zu erstrecken sind. Nun ist 


bbe ee fen = 5M —1) +(e —1) +--+ (—1)] = § (n—») 


gleich der halben Summe der zu den v Punkten zs gehérigen 
Ordnungen der Verzweigung, und folglich ist die Kérperdiscriminante 
D = TI(y"~”) 


eine ganze binare rationale Form, deren Dimension gleich der Ver- 
zweigungszahl 


(24) w= Z(n—v) 
ist. Hierbei ist die Summe tiber die simmtlichen zu den Linearformen 
n gehorigen Zahlen » — v zu erstrecken, und die Zahl w ist also ein- 
fach die Summe der Ordnungen der Verzweigung aller Punkte der 
Riemann’schen Fliche. Andererseits findet man fiir die binire Form 
D durch directe Bestimmung aus (21) die Dimension 2(u,+-4, +---+-++ wn), 
und es gilt also der Satz: 

(III) Die Riemann’sche Verzweigungszahl ist gleich der doppelten 
Summe der Dimensionszahlen eines absoluten Fundamentalsystems : 


(25) Ft te tet one 


Die Discriminante des Kérpers lisst sich tibrigens auch leicht als 
eine Determinante darstellen, deren Elemente ganze rationale Formen 
von x, und a sind. Es werde naimlich die Summe der Conjugirten 
einer algebraischen Form 4 des Kérpers mit Dedekind-Weber 
(l. ec. § 2) als Spur der Form H bezeichnet und 


S(H) = H’+H”"+.-.-+H® 
geschrieben, so ist die Spur einer algebraischen Form der Dimension 


m eine rationale Form der Dimension m. Wenn man nun die Zeilen 
des Systemes 


A’ = (H;, Hy,... HS”) (g = 1,2,...n) 
mit den Colonnen des transponirten Systemes 

A =(H®, HY,...H”) (g=1,2,...m) 
zusammensetzt, so findet man nach dem Multiplicationstheorem 
(26) D = |bga| (9,h=1,2,...m), 
wobei 
(27) bgn = bag = S(Hy Ma) 


eine ganze rationale binére Form der Dimension u, + mu, ist; hieraus 
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ergiebt sich in Uebereinstimmung mit dem Friiheren als Dimension 


gn 
von D die Zahl 2 . 
2; 
4. Gleichzeitig mit dem absoluten Fundamentalsystem H,, H,,.,.H» 
miissen wir im Folgenden noch ein Fundamentalsystem anderer Art 
Z,,2Z,,---+ Zn» betrachten, zu welchem wir fiir unsere Zwecke am ein- 


fachsten dadurch gelangen, dass wir das reciproke System zu dem 
Systeme 


A =(H”, HY, ... H) (g=1,2,...n) 
bilden. Bezeichnen wir dieses System mit 
m Dui, Z,...¥ (g=1,2, ...n), 
so is 
adj. H) 
z= Ty (u, y= 1,2,...m). 
“ 


Betrachten wir nun alle Elemente des Systemes A als rationale Func- 
tionen der Wurzeln y’, y”,...y der constituirenden Gleichung (1), 
so zeigt die letzte Gleichung, dass Z) eine symmetrische Function 
von y', y’,...-y@-), y@+),... y™, also eine rationale Function von 
y™ allein ist, und es erscheinen die Elemente einer Zeile des Systemes B 


aa} 
als eine und dieselbe rationale Function resp. von 


¥,y",--.y™ 
mit Coefficienten, welche rational und homogen von 2,, 2, abhingen. 
Also sind die Gréssen Z;, Z7,... Z die Conjugirten einer alge- 
braischen Form Z, des Kérpers und jeder Zeile des Systemes B gehért 


eine algebraische, nicht ganze Form des Kérpers zu; diese » Formen 
sind der Reihe nach mit 


Ear Say + >> & 
zu bezeichnen. 

Die Formen Z,...2Z, lassen sich denn auch mit leichter Miihe 
als lineare homogene Verbindungen von H,, H,,...H, mit (gebrochenen) 
rationalen Coefficienten darstellen. Zuniichst folgt aus der Reciprocitit 
der Systeme A und B, dass sowohl die Zusammensetzung der Zeilen 
B mit den Colonnen von A als auch die Zusammensetzung der Zeilen 
von A mit den Colonnen von B das Einheitssystem liefert. Im ersten 
Falle erhalt man: 
(28) ZH + ZMK ee + ZO HY —8,, (g,h—1,2,...n) 
oder 

S(Z, Ha) = 95a, 

wobei 4,, gleich Null oder Eins zu setzen ist, je nachdem g und h 
ungleich oder gleich sind. Im zweiten Falle hat man 
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(29) HZ) + HZ +---+H9Z —d,, (g,h—1,2,...n), 

also speciell fiir g = h: 

(29a) HY Z? + HY ZP+4+---+HPZY 1 (g—=1,2,...n), 

und diese » Gleichungen lassen sich in die eine Gleichung zusammen- 

fassen 

(30) HiZ, + H.Z, + +--+ HeZ, = 1, 

welche mit dem System der Gleichungen (29a) véllig aquivalent ist. 
Die gesuchten linearen Relationen ergeben sich nun einfach dadurch, 


dass wir die Gleichung (29) mit HY multipliciren und tiber g von 1 bis 
nm summiren. Man erhilt so mit Beriicksichtigung der Gleichungen (27): 


HY”) = by Zi” + bye ZN? + e+ + dyn Ze = (f, b= 1,2, ...0) 
oder auch, da sich die » Gleichungen, die bei festem f fiir h—=1,2,...n 
gelten, in eine zusammenfassen lassen: 


(31) Hy = by Zy + bye Zy +--+ + dynZn = (f= 1,2,...0). 
Will man jetzt umgekehrt die Z linear durch die H ausdriicken, so 
bezeichne man in der Determinante (26) 


D= |Dyq | (f,9=1,2,...m) 
die Adjuncte von b;, mit By, = B,,, so ist By, eine ganze rationale 


Form von #, und 2, von der Dimension w — wy — wz, und man erhiilt 
durch Auflésung der Gleichungen (31): 


(32) DZ, = By H, + By2 H, +--+ + Bort (g=1,2,...m). 
Die Gleichungen (28), (30) oder (32) ergeben iibereinstimmend als 
Dimension der Formen Z,, Z,,...2Z, resp. die Zahlen 


— By» — Bay °° —— Une 
Die Reciprocitit, welche zwischen den Systemen A und B besteht, 
gestattet schliesslich noch eine letzte unmittelbare Folgerung, indem 
sie uns die Elementartheiler des Systemes B ergiebt. Wenn nimlich 
die Elementartheiler von A resp. 


E,, E,, ... Es 
sind (23), so sind die von B der Reihe nach 
°°. 2. ss oe 

In der That, nach einem bekannten Satze der Determinantentheorie 
ist der Complex aller Determinanten re Ordnung des Systemes B 
identisch mit dem Complexe aller Determinanten (n—r)* Ordnung 
des Systemes A, wenn jede dieser letzteren Determinanten noch dividirt 
wird durch |H™|. Bezeichnet man also den gréssten gemeinschaft- 
lichen Theiler aller Determinanten r** Ordnung des Systemes B mit 
A, und den r' Elementartheiler mit E,, wie wir die entsprechenden 
Grossen fiir das System A mit D, und E, bezeichnet haben, so hat man: 
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D D 








(33) 4 = TA] De (9,h=1,2,...m), 
folglich , 

A D 
(34) rn 


r—t D n—r+1 | 

Wenn also 4 = b,x, — b,x, eine beliebige Linearform ist und wir fiir 
das absolute Fundamentalsystem die Elementartheiler, soweit » in Be- 
tracht kommt, in den Potenzen (22) festgestellt haben, so sind die 
auf 7 beztiglichen Elementartheiler des Systemes Z,...Z, die Potenzen: 


1 @,—1 1 @y—1 1 @,—1 


“ a er % 


i | pee MN ee . 
die auch hier wieder nach der Grosse der Exponenten geordnet werden 
miissen. 

5. Die zuletzt bewiesene wichtige Eigenschaft des Systemes B 
macht es nun mdglich, die eigentliche Bedeutung des Fundamental- 
systemes Z,Z,...2Z, unabhaingig von der formalen Definition, die 
zu ihm gefihrt hatte, festzustellen. Es sei naimlich Z eine beliebige 
Form, welche linear und homogen durch Z,...2Z, mit biniiren, ganzen 
und rationalen Coefficienten dargestellt werden kann: 


(35) Z =m 0,Z, + V.Zy °° + OeZai 


eine derartige Form heisst eine Form erster Gattung und ist eine 
algebraische und im allgemeinen nicht ganze Form des Kérpers. Nun 
kann man die Gleichung (35) durch das Gleichungssystem ersetzen: 


Zz = v,2, a V2, “fe ons he Colles 
(36) Zz = 0,2," + V2," -b 2e's + Galle » 





Z” == YZ + ry Zy + -+- + 0,Z0”. 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit der Determinante D, = |H! |, 
so stimmen rechter Hand die n? Gréssen D,Z,’ ..» D,Z” mit den 
Unterdeterminanten (n—1)'** Ordnung des Systemes A iiberein und 
sind also ganze Grossen unseres Kérpers; die Form D,,Z ist also eine 
ganze Form und folglich kann Z nirgends ausser in den Nullpunkten 
von D,, also in den Verzweigungspunkten der Riemann’schen Flache 
unendlich werden. Da aber der grésste gemeinsame Theiler aller 


Determinanten (n— 1)‘ Ordnung des Systemes A gleich D,_; ist, so 
folgt aus den Gleichungen (36) noch weiter 


(37) D,Z =0 (mod. D,_1), 


und es ist also sogar die Form E,Z eine ganze Grosse. Nun sei 
n == b,x, — b,x, wieder eine der in D enthaltenen Linearformen, und 











Ueber den Riemann-Roch’schen Satz. 357 


dieselbe verschwinde (s. (22)) in v Punkten ),, ).,---}» der Rie- 
mann’schen Flache und zwar in den Ordnungen @,, a, ...a,, so folgt, 
wenn a, die grésste dieser Ordnungszahlen ist, aus (37): 


(37 a) 4Z=0 7 i) ‘ 


Multiplicirt man also die Form erster Gattung Z mit einer beliebigen 
Linearform 4, so verschwindet dieselbe in allen Nullpunkten der Form 
y, und da y in den Punkten y,, p., ... p, resp. in den Ordnungen 
@,, %,...@, Null wird, so kann Z in diesen Punkten héchstens in 
den Ordnungen 

«,—1,a,—1,...a@,—1 
unendlich werden. Also gilt der Satz: 

(IV) Eine Form erster Gattung wird nirgends ausser in den Ver- 
zweigungspunkten der Riemann’schen Fiche unendlich, und zwar ist 
die Ordnung des Unendlichwerdens hichstens gleich der Ordnung der 
Verzweigung. 

Der so erhaltene Satz ist um so wichtiger, weil er sich umkehren 
lasst und hierdurch das eigentliche Wesen der Formen erster Gattung 
enthiillt. Also: 

(V) Wenn eine algebraische Form Z des Korpers von der Dimension m 
nirgends ausser in den Verzweigungspunkten der Riemann’schen Fliche, 
und in diesen hichstens in der Ordnung der Vereweigung unendlich 
wird, so kann man sie in die Form setzen: 


Z= v,2, sp UV, 25 + es -- UnZn, 
WOFIN Vy, Voy. + Un ganze rationale bindre Formen resp. der Dimen- 
sion m+ u,, m+ m,,...m+u, sind; Z ist also eine Form erster 
Gattung*). 

Im Beweise mag eine Form des Korpers mit solchen Eigenschaften, 
wie wir sie hier voraussetzen, solange bis ihre Identitit mit den Formen 
erster Gattung erwiesen ist, kurz eine ,,Form Z“ genannt werden, Von 
derartigen Formen Z kann man zwei einfache Eigenschaften feststellen ; 
erstens namlich folgt unmittelbar aus der Definition: 

(VI) Das Product einer Form Z mit einer ganzen Form des 
Korpers ist wieder eine Form Z. 

Zweitens aber gilt der Satz: 

(VII) Die Spur einer Form Z von der Dimension m ist eine ganze 


*) Dedekind-Weber bezeichnen eine beliebige Punktgruppe auf der Rie- 
mann’schen Fliiche (welche auch einzelne Punkte mehrfach enthalten darf) als 
ein Polygon (l. c. § 15,6), die Gruppe der w Verzweigungspunkte, wenn jeder 
Punkt so vielfach gezihlt wird, als die Ordnungszahl der Verzweigung angiebt, 
als das Verzweigungspolygon (1. c. § 16,1), Formen erster Gattung sind also Formen, 
die im Verzweigungspolygon unendlich werden. 
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rationale bindre Form; wenn also m negativ ist, so ist die Spur identisch 
gleich Null. 


Denn multiplicirt man Z mit einer beliebigen Linearform 
n= b, 2, — b,x, 

so folgt aus der Definition, dass das Product Zy in allen Nullpunkten 
der Form 4 verschwindet; bildet man also die Spur S(Z) = 7S(Z), 
so ist dies eine rationale binire Form, welche in allen Nullpunkten der 
Form 9 verschwindet und folglich durch y theilbar sein muss. Hiernach 
kann die Form S(Z) nicht den Nenner 7, also da y beliebig ist, tiber- 
haupt gar keinen Nenner haben; d. h. S(Z) ist in der That eine ganze 
rationale binare Form, 

Aus diesen beiden Eigenschaften der Formen Z folgt nunmehr sofort, 
wenn wir die Producte ZH,, ZH,, ... ZH, bilden, dass ihre Spuren 
S(ZH,), S(ZH,), ... S(ZH,) 
ganze rationale binaire Formen sind, welche resp. mit v,, v,,... x 

bezeichnet werden sollen. Dann ist also 


= S(Z H,) = ZH; + Z’H + hotne + ZH”, 
(38) Vo = S(Z H2) = Z H; + 2’ Hy + - o 6 + zZ™ Hi”) : 


Un = S(ZH,) = ZH, + Z’H, +--+ ZH. 

Lést man aber diese linearen Gleichungen nach Z’,Z’,...Z” auf, 
so gelangt man unmittelbar zu den Gleichungen (36), welche mit der 
einen Gleichung (35) fiquivalent sind, und damit ist der oben aus- 
gesprochene Satz (V) bewiesen. Die Formen erster Gattung bilden 
hiernach ein bestimmtes, klar umschriebenes Glied von algebraischen 
Formen des Kérpers, welches das friiher untersuchte Gebiet der ganzen 
algebraischen Formen umfasst, aber weiter als dieses ist. Das Funda- 
mentalsystem fiir Formen erster Gattung ist ebenso wenig vollig be- 
stimmt, wie es das Fundamentalsystem fiir ganze Formen war, und 
wenn Z;, Z2,...Z, und Z,,Z,,...Z, zwei verschiedene Fundamental- 
systeme fiir Formen erster Gattung sind, so beweist man in analoger 
Weise wie friiher, dass 


Z, = >) v9nZs (9, h=1,2,...m) 
A 


ist, wobei v,, eine ganze rationale biniire Form der Dimension u,—wp, 
und die Determinante |v,,| (9, h = 1, 2,... m) gleich einer Constanten 
ist; die Anzahl der in dem Systeme (v,,) auftretenden Constanten ist 
daher ebenfalls gleich der friiher bestimmten Zahl 4 (s. Formel (20)). 
6. Unter den Formen erster Gattung nehmen diejenigen ein be- 
sonderes Interesse in Anspruch, deren Dimension m = — 2 ist; die- 
selben sollen Hauptformen erster Gattung genannt und mit dem Buch- 
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staben € bezeichnet werden.*) Nun befindet sich unter den Formen 
des absoluten Fundamentalsystems stets eine und wegen der Irreducti- 
bilitét der Ausgangsgleichung (1) nur eine**), deren Dimension gleich 
Null ist, namlich die Form H, = const; es ist also uw, 0, wahrend 
Mo, M3, +.» Un 1 sind. Soll hiernach eine Form erster Gattung 
§ = 0,2, + m2, +--+ + mZn 

die Dimension — 2 besitzen, so muss v, =O sein und miissen die 
ganzen rationalen Formen v,, 03, ... U, resp. die Dimensionen 


My — 2, Wy — 2, -.. fn —2 
haben. Die Hauptformen erster Gattung lassen sich also linear und 
homogen mit constanten Coefficienten aus den Formen: 


(39) 2,"9*Z,, a,"9*2,Z,, ... a,x9"9*Z,, a"9-*Z, (g == 2,3,...0) 


zusammensetzen, und die Anzahl der unbestimmt bleibenden Constanten 
ist somit gleich 


(40) P= (tg — 1) + (Hs — 1) ++ +++ (Un — 1). 
Diese Zahl heisst das Geschlecht des Korpers; sie kann nach (25) in 
die Form gesetzt werden: 


(40a) p=>—n+l 
und kann definirt werden als Ueberschuss der Gesammtdimension des 


Fundamentalsystemes (*) iiber den kleinsten Werth, den diese Ge- 
sammtdimension fiir eine irreductibele Ausgangsgleichung n‘*" Grades 
erhalten kann, Andererseits bezeichnet man den Inbegriff aller Formen, 
welche aus einer gewissen Anzahl von ihnen linear und homogen mit 
constanten Coefficienten gebildet werden kénnen, als eine (lineare) 
Formenschaar; die Zahl der Constanten nennen wir die Mannigfaltig- 
keit der Schaar.***) Mit Einfiihrung dieser Bezeichnungen haben wir 
den Satz: 


*) Die Wichtigkeit der Formen dieser besonderen Dimension beruht darauf, 
dass das Integral /¢(a,da,—2,da,) das allgemeinste Abel’sche Integral erster 
Gattung darstellt (vgl. 8. 373); doch spielt dies fiir unsere Zwecke zuniichst eine 
secundiire Rolle. Setzt man die Gleichung (1) als Gleichung einer Curve m'e Ord- 


nung voraus und bringt dieselbe durch die Substitution «= =! y= z in eine 
2 


homogene Form F(a, 24, ,)= 0, so stellt ein Product ¢ - oe » gleich Null gesetzt, 
0 


die allgemeinste zu der Curve F' = 0 adjungirte Curve (m — 3)? Ordnung dar. 

**) Vgl. hierzu die am Anfange des ersten Capitels citirte Note der Git- 
tinger Nachrichten, 

***) Dedekind-Weber haben hierfiir (I. c. § 5) den Ausdruck Dimension, 
der dort nicht missverstindlich ist, weil nirgends mit homogenen Formen operirt 
wird. Hier musste der Ausdruck ,,Dimension“ in seiner gewdhnlichen Bedeutung 
fiir homogene Formen nothwendig erhalten werden. 
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(VIII) Die Hauptformen erster Gattung bilden eine Schaar, deren 
Mannigfaltigkeit gleich dem Geschlechte des Kirpers ist. 

Dem Geschlechte p des Kérpers kénnen wir sogleich noch eine 
weitere Bedeutung beilegen, wenn wir zu den ganzen Formen des 
Kérpers zuriickkehren. Es sei 


H = wu,H, + u,H, +...+ u,H, 
eine ganze Form der Dimension m, so sind u,, u,, ... U, ganze 
rationale biniire Formen, deren Dimensionen der Reihe nach 


MM — fy, M — Hay -- - M — fy 


sein miissen; die Zahl der in den Formen u, ...%, auftretenden ho- 
mogenen Constanten ist also der Reihe nach 


m—u,+1,m—pe,+1,...m—um+1, 
vorausgesetzt dass keine dieser Zahlen negativ ist. Wenn also m>u, — 1 
ist, so ist die Mannigfaltigkeit der Schaar gleich 


g=an 


> (m = ty +1) = mn+1—p. 


Also gilt der Satz: 

(IX) Die ganzen algebraischen Formen des Korpers von der Di- 
mension m bilden, falls m > u, — 1 ist, eine Schaar, deren Mannig- 
faltigkeit gleich mn + 1 — p ist; die Zahl der verfiigbaren homogenen 
Constanten ist also um das Geschlecht kleiner, als die um 1 vergrisserte 
Anzahl der Nullstellen. 

Aus diesem Grunde kann man in den Kérpern, fiir welche p= 0, 
also “= f, =... =f, = 1 ist, alle Functionen des Korpers als 
rationale Functionen eines Parameters darstellen, der seinerseits eine 
beliebige Function 1" Ordnung des Kérpers ist, wie man dies leicht 
im Anschlusse an die letzten Siitze des Naiheren ausfiihren kann. Wenn 
aber p, wie wir dies im folgenden annehmen, grosser als Null ist, so 
kann man den letzten Satz auch so aussprechen: 

Von den Nullstellen einer ganzen algebraischen Form des Korpers 
von der Dimension m sind im Allgemeinen p durch die iibrigen mn — p 
Nullpunkte mitbestimmt. 

Wir besitzen aber auch bereits alle Mittel, um diesen letzten Satz 
durch einen scharf umgrenzten und von allen Restrictionen freien Lehr- 
satz zu ersetzen, wie dies im folgenden Capitel dargestellt werden soll. 


Il. Der Riemann-Roch’sche Satz. 


Wenn eine ganze algebraische Form des Kérpers 
= u,H, +. u,H, -++ eee + Un Hy 
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in allen Nullstellen einer ganzen rationalen biniren Form 
P(a, , Xp) = CX, + ¢, 2, a, +--+ ++ a,! 


verschwindet, so ist dies nur in der Weise mdglich, dass die Coeffi- 
cienten u,, U, ... U, simmtlich durch P theilbar sind. Da aber nicht 
jedes beliebige vorgelegte Punktsystem ein derartiges vollstindiges 
Nullpunktsystem einer biniiren Form P ist, so entsteht die Frage, 
welchen Bedingungsgleichungen die Coefficienten u,, u.,...%n ge- 
niigen miissen, wenn H in einem Systeme von m willkiirlich ge- 
gebenen Punkten verschwinden soll, Die Liésung dieser Aufgabe fihrt 
naturgemiiss zu einer Verallgemeinerung jener Reciprocitiitsbeziehung 
hin, welche wir im vorigen Capitel zwischen den Fundamentalsystemen 


H,, 4H, ...%, and Z, 2, -...% 


aufgestellt haben, und diese Verallgemeinerung enthilt den sogenannten 
Riemann-Roch’schen Satz als Corollar in uneingeschriinkter Vollstiin- 
digkeit in sich. Um zu diesen neuen Fundamentalsystemen allgemei- 
neren Charakters fiir die ganzen Formen und die Formen erster Gat- 
tung des Kérpers gelangen zu kénnen, beginnen wir mit einer Reihe 
vorbereitender Betrachtungen. 

1. Wir haben im folgenden meist gleichzeitig mit ganzen Formen 
und Formen erster Gattung, und zwar besonders mit den diesen For- 
men zugehérigen Nullpunktssystemen zu thun. Da aber eine Form 
erster Gattung in einem Windungspunkte der Ordnung v eine v-fache 
Unendlichkeitsstelle besitzen kann, so empfiehlt es sich, falls sie von 
geringerer als v'e* Orduung unendlich wird, dies schon wie ein Null- 
werden der Form zu zihlen. Demgemiiss setzen wir fest: 

Wir sagen von einer Form erster Gattung, sie habe in einem Win- 
dungspunkte der Ordnung v eine r-fache Nullstelle, wenn sie in Wahr- 
heit eine (r — v)-fache Nullstelle, resp. (fiir r << v) eine (v — r)-fache 
Unendlichkeitsstelle in diesem Punkte besitet. 

Bei dieser Verabredung gilt der Satz: 

Eine Form erster Gattung von der Dimension m hat stets w+ mn 
Nulistellen. 

Denn die Summe aller Ordnungszahlen der Verzweigung ist ja 
gleich w. 

Eine Form erster Gattung von der Dimension — 2 hat somit 
w — 2n = 2(p — 1) Nullstellen. 

2. Es sei, wie im zweiten Capitel, 4 = b,x, —- b,x”, eine be- 
liebige Linearform, welche in den v Punkten »,, ,, ..- ~» der Rie- 
mann’schen Fliiche resp. eine «,, @, ... @,-fache Nullstelle habe, und 
Z eine beliebige Form erster Gattung von der Dimension mw. Ist dann 
§=— a,x, — a,%, irgend eine von » verschiedene Linearform und setzt 
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man die lineare Function : von x gleich J, so hat man fiir die Func- 


tion = die v Reihenentwickelungen : 























gg: 1, a, —1 ¢1,a,—2 ¢ 
ee a ss 7 }---} F46,4-- 
pe ay " 
Zz 2, a —1 ©2, a, 
eM = or -—y ai se -+4 r + Cag + es: 
(41) ; ] @ ] % ik 
Z Cy —1 Cy ay — 
Smee tee tt tet 
1 a, 1 ay r= 





Berechnet man hieraus die conjugirten Gréssen Z’, Z’,... Z\, so 
findet man leicht durch Addition: 
Z+Z"p--+2" _ 3) _ 
) eM e 
= (@; Chg + Oy Cy) + +++ + aC) + héheren Potenzen von 1, 
oder auch die véllig aiquivalente Congruenz: 
(42) S(Z) = (Gy Cig + Gy Cqy + +++ + Gy Cy)" (mod. m). 
Aus dieser Congruenz ergiebt sich das folgende, spiiter zur Anwendung 
kommende Lemma: 
Weiss man von einer Form erster Gattung, dass sie in den v Null- 
punkten ,, ~., -.- P» der Linearform y resp. eine (a, — 1), a, as, 
. a,-fache Nullstelle hat, und dass thre Spur durch y theilbar ist, 
SO muss sie in », eine a,-fache Nullstelle haben, also durch » theil- 
bar sein (d. h. 2 ist ebenfalls eine Form erster Gattung). 
Denn nach dem ersten Theile der Voraussetzung weiss man von 
den in (41) auftretenden Coefficienten: 





C1, a,—1 lieth, C14 
C2,a,—1 +++ Cory yo 


Cy,ay—1+++ Cry Cro, 


dass sie verschwinden, nach dem zweiten Theile der Voraussetzung 
verschwindet die auf der rechten Seite der Congruenz (42) stehende 
Klammergrisse, folglich ist auch ¢,, gleich Null, w. z. b. w. 

Es ist bemerkenswerth, dass ein analoger Satz fiir ganze Formen 
des Korpers niché existirt, so lange man die Voraussetzung aufrecht 
erhilt, dass 4 eine vollig willktirliche Linearform ist. 

3. Es sei jetzt G ein beliebiges System von m Punkten 4q,q. ... qm, 











ote etna, nd ae 
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welche keineswegs von einander verschieden zu sein brauchen und 
auch in die Verzweigungspunkte der Riemann’schen Flache hinein- 
riicken diirfen. Dann giebt es stets eine ganze rationale biniére Form 
(43) P= Cyt, + C,0,*aty + +++ + cax,}, 
welche in dem Punktsysteme G, aber iiberdies noch in einem zweiten 
Systeme § von m’ = mA — m Punkten verschwindet. Zwei derartige 
Systeme @ und §, welche zusammengenommen das vollstindige Null- 
punktsystem einer binéren Form P bilden, mégen im folgenden als 
reciproke Systeme bezeichnet werden. Die Form P und das zu dem 
gegebenen System © gehdrige reciproke System § ist dann durch G 
eindeutig festgelegt, wenn man noch die Forderung hinzufiigt, dass die 
Dimension 4 der Form P méglichst klein sei; indess ist diese Voraus- 
setzung der eindeutigen Zusammengehiérigkeit der Systeme G und § 
fiir die folgenden Ausfiihrungen nirgends Erforderniss. 

Legt man nun der ganzen algebraischen Form 
(44) H = u,H, + wH, + +--+ unH, 
die Bedingung auf in dem Punktsysteme & zu verschwinden, so ergiebt 
sich unmittelbar aus der Theorie der Reihenentwickelungen der alge- 
braischen Functionen, dass die Coefficienten der biniren Formen 
Uy, Uy, ++. Un m linearen homogenen Gleichungen geniigen miissen. 
Ob aber diese Gleichungen von einander unabhingig sind oder nicht, 
dies ist der Cardinalpunkt der am Anfange gestellten Aufgabe. Die 
Entscheidung, welcher der beiden méglichen Fille eintritt, hingt nun 
wesentlich von der Dimension N der gesuchten Form H ab, und zwar 
gilt hier der wichtige Satz, dass die m linearen homogenen Gleichungen 
von einander unabhingig sind, falls die Dimensionszahl N oberhalb 
einer von vornherein angebbaren Grenze liegt, falls nimlich N>u,—1-++A 
ist. Bezeichnet namlich § irgend eine Linearform, die nicht in P ent- 
halten ist, so hat man, wenn man die biniren Formen u,, u.,... Un, 
deren Dimensionen resp. N—y,, N—uw,,... N— uy sind, auf ihren 
Rest mod. P reducirt, die Gleichungen: 


u, = Pv, + §8-e- nH W, 
— N—u.—A+1 

(45) bt tg i 

Un = Pv, + &% Hath ay, ; 
hierin bedeuten w,, W,, ... W, ganze rationale binire Formen der 
Dimension 4 — 1, v,, %,...- U, ganze rationale binare formen, deren 
Dimensionen resp. N — uw, — 4, N—w,—A,... N—w,—A sind. 
Sind nun die Exponenten, mit denen die Linearform & in den Glei- 
chungen (45) behaftet erscheint, simmtlich positiv oder Null, wie das 
bei unserer Annahme der Fall ist, so enthalten die Formen v und w 
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zusammengenommen ebensoviel lineare homogene Constanten wie die 
Formen u, namlich 


(N— wy +1) + (N— +1) +--+ Nan + 1) = n(N+1) —F- 


Unter dieser Voraussetzung sind also die unbestimmten Coefficienten 
in den Formen v und w unabhingige Variabele, wihrend die nd Co- 
efficienten in den Formen w im entgegengesetzten Falle nicht von 
einander unabhangig wiren oder — was auf dasselbe herauskommt — 
sich auf eine geringere Anzahl reduciren wiirden. Stellt man nun die 
m Bedingungsgleichungen dafiir auf, dass H in @ verschwindet, so 
gehen in diese nur die mA in den Formen v enthaltenen Coefficienten 
ein, weil ja P ebenfalls in G verschwindet. Diese m Gleichungen sind 
nun nothwendigerweise von einander unabhingig; denn fordert man 
itiberdies noch, dass die Form H auch in dem reciproken Punktsysteme 
§ Null sei, so miissen unsere nA Unbestimmten noch m’ = nd — m 
weiteren linearen homogenen Gleichungen geniigen, und da man weiss, 
dass beide Bedingungen zusammengenommen nur in der Weise erfiillt 
werden kénnen, dass w, = w, = ---=w, = 0 ist, so sind alle na 
linearen Gleichungen, folglich auch das erste Theilsystem von m Glei- 
chungen von einander unabhingig. Wir haben also den Satz: 

Wenn die Dimension N einer ganzen algebraischen Form H des 
Korpers, die in einem gegebenen System G von m Punkten verschwinden 
soll, grésser als u, + 4 — 2 ist, so sind die m sich ergebenden linearen 
homogenen Gleichungen von einander unabhdngig, und die Mannigfaltig- 
keit der gesuchten Formenschaar ist also 

n(N+1)—< —m. 
Ganz analog kann man fiir Formen erster Gattung den Satz erweisen: 

Wenn die Dimension N einer Form erster Gattung Z des Kérpers, 
die in einem gegebenen System von m Punkten Null sein soll, grisser 
als 4 — 2 ist, so sind die m sich ergebenden linearen homogenen Glei- 
chungen von einander unabhingig und die Mannigfaltigkeit der ge- 
suchten Formenschaar ist also 


D> Nt by + 1) — m= nN 41) +2—m, 
g=1 
Als Corollar kénnen wir noch hinzufiigen: 

Es giebt stets ganze Formen (oder Formen erster Gattung), welche 
in einem gegebenen Punktsystem © verschwinden, hingegen in keinem 
Punkte eines zweiten gegebenen Systemes ©, von m, Punkien ver- 
schwinden. 

Denn wenn die Dimension N hinreichend gross ist, so ist die 
Mannigfaltigkeit der Formenschaar, welche in + , verschwindet, 








ie 
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um m, kleiner, als die Mannigfaltigkeit der Formenschaar, welche in 
@ verschwindet; hieraus folgt leicht, dass man stets Formen finden 
kann, welche zwar in G, aber in keinem Punkte des Systemes G, 
verschwinden. 

4. Indess ist es auf dem bisher eingeschlagenen Wege nicht még- 
lich, ohne Durchfiihrung beschwerlicher Rechnungen Aufschluss iiber 
das Verhalten derjenigen Formen zu erlangen, deren Dimension die 
angegebene Grenze nicht iibersteigt. Um hier zu einem tieferen Ein- 
blick zu gelangen, stellen wir zuniichst den Satz auf: 

(X) Es giebt ein Fundamentalsystem fiir die ganzen algebraischen 
Formen des Korpers, welche in der Punktigruppe © verschwinden; d. h. 
es giebt n Formen ©,, 9,,..- ©, von der Beschaffenheit, dass jede 
ganze Form © des Kéorpers, welche in & verschwindet, auf eine und 
nur eine Weise durch eine lineare Gleichung: 

8= 4,0, + 4,0, +---+ 4,0, 
dargestellt werden kann, in welcher u,, Uy, ~:~. Un ganze rationale biniire 
Formen bedeuten. 
Zum Beweise wihlt man aus dem Kérper n ganze Formen 9, , @,, ... On 


aus, welche alle in G verschwinden und welche linear unabhingig sind, 
d. h. fiir welche 


u, 9, + u,8,+ : += + nO, 


nicht identisch verschwinden kann, wenn u,, %, ... U, irgend welche 
ganze rationale binaére Formen sind. Alsdann liisst sich jede ganze 
Form 0, die in G verschwindet, jedenfalls in der Weise auf die Gestalt 


© = u,0,+ u.0,+--- + 0, 


bringen, dass u,, U.,... U,» rationale, wenn auch nicht ganze binire 
Formen sind. Fallen nun bei allen derartigen Formen © die Coeffi- 
cienten u,, %, ..-+ W» ganz aus, so bilden bereits ©,, 0,,... On ein 
solches Fundamentalsystem, wie wir es suchen. Anderenfalls giebt es 
eine Form 
hy, + heOy--- +h, 6, 

= — ; ? 
fiir welche die ganzen rationalen Formen h,, h., ... h, nicht simmt- 
lich durch die Linearform 7 theilbar sind, und welche trotzdem ganz 
ist und in © verschwindet. Wiahlt man nun eine beliebige Linear- 
form &, die von 9 verschieden ist, und ersetzt jede der Formen h,, h., 
... A, durch ihren Rest modulo 7, so kann man auch an die Stelle 
der Form @ die reducirte Form 


Fae 18 Ort Ob Ort --- + end -O, 
n 
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treten lassen, in welcher ¢c,, c,, ... C, Constante sind, die nicht alle 
verschwinden. Ist nun ¢,, ¢,, ... ¢, von Null verschieden, 


Cy, = Cypg == +++ =e ct, = 0, 


und denkt man sich 6,, ©,, ... 6, von vornherein so geordnet, dass 
die Exponenten 6,, 6,, ... 6, eine abnehmende Reihe bilden, so folgt 
weiter, dass auch 


ab 7 8,+--- +418"! 8,_, +66, 
1 _ 

eine ganze, in @ verschwindende Form ist. Diese Form @ fihrt man 
an Stelle von ©, in das System 6,, 0,,... 0, ein, so muss man 
durch Fortsetzung des beschriebenen Verfahrens nothwendig nach einer 
endlichen Anzahl von Operationen zu einem Systeme gelangen, durch 
welches alle in @ verschwindenden ganzen Formen des Kérpers linear 
und homogen mit ganzen und rationalen Coefficienten dargestellt werden 
kénnen, und welches also ein Fundamentalsystem ist. 

Kin derartiges Fundamentalsystem 0,, ©,,... 0, denken wir uns 
auch hier so angeordnet, dass die Dimensionszahlen v,, v.,... V, der 
Grésse nach auf einander folgen, und bezeichnen die Summe 


re 
als Gesammtdimension des Fundamentalsystems. Dann ergiebt die Her- 
anziehung des Resultates der vorigen Nummer den Satz: 

Die Gesammidimension eines Fundamentalsystemes fiir die ganzen 
algebraischen Formen, welche in einer Gruppe & von m Punkten ver- 


oan 





schwinden, ist gleich s+ m. 


Denn die Mannigfaltigkeit der Formen von der Dimension N ist, 
wenn N hinreichend gross ist, gleich 


Sw» + 1) = n(N + y-S'.,; 


andererseits ergab sich in der vorigen Nummer fiir dieselbe Grosse der 
Werth n(N + 1) — ; — m, folglich ist in der That 
(46) P y= : +m. 
g=l 

Ganz analoge Siitze gelten nun auch wieder fiir Formen erster Gat- 
tung; wir gelangen hier durch vollig entsprechende Beweisfiihrung zu 
dem Theoreme: 

(XI) Es giebt ein Fundamentalsystem ¥,,¥,,... ¥, fiir die For- 
men erster Gattung, welche in einer gegebenen Gruppe & von m Punkten 
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verschwinden, und wenn 6,, 6,, ... 6, die Dimensionen der Formen 
des Fundamentalsystemes sind, so hat man fiir die Gesammtdimension 
die Relation 


(47) >= — +m. 


g=l 


5. Wir ziehen jetzt gleichzeitig zwei reciproke Punktsysteme 
und § in den Kreis der Untersuchung, so haben wir im ganzen vier 
Fundamentalsysteme; nimlich 


fiir ganze Formen, die in 
@ verschwinden: 0, 0, ... On ¥, ¥,... ¥, 
§ verschwinden: , %,... Dn X, HX, ..- Mey 
und die Dimensionszahlen dieser Systeme seien der Reihe nach: 


om «ss | G6, OG, ... Gy (¥) 

0, @2 +--+ On (®) Sy Sy ooo GS (KX). 
Nun besteht zwischen dem System ® und ¥ einerseits, © und X an- 
dererseits ein ganz analoger Zusammenhang, wie er sich im vorigen 
Capitel zwischen den Fundamentalsystemen H und Z ergeben hat, der- 
gestalt, dass aus dem einen der beiden zusammengehirigen Systeme 
ohne Schwierigkeit das andere hergeleitet werden kann. Es gilt nim- 
lich das merkwiirdige Theorem: 

(XII) Es seien © und H zwei reciproke Punktsysteme von m, resp. 


m’ Punkten und P die ganze rationale bindre Form, welche in @ + § 
verschwindet ; ist nun 


(48) O = Sbuth, = DS bath, -.. O = >but 
h h h 


(h = 1,2,...m) 
ein Fundamentalsystem fiir die ganzen Formen, die in § verschwinden 
und berechnet man aus den Gleichungen 


(49) PZ, = > diy (g,h=1,2,...n) 
h 


die n Formen ¥,, ¥,, .-- Wn, 80 bilden diese ein Fundamentalsystem 
fiir die Formen erster Gattung, die in © verschwinden; diesen Zusam- 
menhang zwischen den beiden Fundamentalsystemen kann man auch 
dahin aussprechen, dass die beiden quadratischen Systeme 


fiir Formen erster Gattung, die in 





Se @ .«. & — 8 aan AE 

” ” ” , ? (n) 

(50) 2 a2... & ung OY? OYE ee OS 
o” of 1... of ww LL pl 


24* 
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zu einander reciprok werden, wenn die Elemente eines der beiden Sy- 
steme durch P dividirt werden. 

Den Beweis des Satzes zerlegen wir in vier Theile: 

Erstens zeigen wir, dass die beiden verschiedenen Formen, in 
welchen die Behauptung erscheint, fquivalent sind. Aus den Glei- 
chungen (48) folgt namlich fiir die Conjugirten der Form 9,: 


, - > bn Hy, (9, h, i= 1,2,...m), 
Ah 
und wir erhalten also die Summe 
Sorwe— Tw Daw — Dw Dov 
g 9 h h - 


und bei Anwendung der Gleichungen (49) und (29) 


(51) Dd o0w) =P SH ZP = Pee Gi, k—=1,2, ...n). 
g h 
Die Systeme 
() yi) 
(50a) (%;") und \-—- (g,h=1,2,...) 


sind hiernach in der That reciprok, sobald die Formen ¥Y und ® durch 
die Gleichungen (48) und (49) aus einander bestimmt werden. Setzt 
man also die Systeme (50a) in umgekebrter Reihenfolge zusammen, 
so erhalt man 

(52) S(¥yM) = Pdgn (9,h = 1,2,...m). 
Umgekehrt wenn die Systeme (50a) reciprok sind und die Gleichungen 
(48) gelten, so folgt zuniachst aus den letzteren durch Umkehrung: 
(53) bo, = S(M,Zi), 

folglich ist in der That, wie es die Gleichungen (49) erfordern: 


D> ba = Dd) ¥P 8(0,Zi) =D YP OP ZY — PZ? 
g g gk 


Zweitens ist zu beweisen, dass jede Form erster Gattung ¥, welche 
in @ verschwindet, die Darstellung zuliisst 
(54) Y= 0,4, + 0,4, +--+ + Ons, 
worin ,, 0,, --. Un ganze rationale binire Formen sind. Bilden wir 
namlich die » Formen 

¥@,, ¥O,, ... ¥O,,; 

so sind dies Formen erster Gattung, welche in G + § verschwinden 
und also durch P theilbar sind; d. h. jede dieser Formen ist gleich 
dem Producte aus P und einer anderen Form erster Gattung. Dem- 
zufolge sind auch nach dem Satze (VII) ihre Spuren durch P theilbar, 
und wenn wir 
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(55) S(¥o,) = Pu, (g = 1,2,...m) 
setzen, so ist v, eine ganze rationale binire Form. Dieses festgestellt, 
erhalt man mit Hiilfe der Gleichungen (51) 


P > 0, ¥9 = S'¥P S¥o,) = >) YP opv? — py” 
g 


g gi 


(9, i, k= 1,2,...m); w.z. b. w. 


Drittens muss gezeigt werden, dass, wenn man die Jinearen Glei- 
chungen (49) nach ¥,, ¥,,... ¥, auflést, die so erhaltenen Formen 
solche der ersten Gattung sind. Nun sind 

Pu,, Pu,, ... PM, 


ganze Formen, die in § verschwinden, und folglich ist 


PH, = > cn (9,h =1,2...m), 
h 
worin die Coefficienten c,, ganze rationale binire Formen sind. Ver- 
gleicht man diese Gleichungen mit den Gleichungen (48), so findet 
man unmittelbar die Relationen: 


> boot = Pd, (9, hi = 1,2, ...n), 
g 


und die Auflésung der Gleichungen (49) kann also in die Form gesetzt 
werden 
Vi= >) cnZy (g,i = 1,2,...n), 
g 
welche zeigt, dass Y,, Y,, ... ¥, Formen erster Gattung sind. Also 
ist auch, wenn %,, 0), --. Us, beliebige ganze rationale binire Formen 
(mit geeigneten Dimensionen) sind, 
(54) Y=v,¥, +o,¥%,+°---+0,¥, 
eine Form erster Gattung, und um den ausgesprochenen Satz voll- 
stindig zu beweisen, bleibt viertens noch tibrig, festzustellen, dass jede 
derartige Form ¥ auch wirklich in G verschwindet. Multiplicirt man 
nun die Gleichung (54) mit ®, und geht zur Spur iiber, so erhilt man 
nach (52): 
S(¥o,) = > un S8(¥io,) = Po, 


h 
also 


s(¥ > uy ¢,) =0 (mod. P). 


Multiplicirt man also eine derartige Form Y mit einer beliebigen in 
§ verschwindenden ganzen algebraischen Form 


D = u,%, + uO, +--+ + Un,, 
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so ist die Spur des Productes eine durch P theilbare ganze Form, Es 
bestehe nun die Gruppe G aus den m Punkten q,, q2,--.+ m, SO kann 
man nach dem am Schlusse von No, 3 bewiesenen Satze, die Form 
® so wiahlen, dass sie ausser in § noch in q,,-.-- Gra, Grpty+ ++ my 
aber nicht in q, verschwindet. Von der Form ®Y weiss man dann, 
dass sie in dem Punktsysteme G + § mit Ausschluss des Punktes q, 
verschwindet und dass ihre Spur durch P theilbar ist; folglich muss 
nach dem Lemma der No, 2 ®¥, also auch ¥ in gq, verschwinden. Es 
wird also die Form Y in der That in jedem der Punkte q, also in der 
Punktgruppe © verschwinden. Dabei bleibt der gefiihrte Nachweis 
auch dann vollinhaltlich bestehen, wenn die Punkte q alle oder zum 
Theil coincidiren, man hat nur in iiblicher Weise ein einfaches Ver- 
schwinden in v coincidenten Punkten durch ein v-faches Nullwerden 
zu ersetzen. 

Die verschiedenen aus dem bewiesenen Theoreme fliessenden Re- 
lationen zwischen den Systemen ® und ¥ ergeben simmtlich fiir die 
Dimensionszahlen @ und 6 die Beziehungen: 


6,=A—Q,, G.—A—Q,, -.- GC, =A—O 


(56) sr ee " 
Ott tee Ttrm, FO ++ += —Ftm. 


Wir nehmen nun im folgenden wieder, ebenso wie bei den spe- 
cielleren Fundamentalsystemen des vorigen Abschnittes, die Formen 
der Fundamentalsysteme so geordnet an, dass 
01S 2 SOs ++- Lon, 
also 
6, > 6, > 63... >Gn 
ist. 

6. Der Riemann-Roch’sche Satz ist nun eine unmittelbare 
Consequenz der zwischen den Fundamentalsystemen © und ¥ bestehen- 
den Reciprocitiitsbeziehung. Stellt man sich namlich die Aufgabe, die 
Schaar der dem Kérper angehérigen algebraischen Formen a@ zu be- 
stimmen, welche in der Punktgruppe G unendlich werden und die 
Dimension uw haben, so ist offenbar «P eine ganze Form der Dimen- 
sion w+ 4, welche in § verschwindet, und umgekehrt wenn a P eine 
ganze Form der Dimension w + 4 ist, welche in § verschwindet, so 
ist @ eine Form der Dimension uw, die nirgends ausser in G unendlich 
wird. Also ist 


aP=u,%, + uO, +---+ m,, 
worin die ganzen rationalen biniren Formen 


ere" 
der Reihe nach die Dimensionen 


H+4—o, w+4—Q, --. utrA—on 
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haben. Die Mannigfaltigkeit der gesuchten Formenschaar ist hiernach: 


r=(ut4—g +1 +Utr—et) +--+ e+4—-et+)) 
=(H +641) +++ 1) +--+ + (H+ on +1) 


=un+n+m—F—(un+m)—p+1, 


vorausgesetzt, dass keine der Zahlen uw + 6, + 1 negativ ist, Wenn 
aber unter diesen Zahlen 


— UF G1, ee HEH EI<CO 
sind, so ist die Mannigfaltigkeit 
r=(un+m)—p+1+<6, 
worin die positive Zahl 
6 = — (H+ Oi + 1)—++-—@ +6, +1). 
Die Zahl 6, welche bei dieser Entwickelung von dem reciproken Punkt- 
system {) abhiingig erscheint, lisst sich aber auch durch das gegebene 
Punktsystem  charakterisiren. Denn in dem Falle, den wir hier im 
Auge haben, dass 
— noe tl<— Gy 
ist, ist die Mannigfaltigkeit der Formen erster Gattung von der Di- 
mension — (uw + 2) 


Y= 0,4, + 0,¥, +--+ + on Vn, 


welche in © verschwinden, offenbar gerade gleich 


(— w— 1 — ons) +++ + (— 1-6) =o. 
Also der Satz: 

(XTIl) Die Mannigfaltigkeit der Formen der Dimension uw, welche 
nirgends ausser in einer gegebenen Gruppe G von m Punkten unendlich 
werden, ist gleich 
(57) r=gq—p+1l+o, 
wenn g=pun-+ m die Anzahl der Nullstellen einer derartigen Form 
und 6 die Mannigfaltigkeit der Formen erster Gattung von der Dimen- 
sion — u — 2, welche in & verschwinden, bedeutet. 

Der Riemann-Roch’sche Satz in seiner gewdhnlichen Fassung ent- 
spricht dem Falle » = 0, in welchem die gesuchte Formenschaar eine 
Schaar von Functionen des Kérpers ist, aber man sieht leicht, dass 
der Satz (XIII), der bei unserer Problemstellung an seine Stelle tritt, 
nicht wesentlich allgemeiner als jener ist*). 





*) In seiner Arbeit ,,Die multiplicativen Formen auf algebraischem Gebilde 
beliebigen Geschlechtes mit Anwendung auf die Theorie der automorphen Formen“ 
(diese Ann. Bd, 44, S. 261—374, § 11) ist Ernst Ritter zu einer weiterreichenden 
Verallgemeinerung des Riemann-Roch’schen Satzes auf seine transcendenten 
»multiplicativen Formen‘t gelangt, wovon die hier gegebene nur ein specieller 
Fall ist, Bei meiner rein algebraischen Untersuchung fillt das Hauptgewicht 
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Ein ganz analoger Satz lasst sich nun fiir dasjenige Formengebiet 
aufstellen, welches in demselben Verhiltniss zu den Formen erster 
Gattung steht wie die gebrochenen algebraischen Formen zu den ganzen 
algebraischen Formen des Kérpers. Es mag gestattet sein, eine alge- 
braische Form des Kérpers, welche erstens so wie die Formen erster 
Gattung (d. h. in einem Verzweigungspunkt der Ordnung v v-fach) 
und zweitens in m’ weiteren Punkten unendlich wird, eine Form hiéherer 
Gattung zu nennen, so hat eine derartige Form, wenn sie die Dimen- 
sion p’ hat, 

w-+m’ Unendlichkeitsstellen und w-+ m' + u'n Nullstellen, 
vorausgesetzt dass man eine ebensolche Verabredung iiber die Abzih- 
lung der Nullstellen, wie in Nr. 1 bei den Formen erster Gattung trifft. 

Fragen wir jetzt nach der Schaar der Formen héherer Gattung, 
welche die Dimension w’ haben und (abgesehen von der Gruppe der 
w Verzweigungspunkte) in der Punktgruppe § unendlich werden. Ist 
« eine solche Form, so ist a P eine Form erster Gattung der Dimen- 
sion w+ A, die in & verschwindet, und umgekehrt: also hat man 


a’ P= v,¥, =} v¥, + — + Ona, 
Worin ;, %,.-+ UV, ganze rationale binare Formen der Dimension 
u+ia—ao,,...u+A4—6, sind. Die Mannigfaltigkeit der ge- 
suchten Formenschaar ist hiernach 
r=w+rath)+t@+eatlt:::+e + e+) 
=entnt stm = (w+ m + yn) —p +1, 
falls keiner der Summanden negativ ist. Wenn aber die Zahlen 
H+atl,-.--wteatl 
negativ sind, so ist die Mannigfaltigkeit 
rf = (w+ m' +p'n)—p+ite, 
und hier ist, analog wie vorher, die positive Zahl 
o=—(e ++) —-:-—-M+at4+)) 
die Mannigfaltigkeit der ganzen Formen des Kérpers, welche in der 


gegebenen Punktgruppe § verschwinden und die Dimension — wp’ — 2 
haben. Also gewinnen wir den véllig analogen Satz: 

(XIV) Die Mannigfaltigkeit der Formen hiherer Gattung der Di- 
mension uw’, welche in einer gegebenen Gruppe $ von m’ Punkten un- 
endlich werden, ist gleich 
(58) r=q—p+1+eé, 
wenn ¢ =w-+m-+ un die Anzahl der Nullstellen einer derartigen 


nicht auf die Erweiterung des Riemann-Roch’schen Satzes, sondern auf die Unter- 
ordnung desselben unter das allgemeine Theorem (XII). 
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Form und o’ die Mannigfaltigkeit der ganzen Formen von der Dimen- 
sion — uw’ — 2, welche in  verschwinden, bedeutet. 

Dieser letzte Satz mag sogleich zu einer einfachen Folgerung be- 
nutzt werden. Nehmen wir die Dimension der Form héherer Gattung 
uw’ = — 2 an, so ist die Anzahl der Nullstellen 

¢ = w—2n+ m =—2(p—1) +m. 
Andererseits ist die Zahl o’ stets gletch Null, denn es giebt keine ganze 
Form der Dimension Null, welche in § verschwindet; die Zahl r’ wird 
also von der besonderen Auswahl der Gruppe § von m’ Punkten ganz 
unabhingig und stets gleich p—1-+ m’. Eine derartige Form 3, 
welche die Dimension — 2 hat und ausser in den w Verzweigungs- 
punkten noch in m’ weiteren Punkten »,),...)m unendlich wird, 
bietet ein besonderes Interesse in der Theorie der algebraischen Inte- 
grale, bildet man nimlich das Integral 
(59) J = [%- (a, dx, —«,dx,), 
so stellt dieses das allgemeinste Abel’sche Integral dar, welches nirgends 
ausser in der gegebenen Gruppe § von m’ Punkten der Riemann’schen 
Fliche unendlich wird. Die Theorie der Reihenentwickelungen ergiebt 
hierbei leicht den allgemeinen Satz, dass, wenn die Form héherer 
Gattung @ in einem beliebigen Punkte » der Riemann’schen Fliche eine 
Unendlichkeitsstelle hat, welcher nach unserer Verabredung die Ord- 
nungszahl 4 zukommt, alsdann das Integral J in dem Punkte » eine 
Uebereinanderlagerung einer logarithmischen und einer (A—1) fachen 
algebraischen Unstetigkeit besitzt; hingegen sind die w Verzweigungs- 
punkte der Riemann’schen Fliche keine Unstetigkeitspunkte des Inte- 
grals J, wiewohl sie Unstetigkeitspunkte der Form @ sind, weil diese 
Punkte auch als Nullpunkte der Differentialform (%,dx,—2,d,) in 
gleich hoher Ordnung zu betrachten sind*). Fasst man also derartige 
Formen @ als Iniegranden eines zu dem Kérper gehérigen Abel’schen 
Integrales ins Auge, so ist es zulissig und zweckmiassig, von den in 
die w Verzweigungspunkte fallenden Unstetigkeiten der Form @ vollig 
zu abstrahiren**), Dann erhalten wir folgenden Satz: 

(XV) Die zu dem Korper gehirigen algebraischen Integranden, welche 
nirgends ausser in der vorgegebenen Gruppe } von m’ Punkten unend- 
lich werden, bilden eine lineare Schaar, deren Mannigfaltigkeit stets 
gleich p +m’ —1 ist, wie auch im iibrigen die m’ Punkte auf der 
Riemann’schen Fliche ausgewahlt sein mogen***), 

*) Vgl. Dedekind-Weber |. c. § 25, Ritter 1. c. 8. 270. 

**) Diese Festsetzung befindet sich in sachlicher Uebereinstimmung mit der- 
jenigen, welche Herr Noether in § 2 seiner Arbeit ,,Zur Theorie der Abel’schen 
Differentialausdriicke und Functionen“ I (diese Ann. Bd, 37, S. 417—460) getroffen hat. 

***) Riemann, Abel’sche Functionen, §§ 4 und 5. 
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Fiir m’ = 1 und m’ = 2 hat man insbesondere: 

(XVI) Wenn ein algebraisches Integral des Korpers nirgends ausser 
in einem Punkte » der Riemann’schen Fliche wnendlich sein soll, so 
ist es ein diberall endliches Integral. 

Denn die Mannigfaltigkeit dieser Schaar von Integralen ist ebenso 
gross, wie die Mannigfaltigkeit der Integrale erster Gattung, namlich 
gleich p. 

(XVII) Die Mannigfaltigkeit der Integrale zweiter oder dritter Gat- 
tung mit vorgegebenen Unstetigkeitspunkten », und », ist gleich p-+-1. 

Das Integral ist hierbei von zweiter oder dritter Gattung, je nach- 
dem die beiden Unendlichkeitspunkte », und », coincidiren oder nicht. 
Die letzten Betrachtungen lassen sich noch leicht in dem Sinne ver- 
allgemeinern, dass man iiberhaupt Bedingungen feststellt, unter welchen 
die Zahl o’, die in dem Satze (XIV) erscheint, unabhingig von der 
besonderen Auswahl der Gruppe § von m’ Punkten, stets gleich Null 
ist. Man gelangt so zu dem Satze: 

(XVIILl) Die Mannigfaltigkeit der Formen hoherer Gattung der 
Dimension —(h-+- 2), welche in einer gegebenen Gruppe § von hn-+s 
Punkten unendlich werden, ist, wenn h nicht negativ und s positiv ist, 
stets gleich p+-s—1, wie auch die Punkte der Gruppe $ auf der 
Riemann’schen Fiche ausgewahlt sein mogen. 

Denn man hat 


w=s=—h—2, m=hn+s 


q=w+(hn+s) —-(h+2)n—2p—2 +8; 
o’ ist aber gleich Null, weil es keine ganzen Formen der Dimension 
h giebt, welche in m’' =—hn-+s Punkten verschwinden, also ist die 
Mannigfaltigkeit : 
r=g—p+i—p—l1+s. 
Die vorherigen Siitze entsprechen dem Falle h — 0. 

7. Wir haben in No. 4 uns damit begniigt, die Ezistenz eines 
Fundamentalsystemes 0,, 0,,... ©, fiir die ganzen Formen des Kér- 
pers festzustellen, welche in einer gegebenen Gruppe & von m Punk- 
ten verschwinden; wir wollen nun noch eine einfache Construction 
dieses Fundamentalsystemes angeben, wenn das absolute Fundamental- 
system des Koérpers H,, H,, ...H, bereits als bekannt angesehen 
wird, und hierbei wird sich im Verlaufe dieser Betrachtung ein zweiter 
Beweis des im Mittelpunkte der Untersuchung stehenden Theoremes 
(XII) ergeben. 

Will man ein Fundamentalsystem fiir die ganzen Formen con- 
struiren, die in dem einen Punkte q verschwinden, so verfahrt man 
folgendermassen. Man ordnet die Formen H, = 1, H,,...H, nach 
ihren Dimensionen, und transformirt das Fundamentalsystem so, dass 


und 














Ueber den Riemann-Roch’schen Satz. 375 


H,, H,, .-- H» in q verschwinden; das ist allemal méglich, denn ver- 
schwindet H, in q nicht (h > 1) und ist & eine beliebige Linearform, 
die ebenfalls in q von Null verschieden ist, so kann man H, durch 
H,’ = H, — c&“* ersetzen und die Constante c so wihlen, dass H,’ in 
q einen Nullpunkt hat. Soll nun eine ganze Form 


H = u, Hy + tH, + +++ + ta An 
in q Null sein, so ist hierzu offenbar nothwendig und hinreichend, 
dass «u, in q Null ist; dann aber muss wu, durch y theilbar sein, wenn 
n die in q verschwindende Linearform (die Norm des Punktes q) be- 
deutet. Das gesuchte Fundamentalsystem ist also 


mH,, H, Hy, -.. Mn. 


Dieses Verfahren verallgemeinern wir durch den Schluss von m 
auf m-+ 1. Es sei bereits 0,,0,,... 0, ein Fundamentalsystem fiir 
die ganzen Formen, welche in der aus den Punkten q,, q., .-+ Gm 
bestehenden Punktgruppe G Null sind, und es mégen die Dimensionen 
dieser Formen v,, v,, ... ¥, der Grésse nach auf einander folgen. Tritt 
nun zu der Punktgruppe G ein weiterer Punkt q hinzu, dessen Norm 
gleich y ist, so giebt es unter den Formen © nach dem am Schluss 
von No. 3 bewiesenen Hilfssatze mindestens eine, die nicht in q ver- 
schwindet. Es sei ©, diejenige dieser Formen, welche den kKleinsten 
Index hat, so muss 0,, 0,, ... O,-1 in q verschwinden, und darf 
O.41, Os4e,.-- O, als in q verschwindend angenommen werden. Denn 
wenn 0,,, nicht in q verschwindet, so kann man es ersetzen durch 


Orin = Oop, — cht", 
und kann hierbei die Constante c so wihlen, dass unserer Forderung 


geniigt wird. Hat man das Fundamentalsystem so umgeformt, so wird 
eine in @ verschwindende ganze Form 


e= u, 9, free Us1 9,1 + us9, + Us41 Os41 +-+-+4,0, 


dann und nur dann auch in gq Null, wenn wu, durch y theilbar ist. 
Also ist 
0, eee 0,1, n9;, Os41, ts 0, 


ein Fundamentalsystem fiir die ganzen Formen des Kérpers, welche in 
der Punktgruppe G’ = g + G Null siad. 

Um nun auch unseren Hauptsatz auf diesem inductiven Wege zu 
erweisen, ordnen wir einem jeden Punkte q der Riemann’schen Fliche 
dasjenige System OQ von (m — 1) Punkten zu, welches mit ihm zu- 
sammen das vollstiindige Nullpunktsystem der Norm 7 bildet. Bilden 
wir also zu einem beliebigen gegebenen Punktsystem: 


G = q, + G2 +++ + Gm 
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das aus den Gruppen 0,, D2, --- OQ» bestehende Punktsystem 


§ =O, + O2,+-+- +n, 


so sind @ und § reciproke Punktsysteme. Nun sei 0,, 0,, ... 0, 
ein Fundamentalsystem fiir die ganzen Formen, die in G verschwinden, 
X,, Xo, -.- Xa ein Fundamentalsystem fiir die Formen erster Gattung, 
die in § verschwinden, und es sei bereits bewiesen, dass (bei passen- 
der Auswahl des Systemes X) (s. (52)) die charakieristische Reciproci- 
titsbeziehung 
(60) S(O,X%,) = Poy, (g,k=1,2... mn) 
ist, wo P= 7, 72 ... Nm das Product der Normen der Punkte q,, q,, .-. Gm 
bedeutet. Dann haben wir zu zeigen, dass die fiir die Reciprocitiit 
der Systeme charakteristische Beziehung (60) erhalten bleibt, wenn zu 
@ der Punkt g, zu § die Punktgruppe © hinzutritt. 

Wir denken uns wieder das Fundamentalsystem 


6; eee 0,-1, Q;, O41 ose 


so gewahlt, dass nur die Form 0, in q nicht verschwindet. Soll nun 
eine Form erster Gattung, die in § verschwindet: 


X = 0X; + Xp +++ + OnXn 
auch in 2 Null sein, so miissen offenbar nach (VI) 
XO,, XO,, -.. XO 1, XOu1, ... XOn 


Formen erster Gattung sein, die durch 7 P theilbar sind; also ist auch 
nach (VII) 


S(XO,) = S(X0,) «+» = S(XO4) = S(XO41) =: 
- + = $(XO,) =0 (mod. » P) 


S(X®,) = 8(e,>) vaX s) = >’ r+ 8(0,%:) = Pry, 
h h 


und jene Congruenzen fordern also, dass 


Nun ist 


VO, Sn SSH = Voy = ++ - = Og (mod. y) 


ist. Umgekehrt beweist man leicht, dass jede Form 
1X es Oa sa Xs FSX + Ver megs Kops +++ + Unita Xn, 


wenn v;...0, ganze rationale biniire Formen sind, eine Form erster 
Gattung ist, welche nicht bloss in §, sondern auch in Q verschwindet; 
denn fiir die Formen 1, X,, - ~~ %s-1Xs—1, s41Xs41, --+- Yn Xn ist dies 
evident, fiir die Form X, folgt es aus dem Hilfssatze der Nummer 2, 
wenn man beriicksichtigt, dass 
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S(X,0,) = +--+ = S8(X,0,-1) = S(X,- 40.) = S(X,0.41) =- - 
-- = 8(X,0,) = 0 (mod. 9 P) 
ist. Es ist also 


OQ; = 6,, eee OC}. = Os-1, 0, = 79,, Oh44 = O41, eee 0%, as 0, 


ein Fundamentalsystem fiir die ganzen Formen, die in G + q ver- 
schwinden und 


Xi = 9X, cre Xia = 0X1, Xi =X, Xp. = YXs41, eee Xn = Xn 


ein Fundamentalsystem fiir die Formen erster Gattung, die in H+ 0 
verschwinden. An die Stelle der Beziehung (60) tritt jetzt 
S(O,Xi) = nP- dn (g, h =1,2,...n), 

und damit ist gezeigt, dass die charakteristische Reciprocitiitsbeziehung 
nicht verloren geht, wenn man von Punkigruppen © von m Punkten 
iibergeht zu Gruppen von (m-+ 1) Punkten. Da aber fiir m=O die 
Reciprocititsbeziehung im zweiten Abschnitte bewiesen wurde, so haben 
wir hier einen neuen Beweis des Hauptsatzes (XII) gewonnen. Dabei 
haben wir unter den mdglichen Punktgruppen §, welche wir der 
Punktgruppe G als reciproke zuordnen kénnen, eine bestimmte ausge- 
wahlt, aber es ist offenbar, dass die etwas allgemeinere Fassung des 
Satzes (XII) unmittelbar hieraus abgeleitet werden kann. 

8. Wenn eine Punktgrappe G gegeben ist und wir construiren 
ein Fundamentalsystem 

6,. G, ... ©, 


fiir die ganzen Formen des Korpers, die in & verschwinden, so kann 
dieses ebenso wie das absolute Fundamentalsystem H,, H,, ...H, des 
Kérpers transformirt werden. Bilden wir aber fiir zwei verschiedene 
Fundamentalsysteme die Matrix 


(of (g,h=1,2,...m) 
und berechnen ihre Elementartheiler, so sieht man leicht, dass die- 
selben fiir beide Fundamentalsysteme identisch, also Invarianten gegen- 
iiber jeder Transformation des Fundamentalsystemes sind. Diese Ele- 
mentartheiler wollen wir schliesslich noch fiir das Fundamentalsystem 
0,, 8,,... On, ebenso wie friiher fiir das Fundamentalsystem H,,H,,... H» 
bestimmen. 

Es sei, wie am Anfange, y eine beliebige Linearform, welche in 
den Punkten },,).,-..}, und zwar resp. in den Ordnungen @,, a, ... a, 
verschwinden mége, und die Punktgruppe G mége die Punkte p,, p., ... Pr 
der Reihe nach in der Maultiplicitit 4,,4,,...A, enthalten, wobei die 
4 positive ganze Zahlen oder Null sind. Die nach Absonderung aller 
Nullpunkte der Linearform 4 aus © restirende Punktgruppe heisse G’. 
Dann bilden wir m ganze Formen des Kérpers, welche sammtlich in 
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@’ und jede noch in einer besonderen Punktgruppe verschwinden, Wir 
bilden namlich noch » weitere Punktgruppen, in welchen nur die 
Punkte »,, ~., --- ~» und zwar der Reihe nach in folgenden Maulti- 
plicitiiten vorkommen: 


| 





1 ee a a Po Ps oi Py | 
Ai, Ay ely fbn dy fete | Ay-Pee tpt, do, Ayeeg thon Ay yp | 
ith Ate te. Abert ne cbertindett, dabei debate” 


a roar , vie ren a a alia a iaciuck sie pery ial 7 


yy; +a Por—1 Py 


k+a+r-. sR ee py a 
a alia Dalat Aya M1 +, 4,41 








ik he Ayia + Gite, 4+ a, —1, 
wobei w eine nicht negative ganze Zahl bedeutet, iiber welche die Ver- 
fiigung vorbehalten bleibt. 


Diese » Punktgruppen seien mit 


Bu, Pie, eee Pie; 5 Par, Poe, te Pe, ay} eee By, Pe, tee Py, a, 
bezeichnet und eine ganze Form, welche ausser in & noch in Poo 
verschwindet, werde mit Ty, bezeichnet; dabei darf man annehmen, 
dass die Form Tyg in dem Pankte p, nicht in héherer Ordnung Null 
wird, als es durch die Panktgruppe $¢ gefordert wird. Bildet man 
nun die » Formen 

Tu, Tie, ey The; 3 Ta, Tee, eee To, a3 eee Vets Tre; “* T, a,» 
so ist offenbar 


=1,2,... 
(61) Tyo = tea,19; + t,29 + +++ + fpa,n On (° i ), 
SS +, 4,++. Ko 


wobei die Coefficienten ¢ ganze rationale binire Formen sind. Was 
nun die Determinante dieses Systemes linearer Gleichungen angeht: 


=1,2\...v:;¢6=—1,2.... 
ee OS 


so kann man zeigen, dass dieselbe nicht durch die Linearform » theil- 
bar sein kann. Denn wire 7 = 0 (mod. y), so kénnte man ganze 
rationale binire Formen, die nicht alle durch » theilbar sind, 


Unis Uy» eee U1,e3 35 Uo1) Uo, eee Ua, a} eee Uv) Uy2, see Uy, ay 
finden, so dass 








-—-——ws 
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> fea. tee = 0, > hee.2tles =0,... lites = 0 (mod. 9) 
eo eo 


eo 
tas ghia 
6=1,2,...a% 


> testes = + Th ere Te ate - 
eo 


ist. Ist dann 


he=wil,2,...0 


so folgt aus den Gleichungen (61): 
D> Teottes = 1. (T,0, + 7,0, + +++ + Tn On) vy gee 
eo 6= 94) +++ Qo 


und die Form auf der linken Seite dieser Gleichung wiirde also ausser 
in @’ noch in den Punkten 


Pir Par s+ + Pe 
A, +a, 4. -4,,...4, 44, 


verschwinden, Beachtet man nun, in welchen Ordnungen die Formen 
Too in den Punkten y,, p,,...}, Null sind, so wiirde folgen, dass alle 


in den Ordnungen 


tee 0 (modn) (Sy a) 
sind, was nicht angeht. 

Nachdem dieser Nachweis gefiihrt ist, dass die Determinante 7’ 
zu » relativ prim ist, kann man aus den Gleichungen (61) schliessen, 
dass die Systeme 

(Te ie Ge ais 

as h=1,2,...0 

und 

(0) (g, h = 1, 2,...m) 
in ihren Elementartheilern, soweit 7 in Betracht kommt, iibereinstim- 
men. Die Elementartheiler des ersten Systemes lassen sich aber ebenso, 
wie das auf S. 340 u. 341 geschehen ist, bestimmen. Wenn man noch 
beriicksichtigt, dass der Grosse der positiven ganzen Zahl uw keinerlei 
Schranke gesetzt ist, so findet man, dass die Elementartheiler, des 
Fundamentalsystemes 0,, 0,, ... 9,, soweit die Linearform 7 in sie 
eintritt, abgesehen von ihrer Reihenfolge die folgenden Potenzen von 
m sind: 











p A atl 4ita,—1 
Cy OF peer ey F , 
a, Att A, +a ~ 1 
(62) 2h G7 iver Qe , 
ay ayti ayta,—1t 
—— +, iad 
n”, n * — . u ay 
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Die in den Formeln (22) angegebenen Elementartheiler eines ab- 
soluten Fundamentalsystemes H,, H,,...H, sind hiervon nur ein spe- 
cieller Fall. 

Stellt man schliesslich die Formen 0,, 0,,... ©, als lineare 
homogene Functionen der Elemente H,, H,,...H, des absoluten Funda- 
mentalsystemes dar: 


(63) @, =>? dyn Hs (9,h = 1, 2,...n), 
h 

so ist die Determinante 

(64) A =| a,,| (9, h=1,2,...m) 


gleich dem Producte der Elementartheiler des Systemes 0, dividirt 
durch das Product der Elementartheiler des Systemes H. Hieraus 
folgt leicht, dass die Determinante A gleich der Norm der Punkt- 
gruppe G, d. i. gleich dem Producte der Normen der einzelnen in & 
enthaltenen Punkte ist. 


Heidelberg, April und Mai 1897. 








Zur Theorie der zu einem algebraischen Gebilde gehérigen 
Formen. 


Von 


Geora Pick in Prag. 


Im Nachfolgenden werden die hauptsichlichsten Ergebnisse einer 
vor lingerer Zeit durchgefiihrten Untersuchung iiber die Theorie der 
Formen beliebigen Geschlechts mitgetheilt. Ein Theil dieser Ergebnisse 
ist seinerzeit in einem an Hrn. Klein gerichteten und in den Gittinger 
Nachrichten*) abgedruckten Briefe in knapper Form veréffentlicht 
worden in der Absicht, fiir die ,nirgends singuliiren‘‘ Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, welche fiir hyperelliptische Gebilde von 
Hrn. Klein schon friiher bekannt gemacht**), fiir allgemeine algebraische 
Gebilde aber von ihm auf der Wiener Naturforscherversammlung i. J. 
1894 zur Sprache gebracht worden waren***), die correcte Gestalt 
herzustellen. Hiezu méchte ich bemerken, dass ich schon damals im 
Gegensatze zu Hrn. Klein, der das Gebilde in ,,kanonischer“ Form 
annahm, keinerlei beschrankende Voraussetzung iiber die Darstellungs- 
form zu machen gendthigt war. 

Der allgemeinen Auseinandersetzung der Ueberschiebungsoperation 
im ersten Abschnitte vorliegender Abhandlung folgen im zweiten Theile 
Ausfiihrungen fiir binér gegebene algebraische Gebilde. Ich méchte 
hier darauf hinweisen, dass sich als ausreichende functionentheoretische 
Grundlage einer rein algorithmischen Durchfiihrung des behandelten 
Problems die blosse Aufstellung von drei leicht zu gewinnenden alge- 
braischen Formen (A, B, C) herausstellt, von welchen in besonderen 
Fallen die dritte oder die zweite und dritte in Wegfall kommt. 


*) G, N, 1894, pag. 311ff. 
**) S. Math. Ann. Bd. 38, pag. 147. 

***) S. Jahresbericht d. Deutschen Mathematikervereinigung IV, (1894—1895), 
pag. 91, H, Klein hatte urspriinglich auf die Analogie mit dem hyperelliptischen 
Falle hin die nirgends singulire Differentialgleichung(vgl, unten pag.390) in der Form 

[o%, EP? = .€ 
angenommen, konnte jedoch, durch meinen oben erwiihnten Brief aufmerksam 
gemacht, schon in dem Referat Math. Ann. Bd. 46, pag. 78-80 die richtige Gestalt, 
welche auf der rechten Seite gebrochene Bestandtheile aufweist, mittheilen. 


Mathematische Annalen. L. 25 
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Um die Verdffentlichung dieser Untersuchung nicht linger zu 
verzégern, habe ich auf die Mittheilung analoger Durchfiihrungen in 
terniren und hdheren Gebieten verzichten zu miissen geglaubt. Ich 
hoffe auf solche bald zuriickkommen zu kénnen. 


I. Abschnitt. 


Definition und Untersuchung des Ueberschiebungsprocesses auf 
algebraischen Gebilden. 


§ 1. 
Die unabhangigen Variablen. 


Auf einem irgendwie definirten algebraischen Gebilde vom Ge- 
schlecht p denken wir eine der co*?—* nirgends singuliren ,,automorphen“ 
Variablen » ausgewahlt*). Dieses 4 werde gemiiss der Formel 

_ te 
bs 
in einen Zahler und Nenner so gespalten, dass &, , §, nirgends singular 
sind und bei Periodenwegen lineare homogene Umsetzungen von der 
Determinante Eins erfahren**). Die Existenz solcher &, & und die 
Anzahl der in denselben verfiigbaren willkiirlichen Gréssen wird im 
Verlaufe unserer Untersuchung durch die Aufstellung der fiir sie 
geltenden linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung klargelegt. 
Die Determinante 
(Edé) — §,d@é, — £,d&, 

ist unter den gemachten Annahmen eine ,,Differentialform“ folgenden 
Verhaltens. Sie ist iiberall endlich und von Null verschieden (priiciser 
ausgedriickt: sie ist ausnahmslos unendlich kein von der ersten Ord- 
nung) und reprocucirt sich bei Periodenwegen unverindert. Also 
unterscheidet sie sich von der bis auf einen constanten Factor bestimmten 
Klein’schen Differentialform selbst nur durch einen constanten Factor***), 
und wir setzen demnach mittelst geeigneter Normirung 


(1) (Edt) = do. 

Nun betrachten wir diese Gréssen &,, & als unabhingige Ver- 
anderliche der Formen des Gebiets. Es erhilt somit dw den Grad 2, 
die adjungirten Formen gm werden vom Grad (—2), die Ritter’schen 


multiplicativen Primformen vom Grad (— = u. S. W. 


Indem wir ferner die Definition des Ueberschiebungsprocesses 
durch gewisse Differentiationsvorschriften zu Grunde legen, kénnen 








*) Vgl. hierzu etwa Ritter, ,, Die multiplicativen Formen etc,‘ Math. Ann. Bd. 44. 
**) S. Ritter a, a. O. pag. 342 ff. 
***) S. F. Klein, ,,Zur Theorie der Abel’schen Functionen“ Math, Ann. Bd, 36. p.7. 
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wit ohne Weiteres beliebige Ueberschiebungen zweier Formen des 
Gebiets erkliren. Die Invarianteneigenschaft dieses Processes besteht 
dann in Folgendem. Durch irgendwelche eindeutige Transformation 
gehe das Gebilde in ein anderes, die Formen A, B dabei in bezw. 
A’, B iiber. Dann verwandelt dieselbe Transformation die Form 
(A, BY in (4, BY. 

Es ist die Aufgabe aller nachfolgenden Entwickelungen, die Natur 
dieser Ueberschiebungen festzustellen, und zu zeigen, wie man dieselben 
bei geeigneter analytischer Definition des Gebildes wirklich herstellt. 


§ 2. 
Die erste Ueberschiebung. 


A, B seien zwei Formen, ihre Grade bezw. a, B. Dann ist 


|@4 0A 
-_ 1 0&,’ 0& 
(A, B) @B | aB eB ’ 
0b,’ d&s 
also - 22 
1 aie 
(A, BY Ede) = cal op pat 





somit nach (1) § 1 


. 46a . BaA 


(1) (A, B)'= &____* __. 


Diese Formel wird alle ersten Ueberschiebungen bei gegebenem Ge- 
bilde zu berechnen ermdglichen. Man erkennt aber schon hier ohne 
Weiteres die Unabhiingigkeit der ersten Ueberschiebungen (abgesehen 
von unwesentlichen constanten Factoren) von der getroffenen Auswahl 
der &,, &, und ferner die Richtigkeit folgender Siitze: 

1) Ganze unverzweigte Formen haben ebensolche erste Ueber- 
schiebungen. 

2) Unvereweigte multiplicative (insb. algebraisché) Formen haben 
wieder unvergweigte multiplicative (insb. algebraische) erste Ueber- 
schiebungen, 

Denn die Multiplicatoren von (A, B)! sind offenbar die Producte 
der entsprechenden Multiplicatoren von A und B. 

3) Die erste Ueberschiebung zweier ganzer unverzweigter multipli- 
cativer Formen mit bezw. m, » Nullstellen besitzt m+ + 2p — 2 
Nullstellen, 


Denn die gegebenen Formen haben die Grade (— ra) und 


(— ="); ihre Ueberschiebung also den Grad 
a oe oe ey lS 
p—1 p—1 p-1 
25* 
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Es seien speciell z,, 2, zwei ganze unverzweigte multiplicative 
Formen obne gemeinsamen Theiler von gleichem Grade, also gleicher 
& 


~ 
4 


Zahl n der Nullstellen, und gleichem Multiplicatorsystem, so ist z= 
eine n-werthige Function des Gebildes. Aus 


n (2, 29)'. dw 
mee — wae. 








folgt, dass die Verschwindungspunkte von (¢,, 2,)' gerade die Ver- 
zweigungspunkte der tiber der complexen z-Ebene ausgebreitet gedachten 
Riemann’schen Fliache des Gebildes sind. (¢,, 2,)' ist also die ,,Ver- 
zweigungsform“ dieser Fiche. 

Stehen zwei multiplicative Formen nicht in so einfacher Beziehung, 
so ist eine geometrische Deutung ihrer ersten Ueberschkiebung in solcher 
bestimmten Weise nicht méglich. Dies liegt daran, dass eine multipli- 
cative Form durch ihre Verschwindungspunkte nicht ausreichend definirt 
ist, sondern nur bis auf nirgends verschwindende Factoren*). Ersetzt 
man nun in (A, B)' A durch eA, B durch e° B, wo 


u=|foda, v= {edo 


Integrale erster Gattung und g, y die zugehdérigen adjungirten Formen 
sind, so ergiebt sich 


(e" A, e? B)' = evr. {(A, By — AB(t = 3) ? 


und man sieht, dass die Ueberschiebung nicht bloss in gleichgiiltiger 
Weise durch einen Factor e“t*, sondern in Bezug auf ihre Nullstellen 


durch das additive Glied AB(® — . alterirt erscheint. Sind also die 


Formen nicht selbst sondern nur ihre Nullstellen gegeben, so bleiben 
die Nullstellen ihrer ersten Ueberschiebung noch insoweit unbestimmt, 
als sie irgend eine Gruppe einer gewissen linearen Schaar von p Para- 
metern bilden kénnen, entsprechend den p in der adjungirten Form 


2-5 freien Constanten. Diese Schaar, im Allgemeinen eine Theil- 


schaar, wird, wie beiliiufig erwahnt sei, zur Vollschaar, wenn A und B 
Primformen sind. Denn die Gruppen der Schaar enthalten dann je 
2p Punkte, und die Zahl p der Parameter ist also wirklich die der 
vollen Corresidualschaar. Sie ist in diesem Falle auch leicht geometrisch 
definirt, weil ihr ja jede Gruppe angehért, welche aus den Nullstellen 
von A und B und jenen einer beliebigen m zusammengesetzt ist**). 

*) S. Ritter, a. a. O. pag. 296ff. 

**) Die Grundsiitze der Theorie der multiplicativen Formen werden im Text 
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§ 3. 
Der ersten Ueberschiebung verwandte Bildungen. 
Wenn A,, A,,...A, Formen bezw. von den Graden a, , a,... Gy 
bedeuten, und ferner der Kiirzer halber 
‘ ala, a 
@,(#j—1)---(%—* +2) ast" og 





Aix 


gesetzt wird, so ist 
(1) (A,, A,,...A,)' =| Aja (i,k == 1,2,...9) 


eine invariante Bildung, welche sich in analoger Weise wie die erste 
Ueberschiebung zweier Formen ausdriicken liisst. Denn man hat 
r(r—1) 


Ava] -(Ed8) =| Ay dds, Z — + Carlee 


(¢—=1,2,...79), 
wie sich leicht verificiren lisst, indem man die Elemente der rechts 
stehenden Determinante die (7 — 1)' Differentialquotienten der A aus- 


driickt und hierauf den Multiplicationssatz der Determinanten anwendet. 
Also ist 





1 : 1 





2 a’! A: | 
, Pa, 7 — @;(a;—1)---(a,—r+2 sf 
() (dpe dyya dg = LS SSE 
do * 
und, wie man sieht, unabhiingig von der Auswahl der &,, &,. 
In dem Falle, wo die Formen A ganze unverzweigte multiplicative 
Formen gleichen Grades, etwa mit je m Nullstellen sind, wird 


(A,, A,.,..A,)* 
eine Form gleicher Natur mit rn + (p—1)r(r—1) Nullstellen. 
Haben die Formen tiberdies gleiches Multiplicatorsystem, so dass 
4, A, + Ay Ay + +++ A, A, 
eine co”~!-Schaar multiplicativer Formen darstellt, so sind die Null- 
stellen von (A,, A,, ...A,)', offenbar jene Stellen des Gebildes, wo 
eine Form der Schaar r-fach verschwindet. Solcher Stellen giebt es 
also: nr + (p—1)r(r—1). Am bekanntesten ist hier der Special- 


vorausgesetzt, Es mége jedoch hier die Bemerkung Platz finden, dass jede 
multiplicative Form f offenbar Differentialgleichungen wie 


(A, f)'+Bf=0 
gentigt, wo A, B algebraische Formen sind, Hierin liegt der Ausgangspunkt 
einer independenten, d. h. von dem Umweg iiber die Klein’sche Primform Q(2,y) 
freien Entwickelung der Theorie der multiplicativen Formen, 
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fall, wo die A die adjungirten  bedeuten. Es ist dann n—2p—2, 
y =p, und obige Zahl giebt 


p(p? _— 1), 


die Anzahl der sogenannten Weierstrasspunkte*). 


g 4, 
Hilfssiitze. 


Fiir die Aufstellung der héheren Ueberschiebungen ist es wesent- 
lich, zu untersuchen, in wie weit diese Bildungen selbstindig sind, 
oder sich auf niedrigere zuriickfiihren lassen. Es gelten in dieser Be- 
ziehung die folgenden beiden Sitze, die ich nirgends angegeben finden 
konnte, so trivial sie im Uebrigen ihrem Inhalt nach sein mégen. 


1) Jede Ueberschiebung von hiherem Index als Zwei 
liisst sich rational durch wiederholte erste und zweite Ueber- 
schiebungen darstellen. 


2) Die eweiten Ueberschiebungen beliebiger Formen lassen 
sich durch eine einzige zweite Ueberschiebung zweier nach 
Willkiir zu wihlenden Formen (und erste acacia 
rational ausdriicken. 


Nach diesen Siatzen wird unsere Aufgabe mit der Aufstellung einer 
einzigen zweiten Ueberschiebung im Princip erledigt sein. 

Der Beweis der Siitze folgt aus gewissen allgemeinen von Herrn 
Gordan aufgestellten Identititen**). Die Herleitung dieser Identititen 
ist bei Hrn. Gordan allerdings an die Voraussetzung ganzer rationaler 
Formen gekniipft, und mit symbolischen Mitteln durchgefiihrt. Man 
hat jedoch nur ndthig, sich die symbolische Rechnung Schritt fiir 
Schritt durch faquivalente Differentiationsprocesse ersetzt zu denken, 
um zu erkennen, dass die Giiltigkeit der Gordan’schen Gleichungen von 
jenen beschrankenden Voraussetzungen unabhingig ist ***), 

Die auf Seite 11 der citirten Schrift von Gordan aufgestellte 
Formel (III) giebt unter der zweiten zulissigen Annahme bei ver- 
anderter Bezeichnung 





*) Vgl. Hurwitz, Math. Ann. Bd. 41, pag. 407f. 

**) P. Gordan, Formensystem binarer Formen, Leipzig 1875. 

*#*) Es ist iiberhaupt fiir manche Zwecke mdglich und niitzlich, sich auch 
fiir beliebige Formen beliebig beschaffenen Grades der Aronhold’schen Symbolik 
zu bedienen; eine, iibrigens fiir unseren Gegenstand irrelevante Ausnahme, bilden 
unter Umstiinden gerade die Formen positiven ganzzahligen Grades, wenn sie 
nicht rational sind. Vgl. Pick, Wiener Berichte 1887, pag. 876 ff. 
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a) 3; (TO (4, oy", BY 


ee ‘) 


-S« CECT) 


‘aaa dia 








((A, By+i, oo i 


Hier bedeuten A, B,C Formen von den Graden a, B, y bezw.; k und r 
sind ganze positive Zahlen, r héchstens so gross wie k. Bei fest- 
gehaltenem & gewinnt man fiir r—1,2,...(&—1) ein System von 
(k—1) Gleichungen, in welchen im Ganzen zwei k'e Ueberschiebungen 
vorkommen, nimlich in den Gliedern 
(A,C).B und (A, B.C. 

Alle iibrigen vorkommenden Ueberschiebungen sind von kleinerem 
Index als k. Ist also k >3, die Anzahl der Gleichungen somit > 2, 
so kann man (im Allgemeinen in mannigfacher Weise) nach den jiten 


Ueberschiebungen auflésen, womit der erste der oben angegebenen 
Sitze erwiesen ist. 


Wir wollen zum Zwecke spiiterer Anwendung die dritte Ueber- 
schiebung zweier Formen A, B vom gleichen Grade @ bestimmen. Mit 
Zuhilfenahme einer dritten Form C vom selben Grade ergiebt sich leicht 


@) — GE=5 (4) B.C = — ((4, BY, 0)? +2((4, OY, B)! 
— 2((B, C), A)}, 
oder noch einfacher fiir C — A wegen 
((A, B)', A)? = “—* (A, B). A, 

(3) (A, B)’. A= 2((A, A), B)'— 2 ((A, BY, A)*. 

é.us i“ Page sich fir k= 2, r—1 
4 4,¢c7.B= 44, Be 

+ ((A, B)', C)!— ((A, ©), B))'. 
Offenbar liegt in dieser Forme! der Beweis des zweiten der angegebenen 
Hilfssatze. 
§ 5. 
Die zweite Ueberschiebung. 

Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen erlangen wir eine 

ausreichende Grundlage ftir die Berechnung irgendwelcher Ueber- 


schiebungen, indem wir von zwei nach Willkiir gewahlten Formen A, B 
die zweite Ueberschiebung bestimmen. Wir wihlen A, B am zweck- 
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missigsten als unverzweigte ganze (eindeutige oder multiplicative) 
Formen mit lauter einfachen Verschwindungspunkten und ohne gemein- 
samen Theiler. Zuniichst ist klar, dass jede Ueberschiebung zweier 
ganzen unverzweigten Formen wieder eine Form derselben Beschaffen- 
heit ist. Man erkennt dies am einfachsten, indem man den betreffen- 
den Ueberschiebungsprocess durch einseitige Derivirte darstellt*), und 


bedenkt, dass 7 — a iiberall regulir ist, und seine Werthe ausnahmslos 


in erster Ordnung annimmt. Es ist demnach (A, B)* eine ganze 
unverzweigte Form vom Grade a + 6 — 4, wenn a, B die Grade von 
A, B sind. 

Betrachten wir jetzt die Werthe, welche (A, B)* annimmt, wenn 
entweder A oder B verschwindet. Dieselben folgen aus Gleichung 
(4) des vorigen Paragraphen und der analogen, welche aus ihr durch 
Vertauschung von A und B hervorgeht, unter Zuhilfenahme einer 
willkiirlichen Hilfsform C. Es ergiebt sich 


, _ (B, OY, A) + ((4, BY, 0)" 
fir A=0 (A, BY = *tP—?. ( + 





ey ‘A, C)',B)'— ((A, B)', C)! 
fir B=0 (4, By = Ste 2 ((4,0..B) -§ ; 7 

welche Ausdriicke nach Friiherem berechnet werden kénnen, da sie 
nur erste Ueberschiebungen enthalten. Bilden wir nun eine ganze 
multiplicative Form M, welche in Grad und Multiplicatorsystem mit 
(A, B) iibereinstimmt, der Bedingung gemiiss, dass sie in den Ver- 
schwindungspunkten von A und B gerade die berechneten Werthe 
annimmt, so verschwindet 

(A, BY? —M 
jedesmal, wenn AB gleich Null wird, und es ist also 

A,B? —M 

Cip—-* 
eine ganze multiplicative Form. Sie ist aber sogar eindeutig, weil 
offenbar (A, B)? dasselbe Multiplicatorsystem besitzt, wie AB; sie ist 
ferner vom Grade — 4, und besitzt also 4p — 4 Nullstellen. Formen 
dieser Art giebt es oo*?-5; es wird sich im folgenden Paragraphen 
zeigen, dass entsprechend der Auswahl der unabbiingigen Variablen y 
jede soleche Form auftreten kann. 

Aus der schon beniitzten Gleichung (4) § 4 ergiebt sich nun 
B rest ? 7 i 
peu MC+(4 - (4,0), B) 





del . 
apy — aA OC} == 











So min. + = 


*) Vgl. etwa Hilbert, Math. Ann. Bd. 27. 
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und man sieht also, dass das Zusatzglied mit der Form ¥ noch in 


gewisser Weise von den Graden der Ausgangsformen abhingt. Wir 
seizen deshalb 


st 
= @-ne-H” 
wodurch fiir (A, B)? erhalten wird 
- a+f—2 
(1) (A, BP = M+ @—i)@—) ®.AB, 


und diirfen nun ® als von A und B giinzlich unabhingig ansehn. 

Um die zweite Ueberschiebung zweier willkirlicher Formen zu 
berechnen, haben wir gemiiss § 4 Formel (4) daselbst zu verwenden; 
dabei kénnen wir fiir (A, B)? den reducirten Werth M nehmen, und 
miissen dann nur zum Schlusse das Zusatzglied hinzufiigen. 


§ 6. 
Hohere Ueberschiebungen. Die nirgends singulaéren Differential- 
gleichungen. 


Die Berechnung héherer Ueberschiebungen erfolgt nun ohne 
Schwierigkeit auf Grund der Formeln (1) § 4. Wir wollen etwas niiher 
auf die Berechnung der dritten Ueberschiebung zweier Formen A, B 
vom selben Grade « eingehn, um festzustellen wie in denselben die 
Form ® enthalten ist. Nach dem am Schlusse des vorigen Paragraphen 
Gesagten enthiilt 


((4, BY, C)? das Zusateglied —*“>*—- @.(A, B)'.C, 


(a —1) (Qe — 
((A, C)?, B)! das Zusatzglied ay (PAC, B)', 
((B, C)?, A)! das Zusatzglied —". (®BC, A). 


Rechnet man diese Gréssen aus, und beniitzt die gefundenen Werthe 
fiir die rechte Seite von (2) §3, so ergiebt sich dort das Zusatzglied 


(3a — 4)? 
(a@—1)(a@—2)(2a— 3) 


somit fiir (A, B)* als von ® abhingigen Bestandtheil 


6a —8 
@ai@—y ? (4, BY’. 





®.(A, B)'. C, 


Wir kniipfen an dieses Resultat eine vorliufige Bestimmung jener 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher die Variabeln 
&,, §& als Functionen geeigneter Verinderlicher unseres Gebildes 
geniigen. 
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Es sei 2 eine eindeutige Function des Gebildes, und 


1—%, 
WO 4,, %, ganze unverzweigte multiplicative Formen v'*" Grades ohne 
gemeinsamen Theiler bedeuten. Es lassen sich dann jedenfalls Ueber- 
schiebungen nach 4,, z, als unabhangigen Variablen, die wir durch 
eckige Klammern unterscheiden wollen, durch solche nach &,, § formal 
ausdriicken, indem man die Differentiationen nach dem einen Variablen- 
system durch jene nach dem anderen System darstellt. Es bezeichne 
nun zur Abktirzung € einen linearen ‘Ausdruck in &,, & : ¢,&,-+ c,&, 
und ferner sei 

(4,, )'=6, 

(4; 2,)° eadins 

(6, 6? —=2Z 


gesetzt. Dann ergiebt die Ausrechnung ohne Schwierigkeit 





(v —2) (k[2» —2] — [2»—1]) (v—1)(kK—2) 
GQ) [#,sP= 2(2»—3) (k[2v—2]—») Ot — a He" *2}-§, 


wo k& eine willkiirliche Zahl bedeutet. Fir k —2 gestaltet sich die 
Gleichung besonders einfach : 


(2) [o?, g)? = 2— E.g. 


yv—8o6 





Die rechte Seite dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung fir & 
enthalt die Form 9, da nach der zu Beginn dieses Paragraphen 


ermittelten Gestaltung dritter Ueberschiebungen in das Zusatzglied 


6y —8 
@—ne-y” 


enthalten ist. Offenbar wird nun das Verhalten der Integrale von (2) 
in der Umgebung irgend einer Stelle des Gebildes durch dieses Zusatz- 
glied in keiner Weise alterirt. Wie also immer ® als ganze unver- 
zweigte Form mit 4p — 4 Nullstellen ausgewihlt werden mag, unsere 
Differentialgleichung giebt stets nirgends singuliire Integrale, und &,, &, 
werden in allen Fallen Variable von der Beschaffenheit, die wir von 
Anfang vorausgesetzt haben. Existenz und Mannigfaltigkeit dieser 
Groéssen ist also jetzt analytisch verificirt. 














~~ 
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If. Abschnitt. 
Wirkliche Ausfiihrung bei biniir gegebenem Gebilde. 
§ 7. 
Hyperelliptische Gebilde. 


Es sei 
f = atp+? 


die Grundform eines hyperelliptischen Gebildes; so ist 


Vf 
die Verzweigungsform, und man kann also setzen (vgl. § 2) 
(1) (44, #)'= Vf, 
woraus weiter (§ 2, Gi. (1)) 





do == — 2—! (#48), 
Vi 2 V7 
Zwei beliebige Formen A, B von den Graden a@, B in den &, also von 


p—i 


(2) (A, B)' = [A, B}'- Vf, 
wo durch eckige Klammern wieder Ueberschiebungen hinsichtlich 2, , 2, 
angezeigt sind. Insbesondere erhalt man fiir zwei lineare Formen 

Uy = Uy 2, UySQ, Ve = 1%, fH VQBy 
(3) (us vs)! = (wo) Vf. 
Behufs Herleitung der zweiten Ueberschiebung benutzen wir eben diese 
beiden linearen Formen. Nach § 5 ist fiir v, = 0 


den Graden — 





a, —?="5 in den z, geben 


2 ((u,, w,)', v,)' ak ((u,, v,)', w,)1 


wv, 


Rechnet man hier die rechte Seite nach (2), (3) dieses Paragraphen 


aus, so ergiebt sich, immer mit Beriicksichtigung von v, = 0, fir 
dieselbe 


(Us, v5)? = 





— 4a}? (au) (av) 
Da dieser Ausdruck sowohl, als auch (u,, v,)? selbst in den w, v sym- 
metrisch ist, so stellt derselbe auch die Werthe von (u,, v,)? fir 
u, = 0 dar. Man hat daher nach §5 
2 es 2p if 2p — 2 
(4) (Us, V.) = — 4a,” (au) (av) oo D . u,,. 


Hierbei ist ® als ganze unverzweigte Form mit 4p — 4 Nullstellen 
von der Gestalt 
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wo M, N ganze und rationale Formen in 2,, 2, von den Graden 
2p — 2, p— 3 bezw. bedeuten. 

Von (4) ausgehend erhalten wir die zweite Ueberschiebung zweier 
beliebiger Formen A, B von den Graden «, 6 durch zweimalige An- 
wendung von (4) §4. Es ergiebt sich ohne Schwierigkeit: 


(5) (4,BY—=[4,B}.f +4 590 (Af B+4 2 Bf} A 


a+ fB- 2 
t+ @=ng—n?'45- 


Fiir die Anwendung dieser Formel muss jedoch bemerkt werden, dass 
sie versagt, wenn eine der Formen A, B oder beide vom ersten Grade 
in 2,, 2, sind, weil dann die rechts stehenden zweiten Ueberschiebungen 
zum Theil oder simmtlich ihren Sinn verlieren. Es hat keine Schwierig- 
keit, die Formel fiir diese Ausnahmefalle passend zu modificiren: doch 
mag dies tibergangen werden, da der einzige fiir die Folge wichtige 
dieser Fille durch (4) erledigt ist. 

Wir berechnen noch die dritte Ueberschiebung von u, und »v, ver- 
mittelst (3) § 4. Dieselbe giebt zuniichst 


U,.(Us, 02)? = 2 (us, U;)?, v.)* —2 ((us, v;)’, u,)!, 


und wenn man hier nach den eben aufgestellten Formeln die rechte 
Seite auswerthet, so erhalt man 


lng (p—1).(p+2) 
(6) (us, v;)° =——2 p(p+1) — ®. “(u v)° ‘VF. 
Sonach lautet fiir das hyperelliptische Gebilde jene nirgends singulire 
Differentialgleichung (2) § 6: 


° e _*(Pt*)__@. £¢ 
(7) Cf BY @+iep+i ° 5°). 


§ 8. 
Binomische Gebilde. 


Nachst den hyperelliptischen Gebilden gestatten jene allgemeinen, 
deren Irrationalitaét s durch eine (irreducible) binomische Gleichung 
s™ = R(z) 
definirt ist, eine besonders einfache Darstellung im biairen Gebiet. 
Nach Einfiihrung homogener Variablen mittelst 


s== 


k6nnen wir als Irrationalitit 


arn 
en V R(2,, 4) 
*) Vgl. F. Klein, Math. Ann. Bd, 38, pag, 147. 
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ansehn, wo RF eine rationale homogene Function bedeutet, deren Grad 
durch m theilbar ist. Wir zerlegen 


(VRy’ 
in zwei Factoren, deren einer in Z,, 2, rational, deren anderer s; hin- 
gegen (bis auf einen constanten Factor) durch die Bedingung bestimmt 
sei, fiir endliche 2 iiberall endlich zu sein und méglichst niedrigen Grad 
zu besitzen. Dann ist leicht zu sehn, dass die Gréssen 
Sy (== 1), 8, So)... Sma 


eine Basis fiir die ganzen in ¢,, 2, und 7/R rationalen Formen des 
Gebildes darstellen. Es ist ferner 


das allgemeinste Differential erster Gattung, wenn die ganzen in ¢,, 2, 
rationalen Formen y von solchen Graden angenommen werden, dass 


der ganze Ausdruck nur von * abhiingt. Endlich sind 
1 


Sp . Sm—: = fe = fn—r (k= 1,2,...m—1) 
ganze rationale Formen der ¢,, z,*). Das Product dieser m— 1 Formen 
F ax ff...» fama = (8:8 « . » Sm—1)* 

ist eine Form vom Grade 

g = 2m+ 2p — 2, 
und besitzt jeden Linearfactor z,— az, so oft, als fiir z= a (einfache) 
Verzweigunyspunkte vorhanden sind. Man kann das leicht direct ab- 
zihlen, oder aus dem Umstand erschliessen, dass I’ offenbar die 
Discriminante der Basis [s,, s,;,...Sm—1] ist. Die Form 
"PR 
verschwindet fiir jeden w-blittrigen Verzweigungspunkt in der (« — 1)!" 


Ordnung; sie ist also die Verzweigungsform der Riemann’schen Fliche 
iiber der z-Ebene. Wir setzen somit 


(1) (4, £)' —_ VF, 

und haben demnach 

(2) (A, B)! =[A, B}'. YF, 
insbesondere 

(3) (us, v:)' == (uv) WF. 


Um die Berechnung der zweiten Ueberschiebung durchzufiihren, be- 
*) Vgl. wegen vorstehender Festsetzungen Pick, ,,Zur Theorie der binomischen 
Integrale‘‘; Wr. Ber. Juli 1886. 
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merken wir folgendes. Sei fiir ein beliebiges binar in z,, 2, gegebenes 
Gebilde 
(4, %)' = 6, 
so findet sich leicht nach den Ausfiihrungen in § 5, dass (u,, v.)? bis 
auf ein mit dem Factor u,v, behaftetes Glied gleich 
— 26. [6, u,v.]° 

wird. Es ist aber zu beachten, dass dieser Ausdruck im Allgemeinen 
keineswegs ganz (iiberall endlich) ist, dass also aus demselben erst 
der entsprechende ganze Bestandtheil ausgesondert werden muss. Dies 
gelingt fiir den hier zu behandelnden Fall leicht auf folgendem Wege. 

Es sei A die ganze Form von 2,, ¢,, welche fiir diejenigen z- Werthe 
einfach verschwindet, fiir welche unser Gebilde verzweigt ist. Dann ist 


(A, 6)* 
a B 


eine ganze (multiplicative) Form, wie sich leicht durch Abzahlung der 
Gréssenordnung von Zahler und Nenner in den Verzweigungspunkten 
ergiebt. Sonach hat man 

(A, 6)'+ Bo? = ? 
oder auch 

[A,6|'+ Bo=—0. 
Fiir ein binomisches Gebilde nun ist B geradezu in z,, 2, rational, wie 
‘man sofort sieht, wenn man die wirklichen Ausdriicke von A und 
6=)/F eingesetzt denkt*). 

Durch diese beiden Formen A und B lasst sich der oben erhaltene 

Ausdruck leicht in passende Gestalt bringen. Man findet bis auf ein 
additives, mit dem Factor u,v, behaftetes Glied 


sae — 26.([6, u,v,}° 
gleic 


_ 25 {{A, sve]? + 2(B, u.v,]'}, 


welches offenbar eine iiberall endliche Form ist. Sonach ergiebt sich 


(4) (u,, v.)? = — 2% ([A, u,v]? + 2[B, u.0,]"} 


In Hinsicht auf die Bildung der eindeutigen Form © mit 4p — 4 Null- 


stellen, also vom Grade 2 


in den z, ist zu bedenken, dass bei 





*) Das identische Verschwinden von B, wo dann A= "UF wird, ist 
Kennzeichen dafiir, dass das binomische Gebilde zu einer kanonischen Fliche im 
Sinne von Hrn. Klein gehért. Vgl. Osgood, ,,Zur Theorie der zum algebraischen 


Gebilde y” = R(x) gehérigen Abel’schen Functionen“, Inauguraldissertation, 
Géttingen 1890. 














Ueber die zu einem algebraischen Gebilde gehérigen Formen. 395 


der hier zu Grunde gelegten Auffassung, wo d@ von vornherein als 
eindeutige Differentialform angenommen ist, 2,, 2, nothwendigerweise 
im Allgemeinen als multiplicative Formen angesehen werden miissen. 
Ist nun ¢ irgend ein Multiplicator der z, so wird eine Form dann und 


nur dann in z,, 2, und /R rational sein, wenn ihr entsprechender 
Multiplicator jene Potenz von ¢ ist, deren Exponent zugleich den Grad 
der Form in den zg angiebt. Man ersieht hieraus, dass 

° 

ce 
in 2,,2 und Y/R rational ist. Andrerseits ist dies eine Form vom 
Grade — 4 in den z, welche nur in den Verzweigungspunkten, und 
zwar in einem g-blittrigen Windungspunkt héchstens von der Ordnung 
2u — 2 unendlich wird. Hienach hat es heine Schwierigkeit, fiir diese 
Formen eine Basis aufzustellen, und hierauf durch Abzihlung zu be- 
stiitigen, dass dieselben von 3p — 3 Constanten abhingen. 

Von Formel (4) ausgehend lassen sich nach den allgemeinen 
Auseinandersetzungen beliebige Ueberschiebungen berechnen. Wir 
begniigen uns hier mit der Aufstellung der dritten Ueberschiebung 
von #, und v,. Bezeichnet man der Kiirze halber die Grade der Formen 


6 = jF und A in den gz bezw. mit m, a, so findet sich 


&,, v,)° 2 ; 
©) eae Be (@n—a)[4,4}— (Bn—2a)[4,B]—4nB 
— (P—1) (6m+Sp—8) 

(m-+p—1) (m-+-2p— 2) 
Hieraus erhilt man ohne Weiteres nach § 6 die nirgends singulire 
Differentialgleichung fiir die , naémlich den Werth von 
[o°, EF. 

Es liegt aber nahe, auch auf der linken Seite dieser Differential- 
gleichung die Form o? in der zweiten Ueberschiebung durch die Formen 
A und B zu ersetzen. Thut man dies, so nimmt die Differential- 
gleichung eine besonders einfache Gestalt an: 


(6) [A, §]*-+ 2[B, t= — 4—* 5 0-g. 





§ 9. 
Das allgemeine Gebilde F(z, s) = 0. 


Im vorigen Paragraphen sind einige Ueberlegungen schon durch- 
geftihrt, welche auch fiir ein allgemeines algebraisches Gebilde bei 
binirer Darstellungsform in Geltung bleiben. Bekanntlich lassen sich 
zunachst wieder m Formen 


So» S15 © @-e Sm—1 
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angeben, welche eine ,,Basis der ganzen Formen“ des zu einer m- 
blattrigen Flaiche gehérigen Gebildes ausmachen*). Desgleichen existirt 
eine solche Basis fiir ein Formensystem, dessen Unendlichkeitsstellen 
und zugehérige Maximalgréssenordnungen vorgeschrieben werden. 
Bezeichnet ferner A wieder diejenige ganze rationale Form von 
2,, % allein, welche nur fiir diejenigen z-Werthe (a) einfach ver- 
schwindet, tiber welchen die Riemann’sche Fliche verzweigt ist, also 


A= IT (a4,—2), 


6 = (4,, 2)", 


und ist wieder 


so existirt auch hier eine Form B, so dass 
(1) [A, o]'+ Bo=—0. 


Es wird aber im Allgemeinen diese ganze Form B nicht mehr in ¢,, 2, 
allein, sondern in g,, 2, und s rational sein. In Folge hievon ist der 
Ausdruck 


— 25 {[A, we]? + 2(B, w.)"} 


im Allgemeinen nicht mehr ganz, da in [B, wu, v,]' fir einen u-fachen 
Windungspunkt iiber a ein niedrigstes Entwickelungsglied mit 
Tm 
(e—a)" 


(in nicht homogener Schreibweise), im ganzen Ausdruck also ein 


solches mit 
1 


(e—a)t 
aufireten kann. Man wird also hier eine dritte Form C zu Hilfe 
nehmen miissen, welche so zu construiren ist, dass der Ausdruck 


— 25 {[A, u,v.F + 2[B, u,v,}' + C. uv.) 
iiberall endlich ist, worauf wie friiher 


(2) (ts, v2)? = —2© (LA, u,0,]? + 2[B, u,v,]' + C.u.0.} 








wird. 

Im allgemeinen Falle bedarf man also zur Aufstellung der Ueber- 
schiebungen der Kenntniss dreier, in 2,, 2,, 8 rationaler Formen A, B, C, 
und die Aufgabe, welche in letzter Linie zu lésen ist, besteht in der 


*) Vgl. die einschligigen Aufstellungen von Dedekind-Weber, Kronecker 
und insbes, von Hensel. 
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Berechnung dieser Formen. Was zunichst A anlangt, so ist dessen 
Bestimmung ohne Schwierigkeit. Die ganze Form B ist aus folgenden 
Angaben herzustellen. Der Grad von B in den g ist um zwei Kin- 
heiten niedriger als der von A; die Werthe von B sind fiir alle 
Punkte, deren z mit einem Nullpunkt von A zusammenfiallt, leicht 
berechenbar. Diese Angaben bestimmen B ausreichend. In dhnlicher 
Weise sind fiir C der Grad, welcher um vier Einheiten niedriger als 
der von A ist, und die Anfangsterme der Entwickelungen um die 


Verschwindungsstellen von A gegeben, wodurch C bis auf ein Zusatz- 
glied von der Form 
A 


=a? 
bestimmt ist. Man wird sich fiir irgend eine, willkiirlich ausgewihlte, 
soleche Form zu entscheiden haben. 

Sind nun diese drei Fundamentalformen bestimmt, so kénnen alle 
weiteren Berechnungen in sozusagen algebraischer Weise durchgefiihrt 
werden. Als Beispiel geben wir die nirgends singulire Differential- 
gleichung der & in der einfachen Gestalt, die sie mit Zuhilfenahme 
der Formen A, B, C annimmt. Es wird 

¢ —1 A 
(9) (4, P+ 2(B e+ CE — P= 1 Aoi, 

Es wird nicht itiberfliissig sein, zum Schlusse einen allgemeinen 
Fall namhaft zu machen, in welchem C verschwindet, also die Gestalt 
aller Formeln die einfachere des vorigen Paragraphen wird. Der Fall 
ist der der sogenannten symmetrischen Riemann’schen Flichen. Liegen 
niimlich auf einer solehen tiber dem Punkte a der z-Ebene 0 Ver- 


zweigungspunkte von je ; Blattern, so ist offenbar 
V | [2-2 ; 


als Verzweigungsform anzusehn, und A, B bestimmen sich genau wie 
bei binomischen Gebilden. 


Prag, Juli 1897. 
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Die algebraischen Grundlagen der Focaleigenschaften 
der Flachen 2. Ordnung. 


Von 


Orro SraupeE in Rostock. 


Einleitung. 


Die Focaleigenschaften der Ellipse und Hyperbel finden ihren 
algebraischen Ausdruck in der identischen Gleichung: 


2 2 ’\2 — ’\2 

G) — ee) et aha H le —CV le - Ca} 

wo r und ? die absoluten Werthe der Quadratwurzeln: 
r-V@=—F FH, ¥ VOT TH 


bedeuten. Dieser Identitét zufolge 
ist fix einen Kegelschnitt: 


x 2 

at giao! 
entweder die Summe oder die Diffe- 
renz der beiden Focaldistanzen r und 
ry des laufenden Punktes xz, y (vergl. 
Fig. 1) gleich der Hauptaxenlinge 
2a, jenachdem die letztere selbst 


grésser oder kleiner als die Brenn- 
weite 2e vorausgesetzt wird.*) 











Fig. 1. Die Focaleigenschaft der Parabel 
liegt in der identischen Gleichung: 
2 
(IIy) —p(% + 22—p)=(p—2—r)(p —2 +72) 
eingeschlossen, wo r der absolute Werth der Quadratwurzel: 
a ree r=V2e+y 


*) Vergl. hieriiber Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, 
1, Band (Ebene), Leipzig 1876, Seite 6—7. 














Focaleigenschaften der Flichen 2. Grades. 399 


sein soll. Dieser Identitit zufolge ist fiir eine Parabel 
y? + 2px — p? = 0 

die Focaldistanz r des laufenden Punktes . y 

xz, y (vergl. Fig. 2) gleich seiner Distanz Thiel 

von der Directrix =p. Denn diese Di- ; 

stanz ist ihrem absoluten Werthe nach 

gleich p — x oder x — p, jenachdem die 

Parabel mit p > 0 nach der Seite der ne- 

gativen oder mit p < 0 nach der Seite der 

positiven z-Axe gedéffnet ist. 

Diirfen somit die Identititen (1,) und 
(II,) als das algebraische Aequivalent fiir 
die Focaleigenschaften der 3 Kegelschnitte 
angesehen werden, so stehen in analoger 
Beziehung zu den Focaleigenschaften der 
5 F lichen 2, Ordnung die beiden folgenden ie 
Identitéten : 


— a?(a* — a’) (a? — e)\% + —— + —— ~~ 1} 


(I) — ja? en. fata tats 


>< fa? — (se (nanan 





my 




















und: 
(I) —p(p—o){¥ 4+" +22—p| = (p—2—r,)(p—2—r,)(p—a—r,). 


Der Nachweis dieser Beziehung bildet die Aufgabe der vorliegenden 
Abhandlung.*) 

Die ,,gebrochenen Focaldistanzen“ r,, 7,, 7;', 7, eines laufenden 
Raumpunktes 2, y, 2 (vergl. unten Fig. 4), welche in die Identitat (I) 
eingehen, sind in § 1 als Maxima und Minima der iiber eine gegebene 
Ellipse hinweg gemessenen Entfernungen des Punktes von den Brenn- 
punkten dieser Ellipse eingefiihrt und sind nach §5 im wesentlichen 
die Wurzeln einer biquadratischen Gleichung. In ahnlicher Weise sind 
die in der Identitit (II) enthaltenen ,,gebrochenen Focaldistanzen“ 
1, %, Y3 (vergl. Fig. 6) in § 10 mit Bezug auf eine gegebene Parabel 
definirt und in § 14 als Wurzeln einer kubischen Gleichung nachge- 
wiesen. Die algebraische Bestimmung der gebrochenen Focaldistanzen 
fiihrt in § 4 und §13 von selbst auf den zu der gegeberen Ellipse 
oder Parabel conjugirten Focalkegelschnitt und auf die gemeinsamen 
Transverealen zweier conjugirter Focalkegelschnitte, die Focallinien. 


*) Vergl. meine vorliufigen Mittheilungen in den Berichten der Kgl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Leipzig, Jahrg. 1897, S, 75 und 73, 


26* 
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Der Uebergang aber von den algebraischen Gleichungen der gebroche- 
nen Focaldistanzen auf die Identitiiten (I) und (II) erweist sich nach 
§8 und § 17 als gleichbedeutend mit der Kinfiihrung der elliptischen 
und parabolischen Coordinaten. Aus der Deutung jener Identititen 
gehen endlich in § 9 und § 18 die Focaleigenschaften der Flachen 
2. Ordnung hervor, 

Auf die Discussion dieser Focaleigenschaften selbst, sowie auf die 
weitere Ausfiihrung der vorher erwihnten Beziehungen der gebrochenen 
Focaldistanzen zu den elliptischen und parabolischen Coordinaten, zu 
den Focallinien und zu den beiden Focalkegelschnitten konnte in der 
vorliegenden Abhandlung mit Riicksicht auf die ihr gestellte Aufgabe 
verzichtet werden, umsomehr als zur Erginzung der Abhandlung in 
den angefiihrten Richtungen mein kiirzlich erschienenes Buch*) die- 
nen kann. 


Capitel I. 
Die Ellipsoide und Hyperboloide. 


§ 1. 
Begriff der vier gebrochenen Focaldistanzen. 


In der xzy-Ebene eines gewodhnlichen raumlichen Coordinaten- 
systems Oxyz sei die Ellipse (,,Focalellipse‘): 


(1) S+8=1 ©€>n 


gegeben. Ihre halbe Brennweite d und ihre Halbaxen e, f sind durch 
die Gleichung: 





Az (2) ’?—e’+t f?—0 
(e > d) 
AP mit einander verbunden. 
pene SS” Sie Ihre Brennpunkte seien 
CR yf ra eB mit B,, B, und ihre 


a . Sy 7/0 |. >A —%  Scheitelpunkte mit C,, 0,’ 


eet a a bezeichnet (vergl. Fig. 3). 
ey ' C . - 
P Wir verbinden einen 
J : 


beliebigen Punkt P = a, 
y, 2 des Raumes gerad- 
linig mit einem laufen- 
den Punkte C der El- 


Fig. 3. 


*) Die Focaleigenschaften der Flachen 2. Ordnung, Leipzig 1896, bei Teubner. 
Das Buch ist im Folgenden an den betreffenden Stellen unter der Abkiirzung 
F.“ citirt 
”» ad 
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lipse (1) und diesen ebenso mit dem Brennpunkte B, —d, 0,0 (vgl. Fig. 3). 
Indem wir die Linge der so entstandenen gebrochenen Linie: 

(3) r= PCB,, 

die Summe der absoluten Liingen der Strecken PC und CB,, als 
Function des ,,Knickpunktes‘ C betrachten, suchen wir deren Maximum 
und Minimum. 

Wenn nicht der singulire Fall eintritt, dass die Linge r fiir alle 
Lagen des Knickpunktes C dieselbe ist (vgl. § 4), muss sie jedenfalls 
ein Maximum und ein Minimum haben. Denn wihrend C die ganze 
Focalellipse (1) durchlauft, bleibt einerseits jede der beiden Strecken 
PC und CB, fortwihrend endlich und kann anderseits die Strecke 
CB, niemals verschwinden. Dass es aber nicht mehr als ein Maximum 
und ein Minimum gibt, wird sich im Laufe der folgenden Entwicke- 
lung herausstellen (vergl. § 6). 

Wir bezeichnen mit r, den kleinsten und mit r, den grdssten Werth 
von r und mit C, und C, die zugehérigen Lagen des Kuickpunktes C, 
sodass : 

(4) r, = PC,B,, r,— PC,B,. 


Neben die in dem einen Brennpunkt B, endigende gebrochene 
Linie (3) stellen wir die gebrochene Linie: 


(3) rv’ == PC’ B,; 

die von demselben Punkte P iiber einen laufenden Pankt C’ der El- 
lipse (1) nach dem anderen Brennpunkt B,’ = — d, 0, 0 fiihrt (vergl. 
Fig. 3). 


Es sei r, der kleinste wnd r,' der grdsste unter allen Werthen, 
welche die Linge rv’ bei wechselnden Lagen des Knickpunktes C’ an- 
nimmt, und seien C,’ und C,' die zugehérigen Lagen von C’, also: 





(4’) r, = PC, B,, z 

T? =— PC,'B,. 
Die so erklirten kleinsten iP 

a un ——A .., 
und grdssten gebrochenen pO MAN 
Entfernungen 1; ,%2,1;, 72 sia si ar | oi i: AG 
des laufenden Punktes P von Bakker ee SY a 


den beiden festen Brenn- re Lu at ie 
punkten B, wnd B,’ itiber -. 
die feste Focalellipse (1) nen- < 
nen wir die vier gebrochenen 
Focaldistanzen des Punktes ; 
P (vergl. Fig. 4*). Fig. 4. 


*) Der Punkt P ist vor der az-Ebene gedacht und die hinter dieser liegen- 
den Theile der gebrochenen Focaldistanzen sind punktirt, Ueber die Construction 
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§ 2. 
Eine Gréssenbeziehung zwischen den vier gebrochenen Focaldistanzen. 
Bei der in § 1 eingefiihrten Bezeichnung der Maxima und Minima 
von r und »’ ist: 


>|, 2 >; 
und daher auch: 


+r, —7,—7, > 0. 

In Folge der Focaleigenschaft der Ellipse § 1, 1 besteht (vergl. 

Fig. 4) die Gleichung: 
C,B, + C, By = 2e, 
wahrend in dem windschiefen Viereck C, PC,’B,C, die Summe der 
absoluten Liingen dreier Seiten grésser als die der vierten ist, also: 
C,P+ PC; + CB, > C, By. 

Aus der Verbindung beider Bemerkungen ergibt sich, die Langen aller 
vorkommenden Strecken absolut gerechnet: 
PC,+ C,B, + PC; + CB, > 2e 
oder: 


r+, > 2e. 
Da nun um so mehr: 


ro +7, > 2e, 
rtr, +7,+7, —4e>0. 
Nehmen wir ferner die Ungleichung: r, + 7,’ > 2e in der Form: 
2(r, + r,)) —4e>0 
und addiren beiderseits die Grosse: 


so ist jedenfalls: 


‘ , tr — 5 
so ergiebt sich: 
rtr tnt —4e>m+ 7-7, — 1. 

Endlich ist die Summe der beiden, wie oben bemerkt positiven 
Gréssen r,— 7, und r,’— 7,’ grésser als der absolute Werth ihrer 
Differenz : 

(m2 — 1) + (2 — 11) > | (2 — 1) — (re — 1Y/) |- 

Durch Zusammenfassung dieser einfachen Erwigungen erhalten 
wir das Resultat: 

Die vier gebrochenen Focaldistanzen r,, 1,, 1, 1%. eines Punktes P 
entsprechen den Ungleichungen : 

(5) rrr try —4e>m+ 9-7-7 > |m— 1 — r+; 
wo der Einschluss des dritten Ausdruckes in Verticalstriche dessen ab- 
soluten Werth bezeichnet. 


der Figur, auf welche hier nicht eingeganger werden soll, vergi. F. S. 66, Fig. 10 
und §. 67, Z. 12 v. u. 
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§ 3. 
Bedingungen fiir die Maxima und Minima der gebrochenen Entfernungen 
tiber die Focalellipse. 


Bezeichnen wir fiir die im Brennpunkte B, = d, 0,0 endigende 


gebrochene Entfernung r= PCB, (vgl. § 1, 3) die Coordinaten des 
Knickpunktes C mit x, y,, 0, so ist zuniichst: 


r= V(%— 2)? + (Y— HP ++ V(% — 4) + 0 
wo die doppelt gestrichenen Quadratwurzeln deren absolute Werthe 


bedeuten. Der Punkt x, y,0 ist nun mit Riicksicht auf die Be- 
dingungsgleichung: 








2 2 
+ % an 1 
(vgl. §1, 1) so zu bestimmen, dass r ein Maximum oder Minimum wird. 
In Folge der letzteren Gleichung und unter Benutzung der Be- 


ziehung § 1, 2 lisst sich die zweite in r enthaltene Quadratwurzel in 
der kiirzeren Form darstellen: 


Vie iF Fa —e— a. 
Indem wir ferner der Bedingungsgleichung durch die Substitution : 
(6) Ly =ecosu, y=—fsinu 


mit dem Parameter u geniigen, erhalten wir r als Function der unab- 
hingigen Verinderlichen w: 





(7) r=o-+e—dcosu 
mit der Abktirzung: 
(8) 9 =) («a — e cos uj’ + (y —f sin u)? + 2. 


Endlich haben wir uw der Bedingung zu unterwerfen, dass der 
Differentialquotient von + nach w verschwindet, dass also: 


(* — e cos u) esin u — (y — fsin u) fcosu 4+dsinu—=0 
@ 





und in Folge dessen: 
(9) ex sin u — fy cos u — d? sin u cos u + oedsinu = 0. 

Die entsprechenden Gleichungen fiir die in dem andern Brenn- 
punkt B,/ = — d, 0,0 endigende gebrochene Entfernung r’ = PC’B,’ 
(vergl. § 1, 3’) ergeben sich, falls wir den Parameter des Knickpunktes 


C’ ebenfalls mit u bezeichnen, aus den Gleichungen (7) und (9) durch 
Verainderung des Vorzeichens von d und lauten daher: 


(7’) ry==o+e+decosu, 
wo @ wieder die Bedeutung (8) hat, und: 


(9) ex sin u — fy cos u — d* sin u cos u — odsinu = 0. 











404 Orro Sraupe. 


Soll die gebrochene Entfernung r = PCB, oder r'= PC'B, einen 
grossten oder kleinsten Werth annehmen, so muss der Parameter u des 
Knickpunktes C oder C’ beziiglich der Bedingung (9) oder (9°) geniigen. 


§ 4. 
Die zu der gegebenen Focalellipse conjugirte Focalhyperbel. 


Um die in @ enthaltene Irrationalitit zu beseitigen, missen wir 


die Gleichungen § 3, 9; 9’ mit einander multipliciren und erhalten 
dann die Gleichung: 


(ex sin u — fy cos u — d? sin u cos u)* — oe? d? sin?u = 0 
oder mit Einsetzung des Werthes von @ aus § 3, 8: 
(10) (fasin wu — ey cos u)? — d*2? sin?u — d*(y — fsinu)? =0. 

Durch diese Gleichung muss der Parameter u des Knickpunktes 
einer jeden der 4 gebrochenen Focaldistanzen des Punktes P mit dessen 
Coordinaten x, y, 2 verbunden sein. 

Wir kénnen diese Gleichung in doppelter Weise verwerthen, in- 
dem wir entweder z, y, 2 oder u als gegeben ansehen. 

Denken wir uns zuniichst u als gegeben, so stellt die Gleichung 
(10) eine Flache in laufenden Coordinaten x, y, 2 dar, den Ort der- 
jenigen Punkte P, welche einen gegebenen Punkt: 

C= 2%, %,0—ecosu, fsinu,O (vgl. § 3, 6) 

der Focalellipse § 1, 1 als Knickpunkt einer ihrer 4 gebrochenen Focal- 
distanzen haben. Diese Fliiche schneidet die Ebene y = 0, falls 
sin w += 0 ist, in der Hyperbel: 

x? 2 
(11) fF =1, y=0, 
welche die zu der gegebenen Focalellipse conjugirte Focalhyperbel heisst. 
Die Fliche ist ferner, da die Gleichung (10) in den 3 Grissen: 
LoY — YoL, —Yo%, Y— Yo homogen ist, eine Kegelfliche mit der Spitze 
C = %,¥Y9,9- Der betrachtete Ort der Punkte P ist daher ein Kegel 
2. Ordnung, dessen Spitze der gegebene Punkt C der Focalellipse und 
dessen Leitcurve die conjugirte Focalhyperbel ist. Dies gilt tibrigens 
auch fiir sin «=O (cos w= -+ 1), wo sich die Gleichung (10) auf 
y? = 0 reducirt. Auf jeden Fall gehért somit die Gerade PC einer 
Focallinie des Punktes P, d.h. einer durch P gelegten gemeinsamen 
Transversale der beiden conjugirten Focalkegelschnitte, an. 
Deutung der Gleichung (10) sprechen wir in dem Satze aus: 

Jedes der Anfangsstiicke PC,, PC,, PC, PC, (vgl. § 1, 4; 4) 
der 4 gebrochenen Focaldistanzen des Punktes P gehirt einer Focallinie 
des Punktes P an.*) 


Diese 





*) Vergl. F. 8. 72, I. 
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Wir kehren nun zu der andern, urspriinglichen Auffassung der 
Gleichung (10) zuriick, wonach sie bei gegebenen 2, y, z zur Bestim- 
mung der Unbekannten w dienen sollte. Durch die Substitution: 

ee 2 es 
sin U = ———— _ cosSu= 
1+ tet 1+ tet 
wird sie in tg 5 vom 4, Grade und liefert daher, falls sie nicht iden- 


tisch in w erfiillt ist, vier Werthepaare sin w, cos uw. Jenachdem dann 
fiir ein solches Werthepaar der Quotient: 
ex sin u — fy cos u — d? sin wu cos wu: d sin u 

negativ oder positiv ausfallt, entspricht es, da @ nach § 3, 8 positiv 
zu verstehen ist, der Gleichung § 3, 9 oder der Gleichung § 3, 9’. Im 
ersteren Falle wiirde durch Einsetzung des Werthepaares in § 3, 7 
und in § 3,6 einer der Werthe r,,7, mit den Coordinaten x, y, des 
zugehérigen Knickpunktes C, oder C, (vergl. § 1, 4) sich ergeben, im 
letzteren Falle aus § 3, 7 und § 3,6 einer der Werthe r,’, 7,’ mit den 
Coordinaten des zugehérigen Knickpunktes C,’ oder C,' (vergl. § 1, 4’). 
Wir werden indessen dieses Verfahren spiiter (vergl. § 6) durch ein 
anderes ersetzen, welches zugleich die Realitiit der Wurzeln tg ~ der 
Gleichung (10) zu erkennen giebt. 

Dagegen betrachten wir die Gleichung (10) fiir den besonderen 
Fall, wo sich der gegebene Punkt P mit y = 0 in der xz-Ebene be- 
findet, noch etwas niher. 

Liegt zuerst P in der xz-Ebene, aber nicht auf der Focalhyperbel 
(11), so folgt aus (10) stets sin w = 0, also cos uw = -+ 1, womit jeder 
der beiden Gleichungen § 3, 9 und § 3, 9’ ebenfalls geniigt wird. Da- 
her fallt der Knickpunkt einer jeden der 4 gebrochenen Focaldistanzen 
V1) %) 7, 7 eines solchen Punktes P (vergl. § 3,6) in den einen oder 
andern Scheitelpunkt C, oder C,’ (vergl. Fig. 3) der Focalellipse. Die 4 
Werthe 7,, 72,7; 7, Selbst folgen durch Substitution jedes der beiden 
Werthepaare 0, + 1 und 0, — 1 von sin u, cos w in jede der beiden 
Gleichungen § 3,7 und § 3, 7. 

Anders, wenn der Punkt P in der xz-Kbene auf der Focalhyperbel 
(11) liegt. In diesem Falle und nur in diesem ist die Gleichung (10) 
identisch fiir alle Werthepaare sin w, cos uw erfillt. Dies geschieht aber 
nur auf Rechnung einer der beiden Gleichungen § 3, 9 und § 3, 9. 


Denn der Ausdruck § 3,8 reducirt sich jetzt mit Benutzung von (11) 
und von § 1, 2 auf: 





o= é (eS — d cos u), 


wo ¢=-+ 1 oder — 1 ist, jenachdem P dem rechten (~ > d) oder 
dem linken («<< —d) Zweige der Focalhyperbel (11) angehért (mit 











406 Orro Sraupe. 


Bezug auf die Lage von Fig. 3). Daher giebt fiir «= -+ 1 die Glei- 
chung § 3, 9 die Werthepaare sin uw = 0, cos u = -+ 1 und ist § 3, ¥ 
identisch erfiillt, wahrend fiir «——1 umgekehrt § 3, 9 identisch 
wird und § 3, 9 sin wu = 0, cosu = -+ 1 liefert. In der That werden 
mit dem angegebenen Werthe von g fiir ¢—- 1 die Gleichungen 
§ 3,7 und § 3, 7: 


r= *+e—2deosu, r= “24, 
Es hat also r als kleinsten und gréssten Werth: 
n= S+e—2d, n—=F+e+2d 


und vereinigen sich das Minimum r,’ und das Maximum r,’ der Fune- 
tion r’ in deren vom Parameter wu (vergl. § 3, 6), beziiglich vom Knick- 
punkte C’ (vergl. § 1,3’) unabhingigem Werthe: 


Y= PCB = F+e. 
Fiir den Fall ¢ — — 1 wird ebenso: 


r= PCB,=—S+e, 
r= —F+e—2d, r= — F+e+2d. 


Beim Eintritt des Punktes P= x, y, 2 in die Focalhyperbel ver- 
hilt sich also die grésste und die kleinste Lange der gebrochenen 
Linie PC’B, oder PCB, ahulich, wie die grosse und die kleine 
Hauptaxe einer Ellipse bei deren Uebergang in einen Kreis. Sie 
werden ihrem Werthe nach einander gleich und ihrer geometrischen Lage 
nach unbestimmt.*) Indem wir den letzteren Umstand nicht ausdriick- 
lich betonen, sagen wir zusammenfassend: 

Wenn der Punkt P = x, y, 2 auf dem rechten (x > d) oder linken 
(2 < — d) Zweige der Focalhyperbel (11) liegt, geniigen r,, r., 7; 1, 
beziehungsweise den Gleichungen: 


(12) d(r,—e)—ex+2@=—0, d(r, —e)—ex— 2a? =0; 


(13) d(e—r,;)+ex=0, d(e—r)+ex=0 
oder: 
(12) de —r,)—ex+2@=0, d(e—r') —ex—2@ =0; 


(13’) d(r, —e) +ex=0, d(r, —e)+ex=0. 


*) Vgl. F. 8. 67, [IIl, 6, 6). 
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§ 5. 
Bildung der biquadratischen Gleichungen der gebrochenen Focaldistanzen. 


Wenn wir, wie zu § 4, 10 erlautert, in den Ausdruck § 3, 7 
von fiir die Veranderliche w einen bestimmten der Gleichung § 3, 9 
geniigenden Werth von u einsetzen, so erhalten wir einen der extremen 
Werthe 7, und ry, von ry. Wenn wir demnach aus den beiden Glei- 
chungen § 3, 7;9 wu eliminiren, so werden wir eine Gleichung fiir r 
gewinnen, welche durch die Werthe r =r, und r—r, befriedigt wird. 
Ebenso muss durch Elimination von wu aus § 3, 7’; 9’ eine Gleichung 
in r’ entstehen, welcher die Werthe r—~+r,' und r—r,' geniigen. 
Dieses Verfahren wollen wir weiter durchfiihren. 

Aus den Gleichungen § 3, 7; 9 folgt zuerst durch Elimina- 
tion von @: 
ex sin u — fy cos u — d* sin u cos u + (r—e+d cos u) d sin u = 0: 
oder: 


(14) {d(r—e) + ex} sin u — fy cos u = 0; 

aus § 3, 7’; 9’ in gleicher Weise: 

(14’) {d(e—r’) + ex} sin u — fy cosu= 0. 

Daneben schreiben wir die Gleichungen § 3, 7; 7 in der Form: 
(15) (r—e) + dceosu—o=0, 

(15’) (e—#)+dcosu+o=—0, 


worin beidemal @ die Bedeutung § 3, 8 hat. 
Fihren wir jetzt fiir 7 — e und e — vr’ die gemeinsame Bezeichnung 
4s ein, sodass: 








(16) gs—°T* oder os, 

so nehmen die Gleichungen (14) und (14’) die gemeinsame Form: 
(17) (4ds + ex) sin u — fy cos u = 0 

an und lauten die Gleichungen (15) und (15’) beziiglich: 

(18) 4s+dcosu—o=0O, 

(18’) 4s+dcossuto=0. 


Werden aber diese beiden Gleichungen durch Multiplication mit einander 
rational gemacht, so vereinigen sie sich ihrerseits zu einer einzigen 
Gleichung: 

(4s-+-d cos u)? — 9? = 0 


oder mit Einsetzung des Werthes von g aus § 3, 8: 
(x —e cos u)? + (y—/ sin u)* + 2? — (48+ cos u)? = 0 
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oder mit Benutzung von § 1, 2 reducirt: 


(19) fy sin u + (4ds+ ex) cosum2t¥ etl _ gq2, 





Sind also r,, 7,, 7; 72 die 4 gebrochenen Focaldistanzen eines 
Punktes P= x, y, 2 und setzen wir 


™m™—e T.—e r  @—%," ’ e—%;, 
(0) 4=-, 2=+*> = = 





und bezeichnen mit u,, u., u,’, w, die Parameter der entsprechenden 
Knickpunkte C,, C,, C,’, C,', so muss jedes der 4 Werthepaare 

S,U = 8, yj Sy) Uys Sy, Uy 5 8’, Uy” 
durch die Gleichungen (17) und (19) mit den Coordinaten z, y, z ver- 
kniipft sein. 


Durch Auflésung nach cos w und sin w kénnen wir aber diese 
Gleichungen in die Form bringen: 


{(4ds+ex)?+/?y*} cosu = (4ds + ex) jeer -— 83*t, 
(21) 2 2 2 2 
{(4ds-+ ex)*+f2y?} sinu— fy EVEL —8s'4, 


womit cos u und sin « durch s bestimmt sind, es sei denn, dass zwischen 
s und 2, y, 2 die beiden Gleichungen bestehen: 
(22) 4ds+ex=0, y=0. 
In diesem Ausnahmefalle fordert aber, wihrend die Gleichung (17) 
unabhingig von « erfiillt ist, die Gleichung (19): 
a? + 2? + f? = 16s’. 

Hieraus folgt, wenn wir mittels (22) s eliminiren (vgl. § 1, 2) 

s # 

a —- ‘ig = 1 . 
Die beiden Gleichungen (22) kénnen also nur fiir einen Punkt 2, y, z 
der Focalhyperbel (11) bestehen. In der That ist dann neben y = 0 
nach § 4, 13, 13’ mit Riicksicht auf die Bezeichnung (20), entweder : 
4ds,'+ ex =0, 4ds, + ex =0 
oder: 

4ds, +ex=0, 4ds, +ex=—9. 
Unter Ausschluss des Falles (22) ergiebt sich nun durch Quadriren 

und Addiren der beiden Gleichungen (21) mit Weglassung des alsdann 


nicht verschwindenden Factors: (4ds + ex)*?-+ /?y? die von w freie 
Gleichung , 


(23) (Ads-eny? + fry = (ZtYtEtP _ gery, 





welcher die 4 Werthe (20) von s geniigen miissen. 








Focaleigenschaften der Fliichen 2. Grades. 409 


Aber auch im Falle (22) behilt diese Gleichung ihre Bedeutung. 
Fiir einen Punkt P=, y, ¢ der Focalhyperbel gentigen niamlich 
x,y,2 den Gleichungen § 4, 11, die nach § 1, 2 auch in der Form 


pet f= “F, y=0 
geschrieben werden kénnen. Danach ergiebt sich: 


ah ded = on (ea+4ds) (ex —4ds) 


und nimmt daher die Gleichung (23) die Form an: 
(4ds + ex)? (4ds — ex — 2d?) (4ds —ex+ 2d’) = 0. 


Ihre 4 Wurzeln sind daher nach § 4, 12; 12’; 13; 13’ auch jetzt die 4 
Ausdriicke (20). 


Indem wir endlich die Gleichung (23) nach s ordnen, erhalten 
wir das Resultat: 


Sind r,, 12, %;', 7 die vier gebrochenen Focaldistanzen irgend eines 
Punktes x, y, 2, so sind die Differenzen (20) die Wurzeln der biquadra- 
tischen Gleichung in s: 


(24) st (atty?er+ des? — i ders 
+ scé {(a? + y? + 2? +72)? —4eta? — 472 y?h = 0. 


Wir nennen diese Gleichung kurz ,,die biquadratische Gleichung 
der gebrochenen Focaldistanzen“. 


§ 6. 

Unmittelbare Folgerungen aus der biquadratischen Gleichung. 

Die biquadratische Gleichung § 5, 24 besitzt, da ihr héchster 
Coefficient 1 ist, unter allen Umstiinden vier bestimmte Wurzeln, die 
iiberdies, wie wir in § 8 beweisen werden, alle vier reell sind. 

Haben wir nun irgend eine Wurzel s der Gleichung gefunden, so 


. . : : %—e Te : 
fragt es sich, ob sie einen der Werthe --;—, -*7— oder einen der 











Werthe =", _—% darstellt. Zunichst gehért zu jeder Wurzel s, 
wenn nicht gerade der Ausnahmefall § 5, 22 vorliegt, nach § 5, 21 
ein bestimmtes Werthepaar cos wu, sin u, also nach § 3, 6 ein be- 
stimmter Knickpunkt C,, C,, C,’ oder C, in der Bezeichnung von 
§ 1, 4; 4. Jenachdem dann, mit der betrachteten Wurzel s und dem 
zugehdrigen Werthe von cos w gebildet, der Ausdruck: 

(25) 4s-+ dcosu 

positiv oder negativ ausfallt, wird die Gleichung § 5, 18 oder § 5, 18’ 
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gelten, also nach § 5, 15; 15° die vierfache Wurzel 4s einen der 
Werthe r, — e, r, — e oder einen der Werthe e — r,', e — r, liefern. 
Zu jeder der vier Wurzeln s der Gleichung § 5, 24 gehdrt in dieser 
Weise entweder ein extremer Werth von r oder ein solcher von 7’. 

Damit ist zugleich die in § 1 bereits vorweggenommene Thatsache 
begriindet, dass jede der gebrochenen Entfernungen r und 7’ nicht 
mehr als je ein Maximum und Minimum besitzen kann. 

Kehren wir das Vorzeichen der «-Coordinate des Punktes P=z,y,z 
um, so ist dies gleichbedeutend mit der Umkehrung des Vorzeichens 
von s in der Gleichung § 5,24. Es kehrt also jede Wurzel s ihr 
Vorzeichen um und damit nach § 5, 21 cos w, also nach § 3, 6 die 
Coordinate x, des Knickpunktes, nicht aber sin w und y,. Zugleich 
wechselt der Ausdruck (25) das Vorzeichen. Stellte also eine vier- 
fache Wurzel 4s den Werth r, — e oder r, —e dar, so stellt jetzt 
die entgegengesetzte Wurzel — 4s den Werth e—~r,’ oder e—r, 
dar, d. h. ein friiheres r, oder r, wird gleich einem jetzigen 7,’ oder 
r,. In dieser Weise folgt aus der Gleichung § 5, 24 algebraisch, was 
geometrisch aus der Symmetrie de: Focalellipse und ihrer Brennpunkte 
gegen die yz-Ebene (vgl. Fig. 4) evident ist: Ist von 2 Punkten a, y, z 
der eine das Spiegelbild des andern mit Bezug auf die yz-Ebene, so 
sind die in B, endigenden gebrochenen Focaldistanzen des einen gleich 
den in B, endigenden des andern, 

Fiir «=O wird die Gleichung § 5, 24 in s*® quadratisch und 
folgt daher aus dem eben Entwickelten, dass r= 7,', r, = r,'. 

Dass endlich in der biquadratischen Gleichung der gebrochenen 
Focaldistanzen die Potenz s* fehlt, hat mit Riicksicht auf § 5, 20 
die Beziehung: 

(26) n+ —7 —7, =0 
und damit den Satz zur Folge: 

Die Summe der kiirzesten und weitesten Entfernung eines Punktes 
P von dem einen Brennpunkt B, tiber die Focalellipse ist gleich der 
Summe seiner kiirzesten und weitesten Entfernung von dem anderen 
Brennpunkt B, tiber die Focalellipse (vgl. Fig. 4). 


§ 7. 
Die Resolvente der biquadratischen Gleichung. 
Die Resolvente einer biquadratischen Gleichung von der Form: 


st + Is? ++ ms +n =0 
ist bekanntlich*) die Gleichung 6. Grades : 


*) Vgl. Serret, Handbuch der héheren Algebra, iibers. von Wertheim, 
2. Aufl,. Bd. II, Seite 396, Formel (5). 








7 


u, 
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S®+ 8184 + 16(? —4n)S? — 64m? = 0 
und die 6 Wurzeln: + 8,, +S,, +S, dieser stehen mit den 4 
Wurzeln: s,, S,, S;, 8, jener in der Bezichung: 
+5,—=+( 5 +8,—58,—3,/), 
+ 8, = +(—5, +8, + 5,’ — 5’), 
+ 8; = +(—8,+8, — 8; + 8,). 
Die Anwendung dieses Satzes auf die biquadratische Gleichung 
§ 5, 24 giebt-als deren Resolvente: 
S6—(@@ty+er+ e+ es! 
+{@+e)P+ey+ e+ Pe} 8? —- Peer —0, 
wobei nur die Darstellung des Coefficienten von S* eine kurze Reduction 
auf Grund der Beziehung § 1, 2 erfordert. Diese Gleichung kann 
aber ersichtlich in der Form geschrieben werden: 
— (S?—d?)) (S*—e*) a? — S?2(S? —e) y? —. S2(S? — d®) 2? 
+ S?*(S?— d*) (S*—e?) = 0. 
Indem wir daher die Unbekannte S mit a bezeichnen und auf 
§ 5, 20 Bezug nehmen, gewinnen wir das Resultat: 
Zu der biquadratischen Gleichung § 5, 24 der gebrochenen Focal- 
distanzen 1,, %2, 7, 2 irgend eines Punktes P= =x, y, 2 gehort als 
Resolvente 6. Grades in a mit den Wurezeln: 


+ aa — 
+ Sterne . 





(27) + ats 4% 


%—%2 — H+ 





die folgende Gleichung: 


(28) — a*(a?—d?*) (a?—e’) \e + —— + — ~“ I}—= 0. 


§ 8. 
Die Wurzeln der Resolvente der biquadratischen Gleichung. 


Die Gleichung § 7, 28 stellt bekanntlich*) in laufenden Coordi- 
naten 2, y, 2 und laufendem Parameter a? das System confocaler 
Mittelpunktsfliichen 2. Ordnung dar, welche die gegebene Ellipse $1, 1 
als gemeinsame Focalellipse haben. Als Gleichung 3. Grades in a? bei 


*) Vgl. Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes, I. Theil 
(3. Aufl., Leipzig 1879), Art. 160, Seite 206. 
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gegebenen x, y, 2 aufgefasst, liefert sie alsdann als Wurzeln die Para- 
meter der 3 durch den Punkt 2, y, 2 gehenden Flichen des confocalen 
Systems. Die Warzeln sind stets reell*) und liegen, in absteigender 
Gréssenfolge mit a,?, a”, a,” bezeichnet in den Intervallen: 
(29) +o>a’?>e, @>aZ>@, @>a;?>0, 
wobei die Grenzen selbst den einzelnen Intervallen zuzuordnen sind**), 
Wir bezeichnen die positiven Werthe der Quadratwurzeln aus 
a,", a", a,? mit a,, a,, a;, sodass die Gleichung (28) als Gleichung 
6. Grades in a die 6 Wurzeln + a,, + @,, +a, erhilt und fiir diese 
nunmehr: 
(29’) +o>a>e, e>a,>d, d>a,>Q0. 
Da dieselben 6 Wurzeln aber durch die Ausdriicke § 7, 27 vorgestellt 
werden und da diese Ausdriicke ihrer Griésse nach den Ungleichungen 
§ 2, 5 entsprechen, so folgt zuniichst: 
Die vier gebrochenen Focaldistanzen r,, r., 1, %. eines Punktes 
P= x,y, 2 geniigen stets den Ungleichungen: 


+ oo > Bm tutta yg, 


(30) ¢> SER—A— 48 > a, 


d> \fe@—-%— nt" | 9 
| 4 | a : 
Ferner aber stehen die beiderlei Bezeichnungen der 6 Wurzeln in der 
Beziehung: 
retre ++ —4e 
4 
(31) mtn —n— 


i = M, 


= Ai» 


%—t — m+ — 
oo En + a. 


*) Vgl. ebenda, Artikel 159, Seite 206. 
**) Durch Veriinderung der Bezeichnungen: 
a, d, eé, a4, a, as 


Va—t, Va—B, Ve—y, Va—a, Va—nw, Va—v 
nehmen die Formeln § 7, 28 und § 8, 29 die Gestalt an: 
x yy 2 
0 en a ~- ei Sm oe. bis ja. 
(289) (e—+) @—s) @—*) | +5 + Ne, 
(29°) —a<clicy, y<u<B, B<rv<e 
und werden 4, w, » die elliptischen Coordinaten des Punktes a, y, 2 (vgl. F., S. 22). 


In dieser Auffassung ist die Definitionsgleichung (28°) der elliptischen Coordinaten 
die Resolvente der biquadratischen Gleichung der gebrochenen Focaldistanzen. 





)e 


1) 
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Hiernach ergiebt sich mit Zuziehung der Gleichung § 6, 26: 


1 =a,—4,+a,+8, 
T, = a +a e, 
(32) .: i + Se + 
r =a, —a,+4,+8, 
1, =a, + a, + a; + e*), 
womit zugleich die Realitét der 4 Wurzeln der Gleichung § 5, 24 zu 
Tage tritt. 


Da nach (29’) a, nicht grésser als a, ist, so bestitigen die For- 
meln (32) auch, dass die Differenzen: 


r, -— 1, =2(a,+4)), %y) — 1, = 2(dy+ as) 
im Allgemeinen positiv sind und dass nur fiir a, = a, —=d eine von 
ihnen verschwinden kann (vgl. § 2 und §4, 13; 13’). 


§ 9. 

Die Focaleigenschaften der Ellipsoide und Hyperboloide. 

Nach § 7, 27; 28 besteht die espe 
2 
— a*(a?—d*) (a*—e? ee -t- ae a2 + woe it 
etre tit —4e Metre +r, +r —4 

eit inn ts ry 2 (a+ 2 fs rh _ 
x(a—2t" 2h = f=) (a+ ates res 1) 


«(a — nonin) (_ 4 Hoek nt) 


(33) 








identisch fiir alle Werthe von a, aber auch identisch fiir alle Punkte 
t, 9,8 des Raumes. 


*) in der Bezeichnungsweise der vorigen Anmerkung auf Seite 15 ist: 

r, =Va—’ — Ve—w —Va—>» + Va—y, 

tz =Va—1+Va—w+Va—v+Va—y, 
(32°) ‘ = : es — 

1 =Va—1 —Va—w+Va—y +Va—y, 

rf = Ve—1 + Va—p —Va—o + Vamp. 
Vgl. F. Seite 86, 53, wo fiir die Minima 7, 7, die Bezeichnung 7, 79 gebraucht 
und an Stelle der Maxima 7,, 7, der gebrochenen Entfernungen des Punktes 
P iiber die Focalellipse von deren Brennpunkten B,, B,’ wegen der Gleich- 
berechtigung der beiden conjugirten Focalkegelschnitte die Minima s), 8,’ der 
gebrochenen Entfernungen des Punktes P tiber die Focalhyperbel von deren 


Brennpunkten C,, C,’ (vgl. Fig. 3) eingetreten sind, Zwischen 12, 72) und 8, 8 


bestehen auf Grund der Dupin’schen Focaleigenschaften der Focalkegelschnitte 
(vgl. F. Seite 78) die Beziehungen: 





rms +Ve—b + Vey, 1 = +Va=p + Vem. 


Mathematische Annalen. L. 27 
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Haben wir urspriinglich unter x, y, ¢ einen beliebigen, aber festen 
Punkt verstanden und a als Unbekannte der Resolvente § 7, 28 
gedacht, so wollen wir nunmehr bei festem, positivem a alle Punkte 
x,y, 2 betrachten, welche der Bedingung geniigen: 


(34) atatateseo! 


Diese Gleichung, welche ein Ellipsoid oder ein ein- oder zweischaliges 
Hyperboloid darstellt, jenachdem mit Bezug auf die Ungleichungen 
§ 8, 29’ a in dem Intervalle von a, oder von a, oder von ay liegt, 
ist nach (33) aquivalent mit der Gleichung: 





(a—"%+ re ++ ee (a+ Tet te + ata —¢ 9 


(35) a (a _ ata —o—8) (a 4% +1," = r%)— nt) 


><(a __ Te i +r) (a + =— —* +11) = (), 





Liegt aber a zwischen den Grenzen + co und e, so kann von den 
6 Factoren der Gleichung (35) nur der erste Null sein, da fiir alle 
Punkte des Raumes von den 6 Ausdriicken § 7, 27 nach § 8, 30 
nur der erste zwischen denselben Grenzen + co und e liegt, wie wir 
sie fiir @ voraussetzen. Die Gleichung (34) ist also in diesem Falle 
aquivalent mit der Gleichung: 


Pa tnt m1 —4e __ 


? 

wobei 7,, 7,7, 7) als Functionen von z, y, ¢ zu betrachten sind. 
Auf die gleiche Weise aber folgt, dass die Gleichung (34) fiir 

e>a>d durch: 


m+nm—n—" _g 
4 


ia had 
und fir d > a> 0 durch: 
(a ms a— oth) (a + a8 Ate) a 


ersetzbar ist. Das heisst mit andern Worten: 
Die Mittelpunktsfliche 2. Ordnung: 


a y? 2 aa 
a@te—aeta—e—! 
hat, jenachdem sie ein Ellipsoid (+ co >a>e) oder ein einschaliges 


Hyperboloid (e>a>d) oder ein zweischaliges Hyperboloid (d>a>0) 
vorstellt, beziiglich eine der drei Focaleigenschaften: 





Ss 
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mtr tnt =4a + 4e, 
(36) r +r, —r,—17 = 4a, 

%—?r, —7, +7, =—=+4a 
(vgl. Fig. 4). —— whtcnnietyns 


Jede der drei Focaleigenschaften kann vermige der Relation: 
My —% +r — 7 =0 


(vgl. § 6, 26) in zwei kiirzeren Formen geschrieben werden und zwar 
beztiglich:*) _ 


reotr, =2a+2e und: rJ+r,'—2a4 2e, 
(37) —r,; =2a und: ro’ —r, = 2a, 
% — 1, = +2 und: 1,’ —1r, =+ 2a. 


Die eine Identitét (33) ist der algebraische Ausdruck fiir alle drei 
Focaleigenschaften. 


Capitel IT. 
Die Paraboloide. 


§ 10. 
Begriff der drei gebrochenen Focaldistanzen. 


In der xy-Ebene des Coordinatensystems Oxyz sei die Parabel 
(,,focalparabel) : 


(1) y> + 2ex —e? = 0 
mit: 
(2) e>0 


gegeben. Ihr Brennpunkt B, liegt im Coordinatenanfangspunkt 0, 
ihr Scheitelpunkt C, hat die 


° ée ° 
a-Coordinate: 2 = ; und ihre 


Ax 


Directrix dd die Gleichung: 5 al 
ue 
vgl. Fig. 5). 





Wir verbinden einen be- 
liebigen Punkt P = g, y, ¢ 
des Raumes geradlinig mit 
einem laufenden Punkte C 
der Parabel (1) und diesen 
ebenso mit dem Brennpunkte B, (vgl. Fig. 5). 











*) Diese Focaleigenschaften habe ich, in 19, 19’, 8, 8) (vgl. die vorige An - 


merkung) ausgedriickt, F. 8. 89, S. 97 und S, 101 angegeben und eingehend 
discutirt, 


27* 
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Indem wir die Linge der so entstandenen gebrochenen Linie: 
(3) r= PCB, — PC+CB,, 
die Summe der absoluten Léngen der Strecken PC und CB,, als 
Function des ,,Knickpunktes“ C betrachten, suchen wir deren Minimum. 
Es muss jedenfalls ein Minimum der Lange r geben; denn wihrend C 
die ganze Parabel (1) durchliuft, kann die Strecke CB, niemals ver- 
schwinden, wohl aber werden PC und CB, bei unendlich fernem C 
unendlich gross. Dass es aber nur ein Minimum giebt, wird sich im 
Laufe der folgenden Entwicklungen herausstellen (vgl. § 15). 

Wir bezeichnen mit r, den kleinsten Werth von r und mit C, die 
entsprechende Lage des Knickpunktes C, sodass: 


(4) r, = PC, B,. 


Indem wir in gleicher Weise die Differenz der absoluten Léingen 
der Strecken CB, und PC 


(3) r = — PC+ CB, 


als Function des Knickpunktes C ansehen, fragen wir nach deren 
Maximum und Minimum. Wenn nicht der singulire Fall eintritt, dass 
die Differenz r’ fiir alle Lagen des Knickpunktes C dieselbe ist (vgl. § 13), 
muss sie jedenfalls ein Maximum und ein Minimum haben. Denn 
wihrend C die ganze Parabel (1) durchliuft, bleibt der (positive oder 
negative) Werth von * immer endlich (fiir unendlich fernes C wird 
vr’ == — x, vgl. § 13) Dass es aber nicht mehr als ein Maximum und 
ein Minimum giebt, wird sich weiterhin ergeben (vgl. § 15). 

Wir bezeichnen mit r, den grissten und mit r, den kleinsten unter 
allen Werthen, welche die Differenz x’ bei wechselnden Lagen des 








Fig 6. 


Knickpunktes C annimmt, und mit C, und C, die zugehérigen Lagen 
von C, sodass: 


(4) rm =— PC,4+6,B,, y= — PC,+ CB. 
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Die so eingefiihrten kleinsten und gréssten Werthe r,, 72, %, der 
Summe r und der Differenz r’ nennen wir die 3 gebrochenen Focal- 
distanzen des Punktes P (vgl. Fig. 6*). 


§ 11. 
Eine Gréssenbeziehung zwischen den drei gebrochenen Focaldistanzen. 
Bei der in § 10 eingefiihrten Bezeichnung ist erstens: 
> 1s 


und, da in dem windschiefen Viereck C,PC,B,C, (vgl. Fig. 6) die 
Summe der absoluten Liingen dreier Seiten grésser als die der vierten ist: 
r — 7, =(PC,+C,B,) —(— PC,+ C,B) 
= (C,P+ PC,+C,B,) — €,B, > 9; 
also zweitens: 
Y, > 1. 

Beide Ungleichungen sind, da zwar r, eine absolute, r, und 7, aber 
positive oder negative Gréssen sind, algebraisch zu verstehen. In 
diesem Sinne ergiebt sich aber aus ihnen noch der weitere Satz: 

Die drei gebrochenen Focaldistanzen r,, 7, 7, eines Punktes P= x, y, 2 
entsprechen ihrer algebraischen Grésse nach den Ungleichungen : 


(5) Mee <r C+ 


§ 12. 


Bedingungen fiir die Maxima und Minima der gebrochenen Entfernungen 
iiber die Focalparabel. 


Bezeichnen wir die Coordinaten des Knickpunktes C der Gréssen 
ry und ¢ in § 10, 3; 3 mit 2, y, 9, so ist zuniichst: 
r= PC+ CB = VQ—HP + y—H)P e+ Va) +H 
r= — PC+ CB = —V@—aH) + (Ym) FE + Va + Ho’ 
wo die doppelt gestrichenen Quadratwurzeln deren absolute Werthe be- 
deuten. Der Punkt 2), y) ist nun mit Riicksicht auf die Bedingungs- 
gleichung: 
(6) My + 2e% —e? = 0 
(vgl. § 10, 1) so zu bestimmen, dass r, beziiglich 7’, ein Maximum 


oder Minimum wird. 


*) Der Punkt P ist vor der wz-Ebene gedacht; der punktirte Theil von 7, 
liegt hinter dieser. Ueber die Construction der Figur, auf welche es hier nicht 
ankommen soll, vgl. F. S. 139 und 8, 185. 





= ee 
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In Folge der Focaleigenschaft der Parabel (6), fiir deren Punkte C 
stets x, < e bleibt (vgl. Fig. 5), ist aber die absolute Entfernung CB, 
des Punktes C vom Brennpunkte B, gleich der absoluten Linge CD 
des von C auf die Directrix dd gefallten Perpendikels, also: 

CB, = Va, + ¥? = CD=e— 2X. 


Setzen wir daher zur Abktirzung: 
e=VG—ay F OH + 


r— e+e—%, 
r=—e+e—2. 
Wir eliminiren jetzt x, mit Hiilfe der Gleichung (6) und betrachten 


y, als Parameter des auf der Parabel (6) laufenden Knickpunktes C. 
Dann erhalten wir: 





so wird: 


(7) r= e+ t+ 
(7’) r——e+4 cH, 
mit: 





e=V/ H+ (e+ DM —2yn t+ (o— sh ee te. 


Endlich haben wir y, der Bedingung zu unterwerfen, dass der 
Differentialquotient von r oder r nach y, verschwindet, woraus sich 
beziehungsweise die eine 





(9) Yoo +(e+ £)% —y+e%—=0 
oder die Gleichung: 

(9) wo +(e+5)%—y—e%=0 
ergiebt. 


Soll die Summe: 
r= PC+CB, 
r= — PC+ CB, 


einen extremen Werth annehmen, so muss der Parameter y, des Knick- 
punktes C beziiglich der Bedingung (9) oder (9') geniigen. 


oder die Differenz: 


§ 13. 
Die zu der gegebenen Focalparabel conjugirte Focalparabel. 


Beim Rationalmachen verschmelzen die beiden Gleichungen § 12, 
9; 9 zu einer einzigen Gleichung: 


M+ (e+: 7) 2- vy) — et =O, 
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welche mit Benutzung des Werthes § 12, 8 von @ entwickelt, die Form 
erhilt: 


(10) yyo? + (Zex—y?— 2") y.” — (2x-+eleyy + ey? = 0. 

Durch diese Gleichung muss der Parameter y, des Knickpunktes 
einer jeden der drei gebrochenen Focaldistanzen des Punktes P mit den 
Coordinaten x, y, 2 des Punktes P selbst verbunden sein. 

Wir kénnen die Gleichung in doppelter Weise verwerthen, indem 
wir entweder x, y, 2 oder y, als gegeben ansehen. 

Denken wir uns zuniichst y, als gegeben, so stellt die Gleichung 
eine Fliche in laufenden Coordinaten x, y, 2 dar, den Ort derjenigen 
Punkte P, welche einen gegebenen Punkt 


C=%, Yo, 0—= £ —¥, Yo, 9 (vgl. § 12, 6) 


der Focalparabel § 10, 1 als Knickpunkt einer ihrer drei gebrochenen 
Focaldistanzen haben. Diese Fliche schneidet die Ebene y — 0, falls 
Y) += 0 ist, in der Parabel: 


(11) 2ex—2?>=0, y=0, 


welche die zu der gegebenen Focalparabel conjugirte Focalparabel heisst. 
Die Flache ist ferner, da die Gleichung (10) auch in der Form: 


2e(y — we) {($ — $4) y — vox} — yte? = 0 


geschrieben werden kann und daher in den 3 Gréssen: ayy — yy 2, 
—Yo%, Y¥— Yo homogen ist, eine Kegelfliche mit der Spitze C2, y,0. 
Der betrachtete Ort der Punkte P ist daher ein Kegel 2. Ordnung, 
dessen Spitze der gegebene Punkt C der Focalparabel § 10, 1 und dessen 
Leitcurve die conjugirte Focalparabel (11) ist. Dies gilt tbrigens auch 
fiir yy =, wo sich die Gleichung (10) auf y? —0 reducirt. Dem- 
nach gehort auf jeden Fall die Gerade PC einer Focallinie des Punktes P, 
d. h. einer durch P gelegten gemeinsamen Transversale der beiden 
conjugirten Focalparabeln an. Diese Deutung der Gleichung (10) sprechen 
wir in dem Satze aus: 

Jedes der Anfangsstiicke PC,, PC,, PC, (vgl. § 10, 4; 4’) der 
3 gebrochenen Focaldistanzen des Punktes P gehirt einer Focallinie des 
Punktes P an*). 

Wir kehren nun zu der andern, urspriinglichen Auffassung der 
Gleichung (10) zuriick, wonach sie bei gegebenen 2, y, 2 eine Glei- 
chung 3. Grades fiir die Unbekannte y, ist und, wenn nicht alle ihre 
Coefficienten verschwinden, 3 Wurzeln y, liefert. Jenachdem dann 
fiir eine solche Wurzel y, das Verhiiltniss: 


*) Vgl. F. 8. 147, L. 
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Set@+se—9: 2 


negativ oder positiv ist, entspricht die Wurzel, da @ nach § 12, 8 
positiv zu verstehen ist, der Gleichung § 12, 9 oder der Gleichung 
§ 12, 9. Im ersten Falle wiirde sie, in § 12, 7 eingesetzt, den 
Minimalwerth r, von 7, im lestzteren in § 12, 7 eingesetzt, einen 
der extremen Werthe r,, r, von » erzeugen. In beiden Fallen 
wiirde, da nach § 12,6 a, rational von y, abhingt, auch der zugehGrige 
Knickpunkt C,, C, oder C, vollkommen bestimmt sein. Wir werden 
indessen dieses Verfahren spiter (vgl. § 15) durch ein anderes ersetzen, 
welches zugleich die Realitit der 3 Wurzeln y, zu erkennen giebt. 

Dagegen betrachten wir die Gleichung (10) fiir den besonderen 
Fall, wo sich der gegebene Punkt P =z, y, 2 mit y =O in der zxz- 
Ebene befindet, noch etwas niaher. 

Liegt zuerst P in der xz-Ebene, aber nicht auf der Focalparabel 
(11), so erhalt die Gleichung (10) indem der Coefficient von y,° ver- 
schwindet, eine Wurzel y, oo, daneben aber die Doppelwurzel y, = 0. 

Die Wurzel y, =o geniigt aber nur der Gleichung § 12, 9, 
nicht der Gleichung § 12, 9, da beide, nach absteigenden Potenzen 
von y, entwickelt, beziiglich die Form erhalten: 

ME + 2(24 4) ¥ — By 4 EFA... 0, 
a | 
Yo 
Es fallt daher fiir y—O einer der Knickpunkte C, und C, ins Un- 
endliche und erhalt zugleich der eine der extremen Werthe r, und ¢, 
von 7, wie aus der Entwicklung des Ausdruckes § 12,7 nach ab- 
steigenden Potenzen von y,, niamlich: 


, a 2ey e e 
fm op SY yt Dez) SH, 
fiir y= 0 und y, = oo hervorgeht, den Werth: 
r, oder r, = — &. 


Dagegen geniigt die Wurzel y, =O beiden Gleichungen § 12, 
9; 9 und liefert aus § 12, 7 fiir das Minimum 7, von r: 


n=V@-J+et+s 
und aus § 12, 7’ fiir den noch fehlenden extremen Werth von +’: 
r, oder r, = — V(e—{ +2 + : . 


Wir kénnen diese auf den Fall y = 0 beziiglichen Resultate (vgl. 
die Schlussbemerkung dieses § 13) in den Satz zusammenfassen : 
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Fiir einen Punkt P = x, y, 2 der x2-Ebene sind die drei gebrochenen 
Focaldistanzen r,, 72,7; die Wurzeln der in r cubischen Gleichung: 


(12) (r +2) (r—$) —(#-4)-#4 = 0. 


Liegt nunmehr der Punkt P in der xz-Ebene auf der Focalparabel 
(11), so wird die Gleichung (10) identisch durch alle Werthe y, erfiillt. 
Dies geschieht aber nur auf Kosten der Gleichung § 12, 9. Da 
nimlich fiir alle Punkte der Parabel (11) x > 0 ist, so wird aus § 12, 8: 


2 
e=e+ae+5, 


wonach die Gleichung § 12, 9 identisch erfiillt wird, dagegen die 


Gleichung § 12,9 y,—0 giebt. In der That wird mit dem angegebenen 
Werthe von @ aus § 12, 7; 7: 


2 

r=e+a2+*%, rf =— 2. 

Es hat also ry das Minimum: 
r,=e+2 

und vereinigen sich das Maximum r, und das Minimum r, der Func- 
tion vr in deren vom Argumente y,, beziiglich vom Knickpunkte C 
(vgl. § 10, 3’) unabhiingigem Werthe: 

r =— PC+CB,=——*-z. 
Indem wir davon absehen , dass in diesem Falle die beiden ihrem Werthe 


nach gleichen gebrochenen Focaldistanzen r, und 7, ihrer Form nach 
unbestimmt sind, sagen wir kurz: 


Wenn der Punkt P = x, y, 2 auf der conjugirten Focalparabel (11) 
liegt, bekommt r das Minimum: 


(13) y= e op x 
und werden Maximum r, und Minimum r, von r’ beide gleich und zwar: 
(13) r= Ys =—-— wz. 


Die 3 Werthe 7,, r,, 7, gentigen also auch jetzt der Gleichung 
(12), die sich in Folge der Voraussetzung (11) auf: 


(r+ 2) (r—e—2z)=0 


reducirt, Wir haben deshalb den die Gleichung (12) enthaltenden 
Satz gleich fiir alle Punkte der wz-Ebene ausgesprochen. 
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§ 14. 
Bildung der cubischen Gleichung der gebrochenen Focaldistanzen. 


Setzen wir, wie zu § 13, 10 erlaiutert, in den Ausdriicken § 12, 
7; T von r und ¢’ fiir die Veriinderliche y, einen bestimmten der 
Gleichung § 12, 9, beziiglich § 12, 9’ geniigenden Werth von y, ein, 
so erhalten wir einen der extremen Werthe 7,,7,, 7, von r und r’, 
Wenn wir demnach aus den beiden Gleichungen § 12, 7; 9 oder § 12, 
7; 9 y eliminiren, so miissen wir eine Gleichung fiir r oder 7’ ge- 
winnen, welcher durch die Werthe r, oder r, und r, geniigt wird. 

Zu dem Ende bilden wir zuerst durch Elimination von @ aus 
§ 12, 7; 9 die Gleichung: 


fet (e+s)F—v+—3-H)F—9, 


2e7 e 
welche sich sofort auf: 
(14) (r+2)y, —ey=0 
reducirt, und bilden wir ebenso aus § 12, 7; 9: 
(14) (r'-+2) »y — ey =0. 
Daneben schreiben wir die Gleichungen § 12, 7; 7’ in der Form: 
2 
(15) (ry —$—*#)-—e=0, 
2 
(15’) (vy —£—*)+9=0, 


worin beidemal g die Bedeutung § 12, 8 hat. 


Fiihren wir jetzt fiir r und r’ die gemeinsame Bezeichnung r 
ein, sodass: 


(16) ry =~r oder r, 
so nehmen die Gleichungen (14) und (14’) die gemeinsame Form: 
(17) (r+2)y —ey= 0 
an und gehen die beiden Gleichungen (15) und (15’) in: 
e Yor 

(18) (r— 5 -—f)—e=9, 

‘ é Yo"): 
(18) (--4-*)it e=0 


iiber. Durch Multiplication rational gemacht, vereinigen sich diese zu 

der Gleichung: — 

0 

(—$-BY- emo, 

welcher wir nach Einsetzung des Werthes @ aus § 12,8 die folgende 
Gestalt geben kénnen: 


09) +2) ayy —(-— 2) ~@—S-v—# 
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Bezeichnen wir also mit 9, Yo2, Yo3 die Parameter der Knick- 
punkte C,, C,, C, der 3 gebrochenen Focaldistanzen: 
(20) Ty, Yor %3» 
so muss jedes der 3 Werthepaare 7, ¥) = 1, Yo13 12» Yoos 73» Yo3 Aurch 
die Gleichungen (17) und (19) mit den Coordinaten a, y, z verkniipft sein. 
Durch Auflésung der Gleichung (17) erhalten wir nun in: 


(21) Y= a 
fiir den Parameter y, einen bestimmten endlichen Werth, solange nicht: 
(22) r+a2=0. 


In diesem Ausnahmefalle fordert aber die Gleichung (17), dass ent- 
weder y= 0 oder y, = oo ist. Das letztere ist aber nach § 13, 10 
wiederum nur fiir y= 0 médglich. 

Schliessen wir daher den Fall yO vorliufig aus, so gentigt 
keine der 3 gebrochenen Focaldistanzen (20) der Bedingung (22). Wir 
erhalten dann mit Substitution des Werthes (21) von y, in die Glei- 
chung (19) die Gleichung: 


(23) ey + (+2) (r—$) —(#—§) —# — #10, 


welcher die Werthe (20) von r geniigen miissen, 

Nach § 13, 12 gilt das letztere aber auch fiir den ausgeschlossenen 
Fall y = 0. 

Es eriibrigt die Gleichung (23) nach r zu ordnen und danach das 
Resultat in dem Satze zusammenzufassen: 

Die drei gebrochenen Focaldistanzen r,,7,, 7, irgend eines Punktes 
x, y, 2 sind die Wurzeln der in r cubischen Gleichung: 
(24) r° —(—a2)?—@+y+e)rte(@+y’)—a(@+y?+2)=0, 


Wir nennen sie ,,die cubische Gleichung der gebrochenen Focaldistanzen. 


§ 15. 
Unmittelbare Folgerungen aus der cubischen Gleichung. 


Die cubische Gleichung § 14, 24 besitzt, da ihr héchster Coefficient 
1 ist, unter allen Umstinden drei oestimmte Wurzeln, die tiberdies, 
wie wir in § 17 beweisen werden, alle drei reell sind. 

Haben wir nun irgend eine Wurzel r der Gleichung § 14, 24 ge- 
funden, so fragt es sich, ob sie den Werth r, oder einen der Werthe 
%., 7, darstellt. Zunichst gehért zu jeder Wurzel r, wenn nicht 
gerade der in § 13 bereits erledigte Ausnahmefall § 14, 22 vorliegt, 
nach § 14, 21 ein bestimmter endlicher Werth von y, und damit nach 
§ 12,6 auch von 2%, also ein bestimmter Knickpunkt C,, C, oder C, 
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(vgl. § 10, 4; 4’). Jenachdem dann, mit der betrachteten Wurzel r 
und dem zugehérigen Werthe von y, gebildet, der Ausdruck: 


(25) r— +8 


positiv oder negativ ausfallt, wird die Gleichung § 14, 18 oder § 14, 18’ 
gelten, also nach § 14, 15; 15’ die Wurzel ry den Werth r, oder einen 
der Werthe r,, r, darstellen. 

Damit ist zugleich die in § 10 bereits benutzte Thatsache begriindet, 
dass r nicht mehr als ein Minimum, +’ aber nicht mehr als ein Maximum 
und ein Minimum besitzen kann. 

Aus dem Werthe des Coefficienten von r? in der cubischen Glei- 
chung § 14, 24 entnehmen wir endlich die Beziehung: 

(26) r +r, +7; + (@—e) =0. 

Hier ist (g—e) der Abstand des Punktes P = 2, y,2 von der durch 
die Directrix dd der Parabel § 10, 1 (vgl. Fig. 6) senkrecht zur x-Axe 
gelegten Ebene « =e, der ,,Directrixebene“ der Parabel, wobei dieser 
Abstand als positive oder negative Grosse gilt, jenachdem P rechts oder 
links von dieser Ebene liegt (in Fig. 6 ist x—e negativ). Hiermit 
wird die Relation (26) unabhiingig vom Coordinatensystem und lautet 
in Worten: 


Die Summe aus den drei gebrochenen Focaldistanzen eines Punktes 
P und seinem Abstande von der Directrixebene ist Null. 


§ 16. 
Die cubische Hiilfsgleichung fiir die Summen je zweier gebrochener 
Focaldistanzen. 
Wenn 7¢,,7,, %; die drei Wurzeln einer cubischen Gleichung: 
r+ lr? + mr + n=0 


sind, so geniigen die drei Summen r, + 7;, 7, + 7,, 7, +7. der n R 
cubischen Gleichung: 


Rs + 21R? + (P-+m)R + (lm—n) = 0. 
Nach diesem Satze sind die Summen je zweier gebrochener Focal- 


distanzen mit Riicksicht auf der letzteren cubische Gleichung § 14, 24 
die Wurzeln der Gleichung: 


R + 2(a2—e) B+ (?—2erx—y'—#)R + e2? =0, 
welche ersichtlich auch in der Form geschrieben werden kann: 





(e— R) (—R) | Ye topt22—(e—Rl=0. 


e-— 











Ce ee ww we 
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Indem wir hier an Stelle der Unbekannten R durch die Substitution: 
R=e—p 
die neue Unbekannte p einfiihren, gewinnen wir mit gleichzeitiger 
Beriicksichtigung von § 15, 26 das Resultat: 

Neben die cubische Gleichung der gebrochenen Focaldistangen r,, 12, 1; 
eines gegebenen Punktes x,y, 2 stellt sich als cubische Hiilfsgleichung 
mit den Wurzeln: 

. €—% — = +2, 
(27) e—%— y= +2, 
e—1—mH=—r7,4+2 

die folgende Gleichung: 


(28) — p(p—o {¥ 4+ = +22 —pl—o. 


§ 17. 
Die Wurzeln der cubischen Hiilfsgleichung. 


Die Gleichung § 16, 28 stellt in laufenden Coordinaten x, y, z und 
laufendem Parameter p das System confocaler Paraboloide dar*), 
welche die gegebene Parabel § 10,1 als gemeinsame Focalparabel 
haben. Als Gleichung 3. Grades in p bei gegebenem 2, y, 2 aufgefasst, 
liefert sie alsdann als Wurzeln die Parameter der drei durch den Punkt 
gehenden Paraboloide des confocalen Systems. Diese Wurzeln sind 
stets reell*) und liegen, in absteigender Gréssenfolge mit p,, po, ps 
benannt, zwischen den Grenzen: 


(29) +or>pm>e, e>mM>9, O>p,>—oo, 
wobei die Grenzen selbst den einzelnen Intervallen zuzurechnen sind**), 


*) Vgl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen itiber Geometrie, II. Band 
(Raum), Leipzig 1891, 8. 304. 
**) Durch Veriinderung der Bezeichnungen: 


3 e, a“, P1, Pe, Ps) Pp 
in: 

G—-y, w+, 6-4, B—p, B—», b—s 
nehmen die Formeln § 16, 28 und § 17, 29 die Gestalt an: 


(288) (6s) y—) {-¥ 4 8 


y—t 








+2@+11—0, 
(29°) —-2CA<y, yOu<B, Pvc +ou 


und werden 2, u, » die parabolischen Coordinaten des Punktes 2, y, 2 (vgl. F. S. 119), 


In dieser Auffassung ist die Definitionsgleichung (28°) der parabolischen Coordi- 
naten die cubische Gleichwng der Summen je zweier gebrochener Focaldistanzen, 
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Da dieselben Wurzeln aber durch die Ausdriicke § 16, 27 vor- 
gestellt werden und da diese Ausdriicke ihrer Grésse nach den Un- 
gleichungen § 11,5 entsprechen, so folgt zunichst: 

Die drei gebrochenen Focaldistanzen r,, r,, 1, eines Punktes 
P=2,y, 2 entsprechen den Ungleichungen : 


+ao>e—rn—1r,>e, 
(30) e>e—r,— r,>0, 
0>e—r,—17r, > —o. 
Ferner aber stehen die beiderlei Bezeichnungen der 3 Warzeln 
der Gleichung § 16, 28 in den Beziehungen: 
Py eae 
(31) et, ities eel 
ew ry ty 
wonach sich die Gleichungen : 


Pi — Pe — Pate 


i= 2 ’ 


(32) 1, wide, can ra th Ps + “> 


i= A htm Te *) 





ergeben und zugleich die Realitiit der 3 Wurzeln der Gleichung § 14, 24 
bewiesen ist. 


*) In der Bezeichnungsweise der vorigen Anmerkung ist: 


an ETO t 7 
2 . 


ur 
i—_ v— 
(32°) nw tab Ee ny, 
a Ae ey 
ae 9 x 


Vgl. F. 8. 152, 53, wo fiir das Minimum 7, der gebrochenen Entfernung: r= P CB, 
(vgl. § 10,3) des Punktes P iiber die Focalparabel § 10, 1 von deren Brennpunkt By, 
die Bezeichnung 7, gebraucht und an Stelle des Minimums 1, der Differenz 
r = — PC-+ CB, (vgl. § 10, 3’) wegen der Gleichberechtigung der beiden con- 
jugirten Focalparabeln das Minimum s, der gebrochenen Entfernung des Punktes P 
liber die conjugirte Focalparabel § 13,11 von deren Brennpunkt C, (vgl. Fig. 5) 
eingetreten, das Maximum 1, der Differenz r’ = — PC + CB, aber bei Seite ge- 
lassen ist. Zwischen r, und s, besteht auf Grund der Dupin’schen Focaleigen- 
schaften der conjugirten Focalparabeln (vgl. F. 8. 149) die Beziehung: 
B—y 


t= > — 4. 
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Da nach (29) p, > p,, so bestiitigen die Formeln (32) auch, dass 
die Differenz: 
Yo — "3 = PP. — Ps 


im allgemeinen positiv ist und nur fiir p, — p, = 0 verschwinden kann 
(vgl. § 11 und § 13, 13). 


§ 18. 
_ Die Focaleigenschaften der Paraboloide. 
Nach § 16, 27; 28 besteht die Gleichung: 


(38) —p(p—e) B+", + 22—pl —(p—etry try) (pet tn) 


>< (p—e+7, +12) 

=(p—2—1,)(p—%—1,)(p—a—15) 

identisch fiir alle Werthe von p, sowie fir alle Punkte z,y,¢ des 
Raumes. 

Haben wir urspriinglich unter z, y, ¢ einen beliebigen, aber festen 

Punkt verstanden und p als Unbekannte der Gleichung § 16, 28 gedacht, 

so wollen wir nunmehr bei festem p alle Punkte x, y, ¢ betrachten, 


welche der Bedingung geniigen: 


2 2 
(34) S +paat 22—p=0. 


Diese Gleichung, welche ein linkes (mit Bezug auf Fig. 5 oder Fig. 6 
links von seiner Scheiteltangentialebene liegendes) elliptisches Paraboloid 
oder ein hyperbolisches Paraboloid oder ein rechtes elliptisches Para- 
boloid darstellt, jenachdem mit Bezug auf die Ungleichungen § 17, 29 
p in dem Intervalle von p, oder von p, oder von p, liegt, ist nach 
(33) aiquivalent mit der Gleichung: 


(35) (p—e+1r +13) (p—e+73+%) (p—e+r, +12) = 9. 
Liegt aber p zwischen den Grenzen + oo und e, so kann von den 
3 Factoren in (35) nur der erste 0 sein, da fiir alle Punkte des Raumes 
von den 3 in die Ungleichungen § 17, 30 eingeschlossenen Ausdriicken 
nur der erste zwischen denselben Grenzen liegt, wie wir sie fiir p 
voraussetzen. Die Gleichung (35) ist also dann fquivalent mit der 
Gleichung: 
p—e+rn+r,=0. 
Auf dieselbe Weise folgt, dass sie fiir e > p > 0 mit: 
p—e+rn+r7,=—9 
und fiir 0 > p > —oo mit: 
p—e+"1+r,=0 
gleichbedeutend ist. Somit ergiebt sich: 
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Das Paraboloid: 
Y4* 4122—p=—0 
Pp ¢ 
hat, jenachdem es (vgl. Fig. 6) ein linkes elliptisches (+-co > p > e) 
oder ein hyperbolisches (e > p >0) oder ein rechtes elliptisches (0>p > —oco) 
ist, beztiglich eine der drei Focaleigenschaften*) : 





r+ 75 me By, 
(36) ry +7, =e—p, 
1 +r=—e—p. 
Jede der drei Focaleigenschaften kann vermige der Relation: 
mi+t+rn+r,+2—e=—0 
(vgl. § 15, 26) in einer zweiten Form geschrieben werden und zwar 
beziehungsweise : 
vr; = Pp —= Zz, 
(37) r= p— a, 
r,=p—Z. 

Die eine Identitét (33) ist der algebraische Ausdruck fiir alle drei 
Focaleigenschaften. 

*) In wiefern die Focaleigenschaft beim eltiptischen Paraboloid davon unab- 
hiingig ist, ob es als linkes oder rechtes in das confocale System § 16, 28 eingeht, 
und in wiefern sie beim hyperbolischen Paraboloid gegen beide conjugirten Focal- 
parabeln symmetrisch ist, findet sich F. SS. 153—161 dargelegt. Von den 6 Glei- 
chungen (36) und (37) sind dort nur diejenigen 3 beibehalten, welche von 1; frei sind. 








Die Existenzbedingungen des verallgemeinerten kinetischen 
Potentials. 


Von 


Artuur Hirscn in Zirich. 


Den Begriff des kinetischen Potentials hat Helmholtz in seiner 
Abhandlung ,,Ueber die physikalische Bedeutung des Princips der 
kleinsten Wirkung‘‘*) eingefiihrt und am Schluss des ersten ,Theils 
derselben die charakteristischen Beziehungen angegeben, welche unter 
den Kraften bestehen, die ein kinetisches Potential besitzen, Einen 
Beweis dafiir, — ein solcher ist von Helmholtz selbst nicht erbracht 
worden, — dass diese Relationen in der That fiir ein derartiges Kraft- 
system charakteristisch sind, hat L. Koenigsberger in einer neuer- 
dings erschienenen Arbeit angedeutet**), in welcher die Principien der 
Mechanik unter Zugrundelegung einer Erweiterung des Begriffs des 
kinetischen Potentials verallgemeinert werden. Endlich hat A. Mayer 
einen directen Beweis fiir die Richtigkeit der Behauptung von Helm- 
holtz geliefert***), 

Im Folgenden soll nun die Frage, wnter welchen Bedingungen ein 
System von Kriiften ein kinetisches Potential im Sinne der Erweiterung 
von Koenigsberger besitzt, in vollig allgemeiner Weise erledigt 
werden, wobei gleichzeitig die beziiglichen vom physikalischen Gesichts- 
punkte so bedeutungsvollen Resultate von Helmholtz eine zusammen- 
fassende Formulirung erfahren, welche vielleicht geeignet erscheint, 
die Wechselbeziehungen und Reciprocititsverhiltnisse in einem von 
einem kinetischen Potential abhingigen Kraftsysteme besonders klar 
hervortreten zu lassen. 

Ihrem mathematischen Gehalte nach deckt sich die in Rede stehende 
Frage im wesentlichen mit der Aufgabe, die Structurverhiltnisse der 


*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 100. 
**) Ueber die Principien der Mechanik‘‘, Sitzungsberichte der Kgl. Preuss. 
Akademie d, Wiss. zu Berlin, 30. Juli 1896, pag. 932—935. 
***) Die Existenzbedingungen eines kinetischen Potentiales“', Berichte der 
math,-phys. Classe der Kgl. Siichs. Gesellsch. d, Wiss. zu Leipzig, 7. December 1896, 
Mathematische Annalen, L. 28 


~. 
wy. 
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Differentialgleichungen zu untersuchen, welche bei einer Klasse von 
Problemen der Variationsrechnung auftreten. Man verstehe unter 
Yi> Yor+++) Yn m unbestimmte Functionen von x, welche zusammen mit 
x und ihren Ableitungen nach & bis zu den resp. Ordnungen 7,, 7, ,. ..;7'n 
als Argumente in eine Function 


f (© Yas yr e-e9 YS or Yar eer EPS +65 Yar Bor «or YS) 
eintreten; und es handle sich darum, die Gréssen y,, y,, ..., Yn derart 
als Functionen von x zu bestimmen, dass die erste Variation des 


Integrals 
J = fi. dz 
Lo 


verschwindet. Zu dem Zweck geben wir den Grossen y,, yo, ..., Yn 
die resp. Incremente u,, “,, ..., Un, Welche willkiirliche Functionen 
von x darstellen, mit der einen Beschriinkung, dass die Ableitungen 
wer (t= 1, 2,...,0) 
an den festen Grenzen des Integrals x=—a, und x=2, zu Null 
werden sollen. Bezeichnet man 


U5 U;, U 


i 


_ af ; 
(1 f= Spy, 13-4) 
4=0 
(2) sf= > bf, 
x=1 
so ist 


eG Wwe idem fof.ae— >) of. dx =0 
*x=1 


%o 


zu setzen. Bedienen wir uns zur Abkiirzung der Schreibweise: 


D5 Yay Yay 25 Ymy Ym s+) OO V5 Yy, Wy, + 65 Yar Ym «+ )s 
um auszudriicken, dass die Differenz der Functionen ® und Y bei 
unbestimmten Functionen y,, ¥,..-, Y% sich durch einen exacten 
Differentialquotienten 


d , ’ 
ig Yio Yire+ +5 Yay Yny ~~ +) 


darstellen lisst, so ergiebt sich vermittelst wiederholter partieller Um- 
formung: 


vz ar 
(4) df= a U9 OD thy ae Cra ee "3Yny Yny***)y 
a=o ~* 


wobei F’, den Differentialausdruck 





(6 





(5) 
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, Yr. ’ r, r, < a’ 
F (59,5 Yrs yf i *);. 93 Un Yar ses yfet *)) =>)(-1) dat ( of 
4=0 


Oux 
(% == 1,2,..., 2) 
reprasentirt, welcher die Ableitungen von y; bis héchstens zur Ordnung 
(7; + rx) enthalt. Mit Riicksicht auf unsere Voraussetzung, betreffend 
das Verschwinden der Ableitungen der uw; an den Grenzen des Integrals, 
geht vermége sini Gleichung (3) iiber in folgende: 


x 


s-{ > u,.F,.dz=0, 


asl 
% 


die ihrerseits bei der Willkiir der Incremente u, die Gleichungen 
Py(25 9, Yi +23 Yun Yun --) 2 0, (eel, 2,..., 2) 
die Differentialgleichungen des Problems, zur Folge hat. 

Deuten wir x als Coordinate der Zeit, die m Gréssen y,, ¥,,...,Yn 
als allgemeine Coordinaten eines bewegten Systems materieller Punkte, 
fassen wir ferner die Function f(%; y,, y;';-..3 Yn) Yn>+--) als ver- 
allgemeinertes kinetisches Potential auf, so sind die durch (5) definirten 
Functionen F’, die Lagrange’schen Ausdriicke fiir die bewegenden 
Kriifte, welche auf das System wirken. 

Unsere Aufgabe soil es jetzt sein, das hier auftretende System von 
Functionen F,, F,,..., F, erschipfend zu charakterisiren, mit andern 
Worten, die Bedingungen aufzusuchen, welche n gegebene Functionen 


F,, (05 Ys Yao 9 tT )5 «65 Yyr Mero eylOT™) — (ee 1, 2,...,m) 


erfiillen miissen, damit eine Function 


fs; 9, 9;-.-9:...2s-- 184 
existirt, vermittelst deren sich die F, in der Form 


a* 
F, = Dxe ys = (50) (x = 1,2,...0) 
darstellen lassen. 


Die erwaihnte Aufgabe haben wir fiir den speciellen Fall n = 1 
bereits behandelt in einer Arbeit ,,Ueber eine charakteristische Eigen- 
schaft der Differentialgleichungen der Variationsrechnung“*), deren 
Methoden und Resultate auch im Folgenden zu benutzen sind, und 
die mit V. citirt werden soll. 

Bevor wir uns dem Gegenstande selbst zuwenden, schicken wir 
im § 1 einige Bemerkungen voraus iiber Systeme linearer Differential- 





*) Mathematische Annalen, Bd. 49. 
28° 


(4) 


) 
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gleichungen, die zu einander adjungirt sind; im § 2 leiten wir dann 
eine gewisse Kigenschaft der Potentialkriafte ab, die im § 3 als charakte- 
ristisch fiir dieselben erwiesen wird; schliesslich bringt § 4 den Nach- 
weis, dass die in Rede stehende Eigenschaft eines Functionensystems 
sich bei allgemeiner Punkttransformation im wesentlichen invariant 
tibertragt. 


$ 1. 
Sei 


r P 
Pw) => noe 
4=0 


ein linearer homogener Differentialausdruck, so ist der zu ihm adjungirte 
lineare Differentialausdruck 


Pw => S (n@-a) 


als solcher bekanntlich véllig durch die Eigenschaft charakterisirt, dass 
v.P(u) cou. P’(v). 


Bezeichnen wir nun zur Abkiirzung mit den Symbolen P;,(u) n? lineare 
homogene Differentialausdriicke 


P;,(u) = > Pixa (2) ul), (é, «== 1, 2,...,”) 
4=0 


aus denen sich das System von m linearen homogenen Differentialglei- 
chungen in den » vom Argumente «x abhingigen Variabeln u, , u,., ..., Un 


(6) >, Pix(tte) = 0 Gut, %...0 
x=1 


zusammensetzt. fiir dieses Gleichungssystem soll ein System von 
Multiplicatoren v,,v,,...,U,, welche ebenfalls als Functionen von x 
gedacht sind, derart bestimmt werden, dass die Summe der linken 
Seiten der Gleichungen (6), nachdem man sie der Reihe nach mit 
V;, V2, -+ +, Un wultiplicirt hat, gleich einem exacten Differential- 
quotienten wird, dass also 


(7) >) D>) ui Pir (ue) v 0 
i=l z=1 
stattfindet. Da der zu P;,(w) adjungirte lineare Differentialausdruck 
Pi,(v) die Relation 
v P;,(u) co WP, (v) 
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erfiillt, so geht die Bedingung (7) tiber in folgende: 


> > Pi, (v;) 0 9, 
e=1 i=.) 


welche in anbetracht der Unabhangigkeit der u, nur dadurch befriedigt 
werden kann, dass 


> Pix (v)) =0 (x= 1,2,...,n) 
i=1 


ist. Die Multiplicatoren v,, v,,..., Y, miissen mithin dem System 
von » linearen homogenen Differentialgleichungen 


(8) >, Pri (vz) = 0 (i == 1, 2,...,%) 
x=1 

gentigen, welches wir das zu (6) adjungirte nennen. Ersichtlich herrscht 

zwischen diesen beiden Systemen von Differentialgleichungen Reciprocitit, 

so dass das System (6) seinerseits zum System (8) adjungirt ist. — Da 

ferner der zu dem Differentialausdruck P(u)-+- Q(u) adjungirte Ausdruck 

durch P’(u) + Q’(u) gegeben wird, so stellt sich das zu dem System 


> Pix (Ux) + ein) = 0 (¢=1,2,..., 2) 


adjungirte System in der Form dar: 


> Palo) +> Qri(ve,) = 0. (¢==1,2,...,0) 


Fiir das Folgende interessirt uns der besondere Fall, dass die linken 
Seiten der adjungirten Systeme zusammenfallen, sobald man die Zeichen 
u, und v, identificirt, welcher dann eintritt, wenn 


Py; (u) = Pix(u) 
ist, wenn also die Differentialausdriicke P;,(u) und P,,(u) zu einander 


und die P,(w) zu sich selbst adjungirt sind. In diesem Falle nennen 
wir das System der Differentialausdriicke 


> Pixltex) (i= 1,2,...0) 
eu=1 
zu sich selbst adjungirt. Dasselbe ist charakterisirt durch die Relationen 
(9) v.P,,(u) ou. P,:(v), (t,% == 1,2,...) 


und es muss dann rix = xi, und r;; eine gerade Zahl sein. 
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Wenn die Systeme 


> Pix(te) und >) Qie(ue); 
ein jedes zu sich selbst adjungirt sind, so ist das System 


D> Pix(te) + >) Qix (te) 


ebenfalls zu sich selbst adjungirt. 


Betrachten wir beispielsweise das System von linearen Differential- 
gleichungen erster Ordnung: 


(6,) > Pie(2) « te — ui = 0; (i= 1,2,...,2) 


das zu demselben adjungirte System lautet: 


(8,) > Pei). ve + vi = 0. (i= 1,2,...,n) 


Beide Systeme von Gleichungen fallen zusammen, wenn 

Dix (2) =— Pxi(X), Pii (2) = 0, 
ohne dass doch das System der Differentialausdriicke auf der linken 
Seite in (6,) in unserm Sinne zu sich selbst adjungirt ist, da die linke 
Seite in (8,) das entgegengesetzte Vorzeichen besitzt. 

Um ein System von linearen Differentialausdriicken erster Ordnung 
zu erhalten, das zu sich selbst adjungirt ist, setzen wir die Anzahl 
der Variabeln gerade voraus und theilen sie in zwei Gruppen: 
Ly Lyy++ +p Eny Yx> Yor +++) Yn- Die beiden Systeme 


dy, 
> piel?) Xx + > aslt) Ye + a 
(6,) : : (i, x= 1,2,...,n) 


Dd rie. + >) 5x (4 — SF 


D pei (t)-be + > rid) me + Ft 
(8,) ; : a (i, x= 1,2,...,m) 
D wit).be + >’ seilt) ne — F 


sind dann, wie man sich leicht iiberzeugt, zu einander adjungirt; und 
das System (6,) ist also zu sich selbst adjungirt, wenn 


Pixlt) =p), G2OHHrai, six() = Si(6). 


und 
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Endlich legen wir noch ein System von linearen Differentialausdriicken 
zweiter Ordnung zu Grunde: 


(6;) > pix (2) the — i", (i=1,2,...,) 

welches zu cm 

(83) > Pxi(2) Vy — Y;" (¢ = 1,2,...,m) 
w= 


adjungirt ist, also zu sich selbst adjungirt wird, wenn 


Pix(X) = Pxi(%) 
stattfindet. 


§ 2. 
Sei jetzt 


f (83 912 Bie =o Rs Gye Bar-+ o Hb +--3 Ser Mee TE 


ein kinetisches Potential, so sind die von demselben abgeleiteten Krifte 


6) R= 4 (2 Pi) et EE 


durch die Relationen (4) definirt: 
(4) Oi:feou.F;. 


Wenden wir auf letztere den 0,-Process an, so ergiebt sich in Riick- 
sicht darauf, dass die Operationen d und 0, vertauschbar sind: 


0,(0;f) Cu. 9,(F5). 
0;(0,f) CO Ue. 0:(F,), 
9;(9.f) = 9. (if), 
so folgt: 
(10) u;. 0, F; MN Un .O;F,. 


Bezeichnen wir ferner mit 0;f den Differentiationsprocess 


of = es ig 7y Hs 


so liefert dessen Anwendung auf (4): 
0,(dif) Co um. 0:(Fi); 


Ebenso gilt: 


und da 





desgleichen ist * 

0; (d;f) OO Uj ° 0; (Fi); 
mithin 
(11) u;. 0;F; 0 %;.0;F;. 
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Um die Abhingigkeit der Ausdriicke 6, F; von den uv hervor- 
zuheben, fiihren wir nun fiir 0,7; das Symbol P;,(u,) ein, mit dessen 
Benutzung sich die Relationen (10) und (11) wie folgt schreiben : 


(10°) Ui. Pix (Ux) OW uy. P,i(ui), 
(11’) UG. Pi; (u;) CO U4; . Py (uj). 
Indem wir diese in eine Gleichung zusammenfassen : 


v. Pix (u) cow. Py (v), (4, * == 1,2,...,) 
erkennen wir auf Grund von (9), dass das System von Differential- 


ausdriicken 
> Paws) = =>. F,=8F, (i—1,2,...,n) 


zu sich selbst adjungirt ist. Damit sind wir zu dem Resultat gelangt: 
I. Die durch (5) definirten Functionen F; haben die Eigenschaft, 


dass das aus ihnen abgeleitete System linearer Differentialausdriicke 
OF; zu sich selbst adjungirt ist. 


§ 3. 

Es soll jetzt bewiesen werden, dass der soeben festgestellte Satz 
sich in folgender Art umkehren lisst: 

II. Es seien F,, F,, ..., Fn m Functionen von x und den Ab- 
leitungen der Functionen y,, Yo, ---; Yn, und zwar enthalte F; die 
Derivirten von y, bis hichstens zur Ordnung (ri+r.); ferner mégen 
die aus den F; abgeleiteten linearen ee 


dF: = 2) 2 ig! sc Me 


ein zu sich selbst adjungirtes System bilden; dann kann man mit Hiilfe 
von Quadraturen eine Function f (2; a ee ere yf) 
construiren, vermittelst deren sich die Functionen F; in der Form 


a’ 
FF; = > (— i}; 2 (ayia) 
darstellen lassen. 


Dieser Satz ist, wie in V. nachgewiesen, richtig im Falle n=—1; 
und seine Giiltigkeit werde angenommen fiir (n»—1) Variabeln y. Als- 
dann liasst sich darthun, dass er auch fiir » Variabeln, folglich all- 
gemein, besteht. Zu dem Zweck gehen wir folgendermassen vor: indem 
wir zuniichst die Art beriicksichtigen, in der die Function F, von 
den Ableitungen von y, abhingt, die sie bis zur Ordnung 2r, oder 
einer geringeren, aber jedenfalls geraden Ordnung enthilt, heben 
wir hervor, dass gemiiss unserer Voraussetzung 0, F, ein zu sich selbst 
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adjungirter linearer Differentialausdruck ist. Daraus folgt aber zufolge 
V., dass man durch Quadraturen eine Function 


P(%3 WY +++ M5 Yor Yo +++) 
ermitteln kann, welche die Ableitungen von y, bis zur Ordnung 7,, 


die Ableitungen von y,, ¥3, ..-., Y, bis zu irgend einer Hohe enthiilt, 
und vermittelst deren sich F', in der Form 


’ a’ 0g 
P= 3 a (gi) 


darstellen laisst, Allerdings beriicksichtigt der fiir dies Ergebniss in V. 
gefiihrte Beweis nicht das Auftreten von Parametern y,, 3, ... Yn, neben 
der Function y,; jedoch iiberzeugt man sich sehr leicht, dass hierdurch 
keine Modification in Schlussweise und Resultat veranlasst wird. Wenn 
wir nun zur Abkiirzung 


a’ 0g 
_— gy 5 
setzen, so bilden nach § 2 die linearen Differentialausdriicke 0; ein 
zu sich selbst adjungirtes System. 

Bezeichnen wir ferner die Differenzen F; — , mit Y;, wo dann 
¥, identisch gleich Null ist, so setzt sich F; in die Form 


F,= 9; + ¥;. 
Der Voraussetzung nach ist das lineare System 


dF, = 00, + d¥,; 


zu sich selbst adjungirt, das gleiche gilt dem eben gesagten zufolge 
von dem System 6;; mithin ergiebt sich auf Grund einer Bemerkung 
im § 1, dass auch das System d¥; zu sich selbst adjungirt sein muss. 
Insbesondere miissen dann die Differentialausdriicke 0,%; und 0;%, zu 
einander adjungirt sein, also wird, da mit Y, auch 0;, identisch 


Null ist, 
av, a 
Y= > — a” 
identisch verschwinden, mithin 
oY; 
— =0 
ay” 
sein; das heisst: die Functionen Y,, Y,,...%, enthalten die Function 
y, und ihre Derivirten gar nicht mehr. Somit haben wir jetzt (n— 1) 
Functionen ¥,, ¥,,...%,, welche von « und den Ableitungen der 
(n—1) Variabeln y,, y,,... Ya in der Art abhingen, dass das System 


oY, (i= 2, 3,...0) 











438 Arron Hirsen. 


zu sich selbst adjungirt ist. Gemiiss unserer Annahme existirt also 
eine durch Quadraturen zu berechnende Function 


Y (253 Yor Yor s+ +3 Yar Yay > +) 
vermittelst deren man Y; auf die Gestalt bringen kann: 


= 2-W GS a(Z i) (i = 2, 3,...m) 


g9t+v=—f, 


so ergiebt sich, da ~ von y, frei ist, 


(12) F, oe ys Gon 7) (i = 1, 2,...0) 


Nun enthalt die hiermit gefundene Function f die Ableitungen 
von y, bis zur Ordnung r,, wird aber im allgemeinen die Ableitungen 
von y; fiir i > 1 in einer héheren Ordnung enthalten als r;. Es bleibt 
also noch zu zeigen, dass sich f durch eine andere Function ersetzen 
lisst, in welche die Derivirten der y; nur in der angegebenen Hohe 
eintreten. Die Gesammtheit aller Functionen g, durch die eine Dar- 
stellung (12) der F; méglich ist, ist nach einem bekannten Satze der 
Variationsrechnung mit f durch die Relation verbunden: 


gf. 

Man darf folglich f durch jede Function g ersetzen, die sich von ihr 
durch einen exacten Differentialquotienten unterscheidet. Es miégen 
nun die Derivirten von y,, ¥,--. Yx-1 bis zu den resp. Ordnungen 
Ys) To>+++%x-1 in f eintreten, dagegen die von y, bis zur Ordnung 
(r,+1); — sollte die betreffende Ordnung grisser sein als (r,-+1), 
so lege man dem Zeichen vr, einen entsprechend héhern Werth bei. — 
Dann findet statt: 


Setzen wir demnach 


Tyt+1 


F(.-- y@,-- =F (- y 5 (4 ‘fy 


ryt1 of ry, +2 
— (ayers) Dope, 


also muss, da die linke Seite yore t?) nicht enthiilt, 
(ayf**)° 
sein, und f enthalt y**”) nur linear in der Form: 


f= pyle) + v. 


=0 


Weiter ist 











wes lUCUhOrlCUOPltC O'S 


_ 
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B,C ++ set"), +) -2 arr, 50) 


= (— 1)' OPN GoD yl" itr, +1) +:- (i=1, 2,: . -(x—1)) 


folglich ist auch 








= oe 9 — 0: 
r r, —— "« 
ays ayleT) — ayl"d 


das heisst: 9 enthalt die Derivirten von y,, Y.,..-Yx-13 Yx nur bis 
zu den resp. Ordnungen: 


(r,—1), (72-1), .--, (eu — 1); Pe. 
Setzen wir nun , 
fo a —v, 


aU 
aff” 
dU r 
dg Me + YF, 
wo V ebenso wie ~ die Ableitungen von y,, y.,...¥Yx bis zu den 
resp. Ordnungen 7,, 7, ... 7 enthalt. Bezeichnen wir endlich die 
Differenz » — V mit f, so folgt 


p= +7, 





so ist 


oder 
irr; 

wenn man also f durch / ersetzt, so ist damit die Ordnung der Deri- 
virten von y, um eins erniedrigt. Indem man dieses Reductionsverfahren 
so weit als néthig fortsetzt, erhalt man offenbar stets eine Function f, 
welche der oben erwihnten Anforderung entspricht. — Darauf hin 
kénnen wir das Resultat unserer Untersuchung in folgendem Satz 
formuliren: 

Ill. Die Krdfte, welche ein kinetisches Potential besitzen, sind 
volistindig durch die Eigenschaft charakterisirt, dass die Variationen, 
welche sie bei virtueller Verschiebung des materiellen Systems erfahren, 
ein 2u sich selbst adjungurtes System linearer Differentialausdriicke bilden. 


§ 4. 
Zum Abschluss dieser Betrachtungen soll folgender Satz bewiesen 
werden: 


IV. Es liege ein System von n Differentialgleichungen in n Varia- 
beln vor: 
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Fy(@5 Ye My 03 Uns Yay 1) =, (t= 1, 2,...m) 
deren linke Seiten die Eigenschaft haben, dass die Variationen 0F; ein 
zu sich selbst adjungirtes System bilden. Wenn man auf dasselbe eine 
Punkttransformation ausiibt, so erhdlt man ein dquivalentes System von 
Differentialgleichungen, deren linken Seiten die genannte Eigenschaft 
ebenfalls zukommt. 

Zum Beweise bemerken wir, dass sich auf Grund der Voraussetzung 
die F; vermittelst einer Function f in der in (12) gegebenen Form 
darstellen lassen. Deuten wir fiir den Moment in dem System der 
Gleichungen (12) die ‘Zeichen F; als willkiirliche Constanten, so kénnen 
wir dasselbe in die eine Gleichung zusammenfassen: 

(13) dJ=0, 
wo 


(14) =f -> Fw} dz. 


Dieses Integral soll jetzt durch die Substitution 


{" = (EM Ney ++ +) Mn), 
Yi = i (Es M1, Nes + + +> Mn) (¢=1,2,...m) 
transformirt werden, in welcher als Argument, ,, %2,..., %n als 
Functionen von § angesehen werden, und deren Functionaldeterminante 
a @ (2, Yiy Yar ees Yn) 
@(5, M1 Nes - + +> Mn) 
von Null verschieden vorausgesetzt wird. Denken wir uns die Ab- 


leitungen der y durch § und die Ableitungen der 9 ausgedriickt, und 
setzen wir zur Abkiirzung 





, , d , , 
(15) F(E5 Yay M's +y Yar Yar) ae = IES My Hd +) Mn: Nny***)s 
so wird 


(16) t= f fo Sim wGeh ae. 


& 
Wenn wir ferner die Bezeichnung einfiihren: 


(17) 2 ys - ta) (w= 1,2,...) 


so fliessen aus der Forderung (13), angewandt auf (16), die Gleichungen: 


0m) 6 Slee (wk) alk ()]}-° 


~ (x= 1,2,...m). 





ey - wo 
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Da nun 
_@ (do\ _ 4 (do 
sak = dé (Ge) 
und 
0 (de\_ 09 
On ) On, 


ist, so folgt: 


oO. Wi: dg te: <> do\)] _ 49. 0%; ao. ay; 

an, ( ; ie) — a” ay On, ##) & On, On, @&’ 
und damit erhalten wir aus (18) folgende Transformationsformel fiir 
die in (12) gekennzeichneten Functionen F;: 


av; dy, 
> p 6@ 
(19) G,= F; (oe. leet aoe 2,...%) 
Da die Determinante ~~ Systems (19), 


(ae. 0% am hi. 
| d& On, On, dé 


ss) lly Cael ccal 
dé ' : > 
also von Null verschieden ist, so ist das System der transformirten 
Gleichungen F; = 0 aquivalent dem System von Gleichungen G, = 0, 
deren linke Seiten auf Grund der Darstellung von G, in (17) die in 
Rede stehende Eigenschaft gleichfalls besitzen. Damit ist die Invarianz 
dieser Eigenschaft gegeniiber Punkttransformation erwiesen, 


Wahlt man speciell «= &, so ergiebt sich aus (19) die Trans- 
formationsformel : 


(20) Z-¥5 1 (5,08) ~ apf aa ade = (5918)? 


welche auf anderem Wege von Koenigsberger abgeleitet ist*). 

Bei unsern Betrachtungen spielt das System von linearen Differen- 
tialgleichungen 07; == 0 eine wesentliche Rolle, welches mit einem 
jeden System von Differentialgleichungen F, = 0 verbunden auftritt. — 
Ks sei noch bemerkt, dass auf die Bedeutung dieses Zusammenhangs fiir 
die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen bereits Dar boux**) 
und Poincaré***) hingewiesen haben. 





Zirich, Mai 1897. 


*) 1. c, pag. 901. 
**) Théorie générale des surfaces, IV. partie, note XI. 
***) Les méthodes nouvelles de la Mécanique celeste, t. I, chap. IV. 











Ueber eine besondere Gattung von singularen Stellen 
analytischer Functionen. 


Von 


ALFRED PRINGSHEIM in Miinchen. 


In einem friiher publicirten Aufsatze*): ,,Zur Theorie der Taylor’- 
schen Reihe und der analytischen Functionen mit beschrinktem Existenz- 
bereich‘*‘ — habe ich verschiedene Typen analytischer Functionen unter- 
sucht, die im Jnnern des Einheitskreises reguldr, beim Uebergange 
zur Peripherie und lings derselben noch mit allen Ableitungen endlich 
und stetig sind, die aber nichtsdestoweniger iiber den Einheitskreis 
nicht analytisch fortgesetzt werden kénnen. Um iiber die wahre Natur 
der hier auftretenden Singularitdten naheren Aufschluss zu gewinnen, 
betrachtete ich zunichst solche Functionen bei denen sie nicht lings 
eines Curvenbogens condensirt, sondern isolirt vorkommen, und zeigte 


u. a. wie man mit Hiilfe von Partialbruch-Reihen von der Form > “5 
A a,— x 
derartige singulire Stellen « als Grenzpunkte einfacher Pole erzeugen 
kann. Hieraus glaubte ich schliessen zu kénnen, dass solche Stellen a 
stets eine singuldre Linie der fraglichen Art constituiren miissten, falls 
sie die Begrenzung irgend eines Bereiches ausmachen und die Punkte 
a, als durchweg ausserhalb desselben liegend angenommen werden**), 
Dass die hierbei von mir angewendete Schlussweise nicht stichhaltig 
erscheint und somit die Richtigkeit des betreffenden Schluss-Resultates 
dahingestellt bleibt, hat Herr E. Borel in seiner Thése***): , Sur 
quelques points de la théorie des fonctions“ p. 14 hervorgehoben und des 
naheren begriindet, ohne freilich jene Beweisliicke ausfiillen oder aber 
die Unrichtigkeit der fraglichen Behauptung nachweisen zu kénnen: 
immerhin liefert er gewisse neue und sinnreiche Betrachtungen, welche 
*) Math. Ann. Bd. 42 (1893), S. 153—184. 
**) a. a. O. S. 168, 169. 


***) Paris, 1894. — Auch abgedruckt in den Ann. de I'Kcole norm, 3iéme 
S., T. XII (1895). 
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dazu dienen sollen, die Richtigkeit jenes Resultates unter geeigneten 
Einschrankungen wahrscheinlich zu machen. 

Wenn nun aber am Schlusse einer soeben erschienenen Note*) 
Herr Lerch Veranlassung nimmt, die schon von Herrn Borel ge- 
machte Bemerkung von der Unzulinglichkeit des betreffenden Beweises 
einfach zu wiederholen, ohne im iibrigen irgend etwas zur Klarung 
der Sache beizutragen, so vermag ich darin nur das Bestreben zu 
erblicken, gewissen in jener Note gegen mich vorgebrachten sachlich 
unberechtigten und in der Form ungehorigen Angriffen einen wirksamen 
Abschluss zu geben. 

Herr Lerch beklagt sich nimlich zuniichst, dass ein von ihm 
1888 in den Prager Abhandlungen veréffentlichter Aufsatz**) nicht 
gentigende Verbreitung gefunden habe, und fahrt dann wirtlich 
folgendermassen fort: 

», Von der genannten Abhandlung ist Manches von Herrn 
A. Pringsheim in den Math. Ann. Bd. 42 und 44 neuerdings 
publicirt worden, so z. B. .. .“ 

» Von mir stammt auch die Bemerkung, dass . . .“ 

Gegen die in diesen Worten ziemlich unverbliimt ausgesprochene 
Insinuation habe ich bereits an der Stelle ihres Erscheinens Verwahrung 
eingelegt***). Aber ich méchte doch auch rein sachlich feststellen, 
aus welchem Materiale die obige von Herrn Lerch erhobene Anklage 
aufgebaut ist. Herr Lerch fiihrt zu deren Begriindung ausschliesslich 
folgende vier Punkte an7): 

1) ,,Die Verallgemeinerung, welche in Bd. 42 auf S. 166 in der 
Fussnote erwahnt wird“. — Es bezieht sich dies auf eine ganz neben- 
sichliche Fussnote von knapp drei Zeilen mit folgendem Wortlaut: 

Ich bemerke, dass die folgenden Betrachtungen auch Giiltigkeit behalten fiir 
Reihen von der etwas allgemeineren Form > — wo die m, auch nega- 

(a, — #) 4 
tiv gebrochene oder beliebige rationale positive Zahlen bedeuten. 

Da es sich an der betreffenden Stelle im Texte bestandig um Potenz- 
reihen-Entwickelungen von Partialbruch-Reihen der Form > 
handelt, so erscheint jene Bemerkung so naheliegend und zugleich so 
elementar, dass sie in dem betreffenden Zusammenhange sich gewisser- 
massen von selbst ergiebt. Was aber noch wesentlicher in’s Gewicht 
fallt: von jener Bemerkung wird in der ganzen, zwei volle Druckbogen 


*) ,,Ueber die analytische Natur einer von P. du Bois-Reymond betrachteten 
Function, — Monatshefte f. Math. u. Phys., Jahrg. VIII, S. 377—382. 
**) Ueber Functionen mit beschrinktem Existenzbereiche“. 
**#) Monatsh. f, Math. u. Phys., Jahrg. IX, 8. 46. 
+) a. a. O. 8, 381. 
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umfassenden Arbeit nicht der geringste Gebrauch gemacht. Sie kénnte 
aus derselben ohne jeden Schaden einfach gestrichen werden, wihrend 
gerade die ausschliessliche Verwerthung einer ahnlichen Bemerkung einen 
Hauptabschnitt der oben citirten Lerch’schen Abhandlung*) ausfiillt. 

2) ,,.Das Princip der Beweisfiihrung, welches auf 8. 50 und 51 
des Bd. 44 beniitzt wird‘. — Auch dieses Citat bezieht sich auf eine 
gelegentliche Zwischenbemerkung, die mit der tibrigen Arbeit nur in 
sehr losem Zusammenhange steht. Es handelt sich hierbei um eine 
wiederum iiberaus nahe liegende und an sich ziemlich unerhebliche 
Verallgemeinerung eines bekannten, auf der symmetrischen Vertheilung 
der Einheitswurzeln, bezw. der Periodicitiit der trigonometrischen Func- 
tionen beruhenden Condensationsprincipes**), dessen Erfindung ich mir 
gerade so wenig angemasst habe, wie ich sie Herrn Lerch zugestehen 
kann. Die Grundlage derselben hat schon Riemann durch Aufstellung 
der Reihe 2 sin (v! ax) geschaffen***), es kommt bei der Bildung der 
nicht-differenzirbaren W eierstrass’schen Function 2b’. sin a’x% zum 
Vorschein, auch ist es von Darboux zur Aufstellung der ebenfalls 


nicht-differenzirbaren Function > Se ris beniitzt}) und von Dini 


fiir ihnliche Zwecke verallgemeinert worden }+). Herr Lerch scheint 
die beiden letztgenannten Arbeiten nicht zu kennen, da er sie in 
seinem Aufsatze}jt): ,,Ueber die Nicht-Differentiirbarkeit gewisser 
Functionen“ nicht citirt: er wiirde sonst bemerkt haben, dass die von 
ihm behandelten Typen nicht-differenzirbarer Functionen schon simmt- 
lich in den genannten Abhandlungen vorkommen. 


3) ,Von mir stammt auch die Bemerkung, dass man Ausdriicke 
von der Form a sx bilden kann, welche ihrem absoluten Betrage 


r=0 
nach unterhalb einer Constanten bleiben, wenn z auf ein Gebiet be- 
schrankt wird, innerhalb dessen keine Punkte a, liegen, desgleichen 


*) Contributions 4 la théorie des fonctions. — Prager Sitz.-Ber, 1886. p. 14. 

**) Schliesslich ist mein ,,Princip der Beweisfiihrung** gar nicht einmal mit 
demjenigen des Herrn Lerch identisch, Das letstere bezieht sich wesentlich und 
ausschliesslich auf solche Singularitiiten a, fiir welche lim f(«)—=o und der 

z=a 
Existenznachweis dieser Beziehung bildet den springenden Punkt seines Beweises 
(a. a. O, 8.12); wahrend bei mir von ganz beliebigen Singularitiiten und speciell 
von solchen die Rede ist, fiir welche lim f(x) endlich bleibt. 
xz=a 


***) Ges, M. S. 250. 
+) Mémoire sur les fonctions discontinues, — Ann. de |’Ecole norm. 
2¢ §., T. IV (1875), p. 107. 
+7) ,Su aleune funzioni che in tutto un intervallo non hanno mai deri- 
vata“, — Ann, di matem. 8. II, T. VIII (1877), p. 137. 
+tt) Journ, f. Math., Bd. 103 (1888), S. 126ff. 
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auf seiner Begrenzung, wenn auch simmtliche Punkte dieser Begrenzung 
Hiufungsstellen der Menge (a,) sind“. — Herrn Lerch scheint es hierbei 
ginzlich zu entgehen, dass diese Bemerkung absolut nichts merkwiirdiges 
enthalt und auch mit meinen Untersuchungen kaum etwas zu thun 
hat. Dass nimlich eine im Einheitskreise sich regulir verhaltender 
Ausdruck f(z) bei einer aus dem IJnnern oder lings der Peripherie 
erfolgenden Anniherung an jede singulire Stelle « einen bestimmten, 
stets unter einer festen Schranke bleibenden Grenzwerth besitzen oder, 
was im wesentlichen auf dasselbe hinauslauft, dass eine Potenz- 
reihe $(a#) noch fiir alle Stellen des Convergenzkreises convergiren 
kann, ist eine altbekannte, ich méchte sagen, lingst als selbstver- 
stiindlich angesehene Thatsache; ob dabei jene singuliren Stellen « 
isolirt oder condensirt auftreten, erscheint vdéllig irrelevant. Bis zu 
einem gewissen Grade auffallend und den dilteren Vorstellungen geradezu 
widersprechend musste es dagegen erscheinen, dass das analoge auch 
noch fiir séimmiliche Differentialquotienten f(x) (v = 1, 2, 3,... in inf.), 
bezw. fiir sdémmitliche Ableitungen $)(x) stattfinden kann. Die fir 
meine ganze Untersuchung grundlegende Bemerkung, dass man eine 
singuldre Stelle a, welche die letztgenannte Erscheinung darbietet, als 
Grenestelle von einfachen Polen a, erzeugen kann, ist von Herrn Lerch 
niemals gemacht oder auch nur angedeutet worden: vielmehr habe ich 
dieselbe aus einem von Du Bois-Reymond construirten und von 
mir ausdriicklich citirten Beispiele abstrahirt*). Und wiihrend ich 
gerade zu beweisen suchte**), dass soleche der Menge der a, nicht an- 
gehérige Grenzstellen « unter gewissen Kinschriinkungen wirklich stets 
singuldre Stellen der fraglichen Art sind, so hat der oben von Herrn 
Lerch erwahnte Ausdruck gerade den entgegengesetzten Zweck, zu zeigen, 
dass sich auf Grund eines gewissen von Herrn Goursat herriihrenden 
Satzes iiber den etwaigen singuldren Charakter von @ ganz und gar 
nichts aussagen lisst. 

4) ,,Ich habe dies auf S. 448 der Abhandlung durch das Beispiel: 


1 
pe 
comes erate 
es poser tae > tivani 


*) Math. Ann. Bd. 42, 8.158, Fussnote. — S. 166. — 

*t) Dieser Beweis (a. a. U. S. 168) ist — mit einer sogleich anzugebenden 
Einschrinkung — vollkommen richtig, sobald solche Grenzstellen a auf der 
a, a. O. mit C bezeichneten Curve lediglich isolirt auftreten; es versagt nur, wie 
eben Herr Borel mit Recht hervorgehoben hat, wenn die a auf irgend einem 
Curvenbogen von C condensirt liegen, Aus dem entsprechenden Grunde muss 
daher in dem zwerst genannten Falle noch die Einschrinkung gemacht werden, 
dass die a, nach der Seite der Curve C hin nicht durch eine Curve abgeschlossen 
sein diirfen, welche in der Nihe der Stelle « lediglich aus Grenzpunkten der 
a, besteht, ohne Punkte a, zu enthalten. 


Mathematische Annalen, L. 29 
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erlautert, worin @ eine irrationale reelle Grésse bedeutet. Derartige 
Ausdriicke werden von Herrn Pringsheim im 42. Bande der Mathem. 
Annalen mehrfach besprochen“. — Da ich bei der in Rede stehenden 
Untersuchung mir von vorn herein das Problem gestellt hatte, Singu- 
larititen der niher bezeichneten Art lings des EHinheitskreises zu con- 
densiren, so brauchte ich naturgemiss Punktmengen, die durchweg 
ausserhalb des Kinheitskreises liegen, wihrend deren Grengpunkte seine 
Peripherie erfillen. Beispiele solcher Punktmengen sind keineswegs 
zuerst von Herrn Lerch, sondern schon friiher gegeben worden*) und 
kénnen im iibrigen ohne Miihe von jedem hergestellt werden, dem 
die Elemente der Mengenlehre und gewisse viel beniitzte analytische 
Hilfsmittel einigermassen geliufig sind. Wenn unter einer gréssern 
Anzahl a. a, O. von mir gebildeten Beispielen auch das eine vorkommt, 
welches dem obigen von Herrn Lerch fiir ganz andere Zwecke ge- 
bildeten Ausdrucke zu Grunde liegt, so riihrt das eben davon her, 
dass dasselbe zu den niichstliegenden gehdrt: dass die Stellen ¢”*# 
(s irrational, v = 0, 1, 2,...) auf dem Kinheitskreise iiberall dicht ver- 
1 1 
theilt liegen and dass andererseits fiir v > 0:e” > i, lim e” =—1 ist — 
diese Thatsachen sind doch wohl so allgemein bekannt, dass ihre ge- 
legentliche Beniitzung bei der Construction von Beispielen schwerlich 
als eine Art Privileg angesehen werden kann. 

Durch das Gesagte diirfte aber zur geniige dargethan sein, dass 
es sich in den von Herrn Lerch ausdriicklich citirten Fallen um ein 
paar zufallige und in Wahrheit auch nur theilweise zutreffende Ueber- 
einstimmungen von durchaus untergeordneter Bedeutung handelt, wie 
sie bei der heutigen Ausdehnung der mathematischen Production in 
Arbeiten verwandter Richtung kaum zu vermeiden sind; und dass diese 
Uebereinstimmungen Herrn Lerch tiberbaupt nicht berechtigen wiirden, 
irgendwelche nennenswerthen Prioritiits-Anspriiche zu erheben, selbst 
wenn dies in angemessenerer, als der von ihm gewihlten Form ge- 
schehen wiire. 

Um nun schliesslich wieder auf den im Kingange erwihnten, von 
Herrn Borel angefochtenen Beweis zuriickzukommen, so habe ich 
inzwischen erkannt, dass auch andere, zum Theil sehr bedeutende 
Functionen-Theoretiker die Erérterung der vorliegenden Frage mit einer 
gewissen Consequenz vermieden haben. In Folge dessen darf es vielleicht 
immerhin einiges Interesse beanspruchen, wenn ich im folgenden (§ 1) 
zeige, dass die Richtigkeit des fraglichen Satzes bei gewissen sym- 
metrischen Vertheilungen der Pole «, vollkommen erwiesen werden 
kann. Ich erreiche auf diese Weise thatsichlich jenen Zweck, welcher 


*) Z. B, von Mittag-Leffler: Acta Math. Bd. X, S. 24, Fussnote. 
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mir seinerzeit bei der Aufstellung jenes Satzes zunichst vorschwebte: 
durch méglichst einfache arithmetische Constructionen anschaulich zu 
machen, wie gewisse, den Alteren Anschauungen von der Tragweite 
des Taylor’schen Satzes widersprechende Typen von nicht fortsetzbaren 
analytischen Functionen thatsiichlich entstehen kéunen (nimlich solche, 
die noch auf der Grenze ihres Stetigkeitsbereiches mit sdéimmtlichen Ab- 
leitungen endlich und stetig bleiben). 

Da nun bei dieser Erzeugungsweise die betreffenden wesentlichen 
Singularitaten stets Hédufungsstellen unendlich vieler ausserwesentlicher 
Singularitiiten sind (gleichgiiltig ob sie selbst als wesentlich singulire 
Stellen isolirt oder lings einer Linie condensirt auftreten), so erschien es 
mir angemessen, mir zugleich auch die Frage vorzulegen: Giebt es nicht 
bekannte, bezw. aus bekannten Elementarfunctionen in einfacher Weise 
zusammengesetzte analytische Functionen, bei denen wesentliche Singu- 
laritéten der bezeichneten Art vollkommen isolirt vorkommen? Diese 
Frage wird in § 2 in bejahendem Sinne beantwortet. Schliesslich zeige 
ich in § 3, an eine andere Stelle der Lerch’schen Note ankniipfend, 
wie man das isolirte Auftreten solcher Singularitiiten bei gewissen 
Potenzrethen sowohl mit Beniitzung eines von Herrn Hadamard 
herriihrenden Satzes, als auch mit Hiilfe einer elementareren von mir 
aufgefundenen Methode nachweisen kann. 


§ 1. 
I. Es bezeichne: 


oo 


> eine convergente Reihe mit lauter positiven Gliedern; 
v 


m, (v=0,1,2,...) eime unbegrenzte Folge positiver, bestiindig zu- 
nehmender ganzer Zahlen; 
a eine positive Zahl > 1. 


Bildet man sodann: 


Cc. 
1 id . 
(1) 2 ae 
so convergirt diese Reihe absolut und gleichmdssig in der Umgebung 
jeder Stelle z,, fiir welche keiner der Nenner (a— 2x”) verschwindet. 
Das gleiche gilt auch noch, nach Ausschluss irgend eines bestimmten 


Cy 


Terms as beziiglich der restirenden Reihe in der Umgebung der 








a—cz 
m, Stellen a (A=0,1,...m,—1), welche a—2”” zw Null machen, 
sodass also: 
1 2rnt 


(2) a —=a™.e™  (A—=0,1,...m,—1). 
29* 
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Diese m, Stellen a@) liegen symmetrisch vertheilt auf einem um den 
1 


Nullpunkt mit dem Radius a”” > 1 zu beschreibenden Kreise, 4. h. 
stets ausserhalb des Einheitskreises, und sie bilden fir v0, 1, 2,... 
eine Punktmenge, welche simmtliche Punkte des EKinheitskreises zu 
Grenzpunkten hat. 

Hieraus folgt zunachst, dass der arithmetische Ausdruck (1) ausser- 
halb des Einheitskreises eine analytische Function » (x) darstellt, welche 
die Menge der Punkte a, zu ausserwesentlichen und deren Grenzpunkte 
d. h. alle Punkte des Einheitskreises zu wesentlich singuliiren Stellen 
hat, also in das Innere des Kreises nicht analytisch fortsetzbar ist. 

Sodann stellt der Ausdruck (1) fiir |z| <1 eine regulire ana- 
lytische Function f(z) dar, welche auch noch fiir |x| — 1 durchweg 
endliche Werthe besitzt und stetig bleibt, wenn x aus dem Innern des 
Kreises nach der Peripherie zu oder lings derselben stetig variirt. 
Letzteres folgt daraus, dass fiir |x| < 1: 

la—2™|>a-—1 
wird, und daher die Reihe (1) mit Einschluss der Peripherie des Kin- 
heitskreises absolut und gleichmdssig convergirt. 

Da dieses Verhalten von f(z) keinen Anhaltspunkt dafiir bietet, 
ob die Punkte des EKinheitskreises auch fiir f(x) singuldr sind, so wire 
es immerhin denkbar, dass f(x) sich iiber denselben theilweise oder 
sogar durchweg nach aussen hin festsetzen liesse*). Ich will nun zeigen, 
dass der Punkt z= 1 in jedem Falle eine singuldre Stelle von f(z) 
sein muss und dass, zum mindesten bei geeigneter Wahl der Zahlen 
m,, das gleiche von jeder Stelle mit dem absoluten Betrage 1 gilt. 


II. Entwickelt man irgend einen bestimmten Term -  ™ nach 
a—x”" 
positiven Potenzen von x und setzt etwa: 


(3) 5, = Bale), 


so besitzt $3,,(x) offenbar den Convergenzradius a”. Bezeichnet man 
sodann die nach Ausschluss jenes Termes restirende Reihe mit 


> (n) c 
y _ v 
¥ 


™. 
0 a—z 





und setzt: 


n 


(n) commenting 
(4) > cy z om Bn (x), 


0 a—z 





*) In diesem Falle kinnte natiirlich eine solche analytische Fortsetzung von 
f(x) fir |x| >1 nicht mit p(x) tibereinstimmen. 
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so lisst sich zuniachst tiber den wahren Convergenzradius dieser aus 
der Summation unendlich vieler Potenzreihen $f, (x) hervorgegangenen 


Potenzreihe §,(z) zunichst nichts bestimmtes aussagen. Bildet man 
nun aber: 


(5) f(z) = Bu(Z) + Pale) = P(e) 
so erkennt man jedenfalls soviel, dass der Covergenzradius R von $$ (zx) 
sicher nicht grésser sein kann, als derjenige von $,(7). Denn da die 


Coefficienten von $,(z), wie auch von 3,(”) durchweg >0O sind, so 
fallen die Coefficienten von $$(~) zum Theil grésser, niemals aber 
kleiner aus, als diejenigen von $3,(”). Daraus folgt aber, dass 

1 


R<a™ 


sein muss, und da hier fiir m, jede noch so grosse positive Zah] ge- 
nommen werden und andererseits R nicht kleiner als 1 sein kann, so 
findet man: 
R=1. 
Da nun §(z) lauter positive Coefficienten enthilt, so ergiebt sich 
weiter*), dass die Stelle = 1 fiir f(x) eine singuldre sein muss. 
Fiir alle andern Stellen des Einheitskreises gilt dies aber zum 


‘ ‘ ° ‘os m . 
mindesten sicher dann, wenn mau die m, so wahlt, dass ae eine 

v 
ganze Zahl ist (z. B. m,—=v!, m, = 0b” wo b eine ganze Zahl > 2). 
Denn, setzt man: 





(6) f(x) = fx(@)+ Ry (2), 

wo: . 

@) fale) = S>—, Bee — D> = ; 
=e _ a 


1 
so ist f,(#) regular fir |x| <<a", also sicher noch fir |x| = 1, 
wihrend R,(x) zunichst wiederum die singuldre Stelle 2 = 1 besitzt. 
Da man aber setzen kann: 


(8) R,(2) = >? —“ = B(e™), 


Myt+y 
a x) My 











a—(e 2Qiani 


so bleibt R,(x) ungeiindert, wenn man a durch w.e"* (A= 1,2,...m,—1) 


ersetzt, und daraus folgt, dass gleichzeitig mit der Stelle « = 1 auch 
2ini 





alle Stellen von der Form e™ fiir R,(“) und somit auch fir f(x) 


*) Vgl. Math, Ann. Bd. 44, 8. 42. 
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singuldre sein miissen. Da man nun hier wiederum x bezw. m, jeden noch 
so grossen Werth beilegen kann und die auf diese Weise in unbe- 
grenzter Anzahl resultirenden singularen Stellen auf dem Kinheitskreise 
iiberall dicht liegen, so folgt schliesslich, dass jede Stelle des Einheits- 
kreises fiir f(x) eine wesentlich singuldre wird und somit f(x) keine 
analytische Fortsetzung besitzt. 

Hiermit ist also der angefochtene Satz zwar nicht in seiner All- 
gemeinheit bewiesen, aber immerhin seine Richtigkeit unter geeigneten 
Einschrankungen definitiv festgestellt. 

III. Bisher war iiber die positiven Zahlen c, nur in soweit ver- 
fiigt worden, dass 2c, als convergent vorausgesetzt wurde, woraus 
dann ohne weiteres die absolute und gleichmissige Convergenz der 


Reihe ys : 
a-—cz 


durch geeignete Einschrinkung der ¢, erreichen, dass das gleiche auch 
fiir jede aus der obigen durch gliedweise Differentiation abgeleitete 
Reihe gilt. Um diese Differentiation wirklich auszufiihren, erscheint 





auch noch fiir |z| = 1 resultirte. Man kann aber 


es am zweckmissigsten, die Terme 





Cc. 
~— in Partialbriiche zu zerlegen. 
¥ 





a—Zz 
Es ist: 
My— 1 2ni 
1 | | 1 m 
nciiatscaiaein Seiliie aiadis iieiaaaiiamaiamadaty . _— y 
my a 1? wo: &, e ’ 
lel 0 a my 
x — ee 
: 1 
mane my — 
m a 
a - &y 
— m, a? 
0 m 
a—es.a”” 


und daher: 


(9) Rijn ee a 


0 0 a -¢.6 
also zuniachst fiir |z| < 1: 
hei 
(10) f™ () = (—1)". n! ya" -, 


0 
wo: 


m,—1 


a 
u” <= % 2) — ams. Ae! . 
¥ m, 1 n-+-1 
0 ( 2 m7 ) 
t— a 
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Man hat nun fir |z| <1: 











6 Ss Ie cy 
(11) || S m, .  . i — = nfl? 
. aye a” (jm _ 4) 

m, \"+1 
(12) <e-(et)”. 
Nimmt man daher etwa: 
(13) 3 S-, oder: a <5, 
so wird bei beliebiger*) Wahl der m,: 

n+1 

(14) | wi | < 1 1 bezw. | uir)| < ae m, 


(Ig a)"*" : —— (ig a)"*? “mt 


und daher 2|u\”| convergent fiir |z| <1 und fir jeden einzelnen 
Werth n. Somit convergirt in diesem Falle die Reihe (10) fir jeden 
Werth von » noch auf dem ganzen Einheitskreise absolut und gleich- 
méssig, und dasselbe gilt (wie aus Ungl. (11) ohne weiteres mit Hiilfe 
des Cauchy’ schen Doppelreihensatzes folgt) auch fiir die entsprechen- 
den Reihen nach positiven Potenzen von 2. 


Alsdann besitzt also f(a) auf dem Hinheitskreise noch endliche Ab- 
leitungen jeder beliebigen Ordnung. 


i 2) is) ie 9) 
Beispiele: yy Dat -~ = y+ 1 
p % - y! a” eas - 7 op” a” i - = (v 1)” a”! = 


§ 2. 


I. Ich will nun zeigen, dass wesentlich singuldre Stellen, bei 
welchen die Endlichkeit aller Ableitungen noch lings des Convergenz- 
kreises besteht, bei verhaltnissmissig einfachen analytischen Functionen 
auch véllig isolirt vorkommen. 

Der Charakter einer solchen singuliren Stelle a ist dann durch 
folgende zwei Eigenschaften bestimmt: 1) /(#) ist innerhalb eines 
gewissen die Stelle a umgebenden Bereiches 7 reguldr, auch fiir jede 
in beliebiger Nahe von a gelegene Stelle, nur nicht fiir « selbst. — 
2) Es lasst sich durch @ ein innerhalb 7’ verlaufender Kreis legen, 
sodass lim f(z) und lim f) (x) (v—1, 2, 3, ...) bestimmte Werthe 











*) Istmy,,~m, (z. B.m, = b”) , 80 gentigt offenbar auch schon die Annahme: 


¢ <r. 
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vorstellen, gleichgiiltig ob 2 aus dem Innern des Kreises oder léngs 
der Peripherie gegen den Punkt @ convergirt. 
1 1 
Dass Functionen, wie e *, e * , an welche man hierbei zuniichst 
wohl denken michte, fiir «0 den fraglichen Charakter nicht be- 


sitzen, habe ich schon frither des niheren erértert*). Es hat dies 
seinen Grund darin, dass der reelle Theil von < dann und nur dann 


positiv wnendlich wird, wenn x von der rechten Hulbebene aus in irgend 
einer constanten Richtung oder auf einer die imagindre Axe nicht 
tangirenden Curve der Nullstelle zustrebt, wahrend bei a das analoge 
fiir den 1' und 3'* Quadranten (wiederum mit Ausschluss der imagi- 
niren Axe bezw. jeder dieselbe tangirenden Curve) stattfindet. 
Hiermit ist aber zugleich schon der Weg angedeutet, welchen 
man einzuschlagen hat, um Functionen der Form e—? zu erhalten, 
welche fiir = 0 die fragliche Singularitit besitzen: es kommt dabei 
offenbar lediglich darauf an, solche Functionen g(x) ausfindig zu 
machen, fir welche der reelle Theil von lim p(x) positiv wnendlich 


wird, zum mindesten wenn x auf die eine Halbebene einschliesslich der 
begrenzenden Geraden beschriinkt wird; ausserdem muss noch das Un- 


endlichwerden von lim g’(x), lim p(x), ... in der Weise regulirt 
z=0 z2z=0 
sein, dass zugleich mit lim f(z) stets auch lim f(x) (v=1, 2, 3,...) 
z=0 z=0 
verschwindet. __ 
II. Es bedeute nun lg x den Haupiwerth von lg x, so hat man: 


—Ig2——lge— di 


fiir: 
z=o.e* und: —rt<t<2z 
und daher: 
(1) lim KR (— lg 2) = + 
z=0 


(wenn das Symbol R(p(2)), wie iiblich, den reellen Theil von g(x) 
vorstellt). Dabei gilt Gl. (1) auch noch fir #—=-++ x (d. h. gleich- 


giiltig, ob man lg 9 + wi oder lg g— zi als den Hauptwerth von 
lg (—@) ansehen soll) , und sie bleibt offenbar sogar auch richtig, wenn 
man statt des Hauwptwerthes irgend einen beliebigen Werth von lg x 
nimmt. Es besitzt somit der reelle Theil von — lg x den Grenzwerth 
+ co bei jedem beliebigen Grenziibergang: lim x =. 

Wollte man nun aber fiir die oben mit m (x) bezeichnete Func- 


*) Math, Ann. Bd, 44, S. 51. 
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tion — lg # nehmen, so wiirde e—) <= els — x resultiren; d. h. eine 

Function, fir welche die Stelle « = 0 iiberhaupt keine singulire ist, 
Man hat aber ferner: 

(1) (= 1g 2)’ = iga’ = lg ¢ — 9° + 2g 9. i, 

und daraus folgt, dass ig a (und iibrigens, wie leicht zu schen, all- 

gemein (— lg x)’ fiir jedes ganzzahlige positive p) die hier zuniichst 

verlangte Eigenschaft besitzt. Setzt man also etwa: 


(3) 3 fe) = ee 
so wird zunichst: 
(4) lim f(z) = 0 


bei jedem beliebigen Grenziibergange lim «2—0. (NB. Auch diese 
Gleichung bleibt offenbar bestehen, wenn man jg @ iiber den Schnitt 
(0, — oo) analytisch fortsetzt). 

Ferner hat man fiir jedes nicht rein negative x: 


(5) f (2) = —2-—- Iga. ete", 


und diese Gleichung gilt bei geeigneter Einschriinkung der Differen- 
tiations-Richtung sogar auch noch fiir rein negative x. 
Hieraus folgt aber, dass wiederum: 


(6) (Him f'(2) = 0, 


bei jedem beliebigen Grenziibergange lim 2 = 0. 
Da nun, wie leicht durch vollstindige Induction bestiatigt werden 
kann, der v'e Differentialquotient von f(x) sich in die Form setzen lisst: 


(7) f (2) = =, + golly @) - e-*, 


wo g,»(ig x) ee ganze rationale Function v= Grades von lg x be- 
deutet, so ergiebt sich schliesslich allgemein, dass bei jedem beliebigen 
Grenziibergange lim 2 = 0: 


(8) lim f(x) = 0 


(wobei nur fiir rein negative x beziiglich der Differentiations-Richtung 
eine passende Hinschriankung zu machen ist), 

Hieraus folgt beiliufig bemerkt, dass f(v) = e—8* als Beispiel 
einer Function gelten kann, welche fiir = nach allen Richtungen 
bestimmte Differentialquotienten jeder beliebigen Ordnung (namlich alle 
== 0) besitzt, ohne nach der Mac Laurin’schen Reihe entwickelbar 
zu sein (d. h, in diesem besonderen Falle, ohne identisch zu verschwinden. 
Es fehlt eben die Stetigkeit von f(x) lings des Schnittes (0, — oo) 


(oder bei analytischer Fortsetzung die Hindeutigkeit in der Umgebung 
des Nullpunktes). 
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Weiter aber ergiebt sich, dass f(z) an der Stelle «=O in der 
That eine Singularitét von der oben bezeichneten Art besitzt; d. h.: 


Stellt man lg x durch eine $(~—«) dar, wo « eine beliebige Zahl mit 
wesentlich positivem reellen Theile bedeutet, so wird das Functions- 
element e~®@—@) mit allen Differentialquotienten an der singuliren 
Stelle z= 0 den Grenzwerth 0 besitzen, also e~3@—-*) — B(x — a) 
noch auf dem Convergenzkreise mit allen Ableitungen convergiren. 
Oder, um die Singularitaét von der Stelle =O anf die Stelle x= 1 
zu tibertragen: 
Setet man: 


—_— a” 
® wa- Sf (--e0=%) 
also: 
= v—1 
a) FGPa2. Ste, wo: a Sto, 
. 1 
und zunichst fiir |x| <1; 
(11) e- 8G! — B(2), 
so ist Y(x) noch mit allen Ableitungen PB) (x) auf dem 


Einheitskreise convergent, und zwar hat man fiir die singu- 
lire Stelle x=1, P(x) — 0, P(x) = O. 


Ill. Ein ganz abnliches Verhalten wie e~lez” zeigt fiir x =O die 
Function: 


(12) f(a) = 2" 


wo 0 <u <1 und 2 wiederum den Hauptwerth von x-* bedeutet. 
Man hat namlich fiir z= g9.e*' und —zt2 << ®< +7: 


(13) a" = 9-" .(cos w —i. sin w@) 
und daher (wegen u < 1): 
(14) lim R(a-") = + co 

2z=0 


zum mindesten fiir |O| < > d. h. wenn w der rechten Halbebene ein- 
schliesslich der imaginiren Axe angehort (und sogar fiir |#| < a, falls 
w< =): In dem entsprechenden Umfange ergiebt sich also wiederum: 


(15) lim f(#) = 0. 





*) Man hat niimlich: 


v—1 


v—1 v—l1 
1 1 ~(- 1 ) 2 > 
8 «ume © aa f a=» = es. . 
> ras eo v % 
1 


1 1 
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Ferner wird hier: 


(16) f (2) =e ake", 

also auch: 

(17) lim f” (#) =. 

Und da aus Gl. (16) durch vollstindige Induction sich ergiebt, dass: 
(18) f (2) = 5-9, @-")- c=" (v—2,3,...) 


wo g, eine ganze rationale Function v' Grades bedeutet, so folgt 
allgemein: 


(19) lim /(x) = 0 
z2=0 


(zum mindesten, wenn x der rechten Halbebene mit Einschluss der 
imaginaéren Axe angehdrt). 
Daraus lisst sich aber, analog wie oben, folgendes schliessen: 
Setet man fir 0O<u<1: 
— 2 1 a 
(20) P@—1+fc4 tt ay... (—T—aP*), 
und zuniichst fiir |x| <1: 

(21) e~ B@) = P(x), 


so converyiren J3(x), B(x) noch fiir |x| —1, und zwar 
wird fiir die singuldre Stelle x = 1: B(x) = P(x) = 0. 


§ 3. 


Im Eingange der citirten Note erwaihnt Herr Lerch, dass nach 
einer Behauptung von Du Bois-Reymond die Reihe Dro sinvs 
1 


nicht aus dem Reellen in’s Imagindre oder, was auf dasselbe hinaus- 


@ \ 


liuft, die Reihe >+e-¥* . x” nicht tiber den Einheitskreis fortsetzbar 


1 

sein solle, und fahrt dann folgendermassen fort: ,,Dies ist jedenfalls 
auffallend und wurde auch von Herrn Pringsheim*) bestritten; letzterer 
begniigte sich jedoch mit einigen Bemerkungen, ohne die Frage selbst 
aufzulésen“. 

Auch hier bedient sich Herr Lerch einer Darstellung, welche 
den betreffenden Sachverhalt in einem einigermassen schiefen Lichte 
erscheinen lisst, insofern er das wesentliche verschweigt und etwas 


*) Math. Ann. Bd. 44. 
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verhaltnissmassig nebenséchliches ausschliesslich hervorhebt. Es handelt 
sich namlich an der fraglichen Stelle*) in erster Linie gar nicht um 
jene specielle Reihe, sondern vielmehr darum, einen principiellen von 
Du Bois-Reymond begangenen Irrthum zu widerlegen. Letzterer 
hatte den allgemeinen Satz aufgestellt**), dass eine Potenzreihe von 


der Form (x) + §, (-), deren Convergenzbereich nicht aus einem 


Kreisringe, sondern lediglich aus einer Kreislinie besteht, keine analy- 
tische Fortsetzung besitzen kénne. Diesen Satz habe ich bestritten, 
und zwar habe ich nicht mur (wie z, B. Herr Lerch in Bezug auf 
meinen oben besprochenen Satz ausschliesslich thut) den betreffenden 
Beweis angefochten, sondern wirklich nachgewiesen, dass der Satz selbst 
unrichtig ist. Da nun Du Bois-Reymond die Nichtfortsetebarkeit 


@ Dm 
' ’ i : iat 
solcher Reihen, wie > e-V* . sin vax bezw. > e-V* .a” einzig und 
1 1 


allein aus jenem Satze erschliessen zu diirfen glaubte, so erwihnte ich 
naturgemiss, dass dieser Schluss nunmehr hinfallig erscheine: im 
iibrigen ,,begniigte“ ich mich allerdings mit der Bemerkung, dass die 
objective Richtigkeit der fraglichen Behauptung auf Grund gewisser 
Analogien wenig wahrscheinlich sei, und fiigte hinzu, dass die a. a. O. 
von mir ausschliesslich beniitzte dusserst elementare Methode, welche 
den Punkt « = 1 unmittelbar als einen singuldren erkennen lisst, iiber 
das sonstige Verhalten der Function fiir die Stellen des Hinheitskreises 
nichts aussage. Ob mit Hiilfe weniger elementarer Methoden in diesem 
einzelnen Falle eine entsprechende Auskunft zu gewinnen sei, habe 
ich tiberhaupt gar nicht untersucht — aus dem einfachen Grunde, weil 
mir diese ausserst specielle Frage nicht gerade als eine besonders bren- 
nende erschien. 

Herr Lerch beantwortet dieselbe, indem er mit Hiilfe einer 
Integraldarstellung der Coefficienten e—Y’ die Reihensumme selbst als 
ein bestimmtes Integral darstellt, welches zugleich die analytische 
Fortsetzung des durch die Reihe definirten Functionselementes liefert 
und erkennen lisst, dass die betreffende analytische Function keine 
andere singulire Stelle ausser 2 = 1 besitzt. 

Ich méchte dem hinzufiigen, dass die von Herrn Lerch gegebene 
Lésung sich leicht als specieller Fall eines allgemeinen Satzes dar- 
stellen lisst, welchen Herr Hadamard zur Beantwortung von Fragen 
der vorliegenden Art abgeleitet hat. Derselbe lautet in der Form, 


*) Vgl. a. a. O. 8. 41, Einleitnng; desgl. S. 47, 48. 


**) Math. Ann. Bd. 21, 8. 117. — Abh. der k. B. Akademie, Cl. II, Bd, XII, 
Abth. II, 8S. III. 
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wie er fiir den vorliegenden Zweck zuniichst in Betracht kommt, 
folgendermassen *): 
Ist f(x) regulir innerhalb des Einheitskreises und etwa: 

(1) f@)=—Dra2  (\a| <1), 

1 
so gilt das gleiche von der Function: 

(2) p(x) = va, b,x” 

1 


und (x) besitzt auf dem Einheitskreise hichstens dieselben 
singuliren Stellen wie f(x), wenn: 


(3) by ={ro.v.a 


und V(¢) eine im iibrigen willkiirliche Function der reellen 
Veriinderlichen ¢ von der Beschaffenheit bedeutet, dass das 
Integral 


1 


Jiv@.tiat 
0 
convergirt. 


Wird V(t) fir 0 <¢< 1 durchweg > 0 angenommen, so reducirt 


1 
sich die letztere Bedingung offenbar darauf, dass b, = f V (t).t.dt 
0 


einen bestimmten Werth haben muss (woraus dann eo ipso die Be- 
stimmtheit von b, fiir v > 1 folgt). 
Setzt man ferner speciell a, = 1, so folgt, dass die Reihe: 


(4) (2) = >? bya” (wo b, on f ri). at) 


fiir |z| <1 convergirt und auf dem Einheitskreise héchstens dieselbe 


singulire Stelle wie De, d.h. « = 1 besitzt, falls die Coefficienten 
1 

b, auf die Form (3) oder eine durch Einfiihrung einer neuen Inte- 

grationsvariablen daraus hervorgehende gebracht werden kénnen. Sub- 

stituirt man z. B. ¢—e-“ und schreibt F(u) statt V(e-“).e-*, 

so wird: 


*) Journal des Mathém, 4iéme Série, T. VIII, (1892) p. 162, 163, 
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(5) b, =f Fw.er. du, 


wobei die willkiirliche Function F(u) wiederum nur die Bedingung zu 
erfiillen hat, dass das Integral 


b =| Fu). em*. du 
0 


absolut convergirt, 
Da nun nach einer bekannten Integralformel*): 


(6) e~ Vr = ze e ws) 7 (v > 0) 
0 


, 1 
oder auch, indem man y = ;~ sett: 


1 
(7) e— Vr as fe aids: 


0 





so folgt in der That durch Vergleichung mit Formel (5) (indem man 
1 


daselbst F'(u) = eu 


setzt), dass die Reihe Dev a” fir 
1 

|w|==1 hdchstens die singulire Stelle = 1 und, da sie fiir |z| > 1 

divergirt, diese auch wirklich besitzt. 

Im iibrigen ist es mir bei Gelegenheit anderer Untersuchungen 
neuerdings gelungen, Fragen wie die hier vorliegende mit Hiilfe einer 
wesentlich elementareren Methode zu beantworten, bei welcher aus- 
schliesslich die elementare Theorie der Potenzreihen beniitzt wird, 
wiahrend der Beweis des oben citirten Hadamard’ schen Satzes auf der 
Anwendung des Cauchy’schen Functionsbegriffes beruht. Ohne auf 
diese Untersuchungen, die sich auf die Herstellung der analytischen 
Fortsetzung einer Potenzreihe mit gegebenen Coefficienten beziehen 
und die ich spiterhin zu veréffentlichen gedenke, an dieser Stelle niher 
einzugehen, will ich hier nur soviel davon mittheilen, als fiir den 
fraglichen Zweck erforderlich scheint. 

Es sei die Reihe 


(8) g(x) = > by x” 


to] oo 


*) S. z. B. Meyer-Dirichlet, Vorl. iiber best. Integrale, S. 286. — (NB. Es 
ist dies die nimliche Integralformel, auf die auch Herr Lerch seinen Beweis stiitzt). 
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wiederum convergent fiir |z| <1. Setzt man: 





2 
(9) . t= i 7 2°b, = Cy) 


so wird die Reihe 


(10) o(f4)= -S@ a) = 


convergiren, solange: 
(11) | 2\24) << |1+4|, 
oder, wenn man 
e=O+ di 
3(2 + 8) < 1428, 
oder, anders geschrieben: 


setzt, solange: 


5 2\2 
(12) (¢ — +) +R < (=) , 
d. h. innerhalb eines mit dem Radius 4 um den Punkt z =+ be- 


schriebenen Kreises, der also die reelle Axe in den Punkten zg = — ; 
und ¢ = 1 schneidet. Daraus folgt aber weiter, dass sich (3) zum 
mindesten innerhalb eines Kreises um den Nullpunkt mit dem Radius 


nach positiven Potenzen von g entwickeln laisst. Da hierbei: 


zy . v ss (v-+1)- 
Cpe += Free 
so ergiebt sich”): 
2 ; ' 1 
(13) ? y= Dhan e.a (\e\.< 4), 
1 


wenn gesetzt wird: 


A°c = ¢,, 

A! Cy = Cyt1 — Cy, 
(14) : a + eee 

A*c, = Ax! oe — Ace, 


—1 
= Crtx — > Cope *. nl Cy—x—2— ++» + (—1)* +e). 





*) Es ist dies bekanntlich eine schon von Euler angewendete Transforma- 
tion, cf. Inst. calc. diff. Pars II, Cap.I. De Transformatione serierum, 
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Da nun aus Gl, (9) folgt: 





(15) oe eo 
so findet man zuniichst, dass die Reihe 
7 
(16) (2) = SAmte, - (=) 
1 
zum mindesten convergirt fiir: 
x 1 
(17) laa <3 


oder, wenn man x = £ + 77? setzt, fiir: 


8(5? + 9?) << 4— 46 
also, anders geschrieben: 
1\2 8\2 
(18) (+3) +27 <Q), 
d. h. innerhalb eines mit dem Radius + um den Punkt «= — + 
beschriebenen Kreises, der also den Einheitskreis im Punkte 2 = — 1 
von innen beriihrt. 
Bleiben aber die Coefficienten A“z, numerisch stets wnter einer 


endlichen Grenze, so convergirt die Reihe (16) in dem erweiterten 
Bereiche: 


(19) \z=s| <1 d. h. fir: — <1, 


und sie stellt somit in demjenigen Theile der z-Ebene, welcher links 
von der Geraden §=1 liegt, die analytische Fortsetzung der urspriing- 
lich vorgelegten Potenzreihe p(x) dar. Dieselbe kann dann also auf 
der genannten Peripherie des Einheitskreises nur die einzige singulire 
Stelle z = 1 besitzen. 

Dieser Fall tritt nun insbesondere allemal dann ein, wenn die 
Coefficienten b, sich in die oben (GI. (3)) betrachtete Form: 


r= fVO.0-at 


(oder eine durch Transformation der Integrationsvariablen daraus hervor- 
gehende) setzen lassen, wobei wiederum V(¢) nur der Bedingung zu 
1 


geniigen hat, dass J | V(t).¢| dé convergirt. 
uv 


Alsdann wird namlich: 


20) = J Vit). (24). dt 
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und daher: 


(Ato, — J 70-26-21 dt, 


(21) A? = J “V(t).(2t).(2t—1)? dt, 





1 
Ane, -f V(e). (2t)”.(2t—1)".dt 
folglich fiir v = 1: 


1 


(22) Ate, = 2 { V(0.t.(2t—1).at 


und schliesslich (fiir jedes noch so grosse u): 


1 
(23) \AKe| < 2f IV (t).t|. dt 
d. h. endlich. . 


wo 


Hieraus folgt also speciell, dass die Potenzreihe ve-V* a” auf 


1 
dem Einheitskreise mit Ausschluss der einzigen Stelle r—1 sich 
regular verhiilt. 


Miinchen, November 1897. 
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On the hyperelliptic sigma functions. 
By 


H. F. Baxer in Cambridge. 


L 
Of the method of the paper. 
It is known that any one of the 2?” theta functions arising from 
the fundamental algebraic equation 
y = (2, Iep42 = f(x) 
is associated with a decomposition of the integral polynomial f(x) into 
two factors, in the form 
f(a) = ger Pe yet tte: 
in what follows we are largely, but not exclusively, concerned with 
those 2” functions which arise for all decompositions in which 


ttt —_ Q(x) -(z, Iau, 
Q(x) = (4 — &)(@ — ¢,)-- +» (w@ — &) (a — €) 


is a factor of order py + 1 which is the same for all the 2? decom- 
positions in question. Further we suppose 


y? = f(@) = 4 P(a) Q(z), 


P(x) = (4 — a,)--+(«#— a), 
that is, we suppose one of the branch places, other than ¢,, ..., ¢p, ¢ 
to be at infinity. The finite branch places, taken in the order 
Cy, By, Coy Ug, + + +> Cp, Ap, C, 
which we call the ascending order, are frequently denoted, respec- 
tively, by 


where 


where 


Dy, by, bs, by, - - - Dap—1, dep, bop+i) 
and the branch place at infinity is generally denoted by a. In cases 
where no question of the order of the branch places arises, we some- 


times denote by },,..., b, a selection consisting of any & of the 
2p + 1 finite branch places. 
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The dissection of the surface, into that p-ply connected surface 
whereon the Abelian integrals are single valued, will be that denoted 
by the diagram annexed; the branch places are not necessarily real; 
the places c,, ... @» are not drawn. 


(b,) 


(a) 





The reasons for the adoption of this method are given below, 
N° V. 
II. 

Of two signs depending on the dissection of the Riemann surface. 

If 
—1(7\ _1( U1 ++ We _1(K\ _1 (hy, +++, 
Om) HG BBG) mal? og) 


be two characteristics of half integers, we use the abbreviations 


p 
Pp ni > ok, 
I@Ki= Sa@k—ak), (f)ae a 
r=1 
Further, 6 denoting any one of the finite branch places, and 2a,,;, 
20,,; denoting the periods of an integral of the first kind, u*4, at the 
i-th period loops respectively of the first and second kind, if 


ue? == By@,,1 + +++ + Ppt» + Bias +--+ + Bp@,p, 
we put , 
p=i(8). 
B 
In regard then to the 2p-+ 1 half integer characteristics, B, 


thus arising, it is important to consider the values of the two quantities 


orl B;, B;| é 
’ B 
80* 
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wherein B;, B; are any two of the 2p-+1 characteristics in question. 
The origin of these two quantities will be seen in the two following 
Ne III and IV, respectively. 

These two signs may be replaced by the single one 


K — ’ 


but this is not very convenient practically. 


Ii. 
Of the fundamental radical functions. 


On the dissected Riemann surface there exist 2p + 1 singly valued 
functions, of which the squares are the 2p + 1 functions «— b. Sup- 
posing the values of y to be before-hand allocated to the places of 
the surface, they shall be defined by the facts (I) that at infinity the 


ratio of any two of them is + 1, (II) that their product is a2. We 


denote them by the symbols Yz—b, and by the symbol j/b; — }; is 
always meant the value of Vz — b; at the place b;. Then we have 
the equation 





- 
Vb; — b; = Vb; — b e* satauee 
which holds for any method of dissection of the surface. 

This relation may be deduced from the fact that if P.* denote 
any elementary integral of the third kind, with infinities at z and c, 
and chosen so as to vanish at k, then, for any places 2,, 2, 2, 2, 
we have the equation 


Prt Peat prs == odd integral multiple of zi. 


IV. 
Of the expression of a certain theta quotient. 


If uf’*, ..., up” be a system of linearly independent integrals of 
first kind, and 
Up = Up? ee PD, (r==1,-++,p), 


the theta quotient 
82(u | B,B,) 4° (u) 


2 ? 
2 (u | B,) 3? (wv | B;) 





wherein B;B; denotes the sum of the characteristics B; and B;, is 
equal to 





of 
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B; 1 e Y, 
(3) (b; — 0%) 3 2 (@, —b)(@,— 8) F'G@,) |’ 


where F(x) = (” — x,)--+ (a — ap). 





V. 
Of the dissection of the Riemann surface. 


It is possible to take the period loops on the Riemann sur- 
face so that, the value of each of the quantities | B;, B;|, (2) shall 
‘] 


be independent of ¢ and j. This is manifestly a convenience. The 
two quantities are however independent — it is possible to choose 
dissections in which their values form any one of the four combina- 


tions (+ 1, + 1), (—1, —1), (+1, —D), (—1, +1). In the method 
of dissection which we adopt, we have when i > j 


| Bi, By| = —|B;, B|=— +1, 
(5) --G=+1. 


Thus we have, when i > j, 
Vb; — 6 = —iyb; — b;, 


8?(u| B, B,) 0 (u) ix Y, F 
F (ul Be (ul B) as {3 4 (@,—b;)(@,—0) F’(@,) f° 





Vi. 
Resulting preliminary formulae. Introduction of sigma functions. 


Let 
fo r—1 
wen dx | 
y 
a@ 
1 


. oo See eS eee et — 
BO ay Fama (am + & amy to ta ge) OAD} an 


where A, denotes the half integer characteristic associated with the 
half period u**", and 


iVf (ar)/4 denotes i//a, — a, Var — dy +++ Vap— Cy +++ VOr— C3 


then we have, for a proper determination of the sign of the denomi- 
nator, 





and 
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, ove) Ver ®) 

: GV 7 @,)/4) (V(—1)?- Ff (a )/4)? 
and 
a ge et -1p , 
eo) Vea Hr |e! GVF@eA) VP@) 
where 





F(a,) = Var— %,-++VG;—Z%p denotes i” x, —a,-++V2p—Ari 
the symbol /b—=2z is in fact introduced only for convenience, and 
defined by — 

Vz—b=—ipb—z. 
Further, B,B, denothing the sum, without reduction, of the half in- 
teger characteristics associated with the half periods u®°, u®’s, we put 
o(u|B, B,) (uw) —— fis % 
Bw Bow By — oe V Or ~ by > aera | 


where 6, ~ 6, denotes that, in the ascending order of the branch 
places, b, has a higher place than 6,, and ¢,,, is a square root of 
unity which we do not determine. Then we find, if 


| a = &,aV b- ~ bs, 


and B,B,B, denote the sum of three characteristics without reduction, 
the equation 


#(u| B,B,B,) 2 (u) A y; 
Fw BO (w|B) Ow By — — Srebnebre 2 as (2;—0,)(@,—b) a, —O)F (I 
Putting, in particular, 


#(u|A,) Aylg B(4| A.A) 
Fo Wo —— u| A, 2. 


9 (0) 
Ayagty (ul A, Ay Ay) 
$9,353,181,2 (0) . 
we easily find that if these functions be expanded in powers of the 


arguments, the first terms in the expansion of 6,(w) are the linear 
terms which may be symbolically denoted by 


PD = bf bet, $ BPA, Ht Ay, 
= Up + Up—1 Ay + Up—2 Ay +--+ + U, Api, 
that is, after the expression in integral powers of € we are to put 





Pp 








6,(u) = A, 


6423 (U) = 





Ht uy, Mm; 
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similarly the first terms in 6,.(w) are given by 


P 
een = br + EP SB, + §?“*B, +--+ + Bye, 


= Up—1 + My-2B, + tps B, + + ++ + 4, By-s; 
and the first terms in 6,.,(u) are given by 
3 PP E)E—E), 
where 


7 Pi) 
9) = G=apg—ae=a,)’ 


B-laoey; — Fi-1, £9 oy, me £9, 


The function 6,(w) is one of p functions; the function 6,,(u) is 





and 


one of (2) functions, according to the two, from a,,--+a@,, which 


we take in place of a, and a,; similarly the function 6,,,(u) is one 


p , 
of (2) functions. 


VII. 


Expression of theta function with three or more suffixes in terms of 
functions of one or two suffixes. 


Let b,, b,,..+, ben4i be any finite branch places — taken in any 
order; let 
#(w |B, B,) 

—naaes ¥ 





Gr,s(U) = a 
and ; 


Vio.k —_ £12 £13 b9 614 S04 S34 dhs bik box aid fe—1,%3 


let the suffixes 1, 2,...,2m be divided into two sets 7,,..., 7%, and 
S;) «++, Sn, and put 


D, — (b,, iis by.) os (br, ne by.) (6,, > aii by.) i ili (6,, i by.) 5 Gad (6-,4— by), 
E,, = (by, — by) +++ (bs, — Bs,,) (Os, — Bn) ++ * (Orn — bs,) ++ * (Be,1 — 5s,.); 


then we have 


| 
Pris1 Prijsrr ***y Prissy 





D,E, 


#—(u) O(u| B, B,++- By.) = Pear Pruns es Viz..-2n 
| 


Pryssir Prats *'* Prarsy 
Further, if the suffixes 1, 2,...,2n-+-1 be divided into two sets 
Y1>+++9%n and S,,..., Sazi aud FE, be defined as before, while 
E41 = E, (bs, — Dents) (bs, — Bans) aii (6,, aes Denss)s 
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then 


a,,, a, ’ a Gass 


8*(u) O(u| By By ++ Banga) =|? Pre?) Pratt 





Vie. 2---(2n+1) | 


DyFnas 
Pry, $1? Pr,,, Ho9°" "9 Pra, Sn+1 
If in particular the branch places b,,---+, ben41 be chosen from 
G4, @a,--*, Gp, and we put 


a 
6(u) Far 
“Ag 9 (u| A, Ay +++ Agy) 
Wus...00 #(0) ; 


A, a, ° * Iona o (ul A, - 
G12... (2n+-1)(¥) -—y— (2n+1) “— 


612...2n(&) a (— 1)" 





“Aant1) | 





where the two characteristics A; --- Aan, A; -+- Aon4i are unreduced, 
then we have 


| Gr,,3, (u), e+ +, Ors, (u) | 








6" —!(#) G12...2n(#) = * +12 * & D-E. ’ 
G,,, s,(%), mies Gr, 5,(U) | 
and 
| oem iis Gr, 3n4.1(U) 
ii. clei ia eee te Se BS » 


| Org, % (u), Sa Grassy (u) D, nt 
| 6,,(u), + Gsn44 (u) 


Hence we deduce that 62...,(w) vanishes to order ah or = 5 (b+ 1), 


when the arguments « vanish, and has the parity (— 1" or (— ee, 
also that the first terms in the expansion of 6j9...2,(u) are given by 


* pls) «+ PEACE, + +5 bn), 


where o(&) = P(&) --(&—a,) +--+ (E—den), A(E,, ---, &&) denotes the 
product of the squares of the differences of €,, ---, &, and the no- 
tation is symbolical, as before, such that 


i—1 


0 
r =U, E- = Uy. 


Similarly the terms of lowest degree in the expansion of 6j2...(¢n 41) (u) 
are given, with (&) = P(&)~(& — a,) --+ (E — dea4i), by 


aseapi 9 (E1) * + = PCEmts)A (Es ++ +5 Ent). 
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Cf. Burkhardt, Math. Annal. XXXII (1888), p. 442. The function 
619...2n(%) has the ‘algebraical characteristic’ given by 


grt (ea) os, vette Q(z) -(@—ay)-~ (@—an), 





and the function 64...(2n41)(#) the ‘algebraical characteristic’ given by 


P (zx) 


ita (w@— ay) (@— ay, 44)? YRT+ 2 exe (x— a) Q (a)-(X—A,) +++ (C—Agn41). 





VIII. 
Expression for the square of a theta function of three or more suffixes 
in terms of functions of one and two suffixes. 
It is known that the skew symmetrical determinant of 2m rows 
and columus, of which the (i,7)-th element a,; is such that a;;—=— a;;, 
a;; = 0, is the square of a rational polynomial of degree m in the 
elements of the determinant; this polynomial — a so called Pfaffian 
— we denote by (123 --- 2m); it is defined by the equation 
(12 «++ 2m) = ay.(34--+ 2m) — a,, (245 -- - 2n) 
+ G44 (235 - +. 2m) — «+ + + ay,2n(23 --- 2n—1). 
With this notation we have the two following equations 
HO—-)(u)- HP (u| B, B, .-- Ben) = (123 --- 2n), 
oP" (u)- #(uw| B, B, --+ Bangs) = (012 --- 2+ 1), 
where B, B, ---+ By, denotes the sum, without reduction, of the half 


integer characteristics associated with the half periods w%%, ..., uw, 
and a;;, when i <j, 

od (wu | B;B;), 
and when i > j, 


aij = — #(u| BB), 
doi = 3 (u | Bi), Aiy = — F(u| B). 
These equations enable us to express the quotient 
#(u|B,--- By PF (u), 
in which k > 2, and b,,..., bg are any & finite branch places, as a 
rational integral polynomial in the ; p(p + 1) quotients 
(u| B)~- #(u); &(u| BB) — (wu). 
In the application to be made of these expressions, the branch 
places b,, ..-, Deny1 will be chosen from among a,,..., @p.- 
The equations in N* VII and VIII can be established by the 
»method of Induction“. With the equations in N° VIII cf. Weierstrass, 


Ber]. Sitzungsber. 1882, 1—XXVI, p. 506, and Frobenius, and Caspary, 
Crelle J. XCVI (1884). 


[a ee SS SS 


a 


| 
5 
| 
K| 
i 
it 
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IX. 


On an addition equation for the hyperelliptic theta functions, and the 
resulting proof of the expressions of the quotients 3°(u|A,) + 3*(u), 
® (w| A; A;)+8*(u) by means of functions p;;(u): 


Let A; denote, as before, the half integer characteristic associated 
with the half period u*“, and let Q denote any one of the group of 
2” characteristics formed by the addition of 0, 1,..., p of the charac- 
teristics A,, A,,..., Ap. Further let 


Pis(u) = log #(u). 


oe 
~ Ou,du, Ou, 
Then we have the addition equation (Kénigsberger, Crelle LXIV) 
92(0)O(u + v)(w—v) = >’ 97(u| Q)97(0| Q). 
@ 


Now suppose that in this equation, for small values of the argu- 
ments v, both sides are expanded in powers of these arguments, and 
the coefficients of the quadratic powers of these arguments are equated 
to one another. As follows from N° VII, the only terms on the right 
side wherein the lowest powers of the arguments v are not of higher 


degree than the second are those involving functions of one and two 
suffixes. The left side is equal to 


9° (0) 9?(u)[ 1 a Pe Vid; Pis(U) + - - ‘|. 


Hence we obtain + p(p + 1) equations whereby the = p+ 1) quo- 


tients ?(u|A;)~ 3*(u), 3°(w|.A;A;) +8 (uw) are expressible linearly by 
the functions p;;(w). Utilising the results of N° VI to solve these 
equations, we find, if 


$814 Seam: 








that 
@* (w| A,) ” 
Sia = a, Slow + mallee 
#(«/4,4,) a,.~ a, fait 
3 (u) ca > Ses + no twe as, 
where 
M, = if’ (a,)/4. 


See, Bolza, American Journal. Vol. XVII, (1895), and the references 
there given. 
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In these equations the function @(w) is given by 


>. Px ree 


n=— © p= @ 


where ¥,,...+, Vp are hesiis normal integrals of the first kind, 
the periods of v, being 


ee ee ae Te 


vn denotes vin, +----+ v,mp, tn? denotes TL r;;n:n;, au? denotes 
XZa;;u;,uj, and the quantities a;; are those occurring in the equation 


p 2s 
a us? 2,0 dxdz : 2ys+ F(x, 2) 


where TT;'° is Riemann’s normal elementary integral of the third kind, 
and F(,2) is any symmetrical integral polynomial in x, 2, of degree 
p-+ 1 in each, which satisfies the equations 


F(, 2) = 2f(), [AF@*)|_ =e. 





Further, if, as in N° (II), A, =1(%), then #(u!A,) denotes 


>- = au?-2 iv (nt+-50') +ine(n+} @)'+ina (n+ «) 


The coefficients c, are determinable by the fact that 


TZ y uu; = 4[P (&:)Q(&) + PGs) Q(60)] — FE, &) 
4(&; — &2) 
where the meaning is that, after the division on the right side has 
been carried out, as is always possible, we are to put 





fit, Fu, &i-t*— wy, &°=— wy. 


In particular we may take each of ¢,; equal to zero. 


X. 
A fundamental theorem. 


If @ be used, precisely as in N° IX, to denote any one of the 
group of 2? half integer characteristics 
0, 4,, -++, Ap, 4,45, .--, 4,4,4,, -.. 
we have the theorem: the function 
(w+ v/Q)o(u— v/Q) 
9° (w| Q) 3? (v| Q) 
is expressible as a rational integral polynomial in the p(p-++1) functions 
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a e 
udu, log (ul Q), 00,00, log F(v| Q). 

This follows by combining the results of Ne: VIII and IX. 

Two examples may be given: let 6y:....(w) denote the function 

2 
defined in N° VII: then (a), for p=2, if p;;(w) denote — Gepa 912M) 
U,0U; 

we have . 
Pe. G4q (4 +0) 642 (U — 0) 


Gj, (u)6y2(0) Pt (tt) — yy (0) + (CQ, ++ Cn9) (P42 (He) — P42 (0)) 
(GG, — C2) (Po2(t) — P29(v)) + Por (M4) P22(0) — Par (v) Poo (#4) « 
In particular, when, for 
f(a) = az? t? = 4(25 + 5A,2! + 104,23 + 104,22 + 5A,x + A,), 
if we take, as we may, 
F(z, #) = 2afta?*, 





we find 
@, + Gy + Cy = —2A,, aa, — Gy = A, 
And when, for 
fla) = 4a + Ayat + aya? + aya? + aye a, 
if we take, as we may, with 4, = 4, 4, = 0, 4, = 0, 
p+l1 
F(a, 2) = D> wei[2da; + doiga(e + 2)], 
i=0 
we find 
Q +a, +, =0, a,a,—¢, = 0. 
° a 
(6). For p=3, if py(u) denote — du,ou, log 6;,(w), we have 
F495 (4 + V) 6199 (6 —) 


G93 (4) O99 (0) = [Ps1 (@)— Ps; (¥)]’— [Ps (4) — Ps (%)] [Pas (¢) —Pis(?)] 


+ [Por (4) — Poi(Y)] [205 (¢) — Bos (v)] — [P22 (W) — Pro ()] [Psi (ee) — Ps (2)]- 

The result of this section (N° X) is in accordance with the general 
theorem announced by Weierstrass, Crelle LXXX1IX (1880), p. 7. And 
the forms of the right hand sides in the two examples (a), (8) can be 
variously modified. For example in («), the functions p,,(u), p,.(u), 
Po.(w) are connected by a rational algebraic equation which is easy 
to obtain. In general, the 5P(p +1) functions p;;(w) are expres- 
sible rationally by means of p+ 1 functions, themselves connected 
by a rational algebraic equation. The foregoing results appear, never- 
theless, to be of interest, as showing how to build up the actual equa- 
tions, in the hyperelliptic case, in an elementary way. 

Cambridge, September 10, 1897. 




















Sul gruppo semplice di 360 collineazioni piane. 
Nota di 


F. GerBAupi a Palermo. 


I sistemi di 6 coniche due a due armonicamente iscritte e circo- 
scritte (che io chiamo sestuple di coniche in involuzione) hanno notevole 
importanza, come recentemente ha mostrato il Sig. Wiman*), nello 
studio del gruppo semplice, G5,), di 360 collineazioni piane. Sistemi 
cosifatti di coniche furono considerati da me per la prima volta in 
una Nota pubblicata nel vol. XVII degli Atti dell’ Accad. di Torino. 
Ivi io ho dimostrato varie proprieta della configurazione, cui danno 
luogo i 45 vertici ed i 45 lati dei triangoli autopolari rispetio alle 15 
coppie di coniche, che si possono formare con una sestupla in in- 
voluzione; cosi ad es. ho dimostrato allora che quei 45 lati concorrono 
quattro a quattro nei 45 vertici, concorrono inoltre tre a tre nei 60 
punti comuni alle dette coppie di coniche ed ancora tre a tre in altri 
60 punti. Ora, come si deduce dal citato lavoro del Sig, Wiman, 
i detti 45 vertici e 45 lati sono i centri e gli assi delle omologie 
armoniche che stanno in G,,,: ed i due sistemi di 60 punti, in cui 
concorrono tre a tre i 45 lati, sono i punti uniti dei due sistemi di 
collineazioni di 3° ordine contenute in G,,,. Per guisa che la con- 
figurazione, che si presenta nel gruppo Gy.,, @ precisamente quella di 
cui io mi sono occupato nel 1882, sette anni prima che il gruppo 
stesso venisse scoperto dal Sig. Valentiner**). 

Occupandomi ora della teoria algebrica di questo gruppo in con- 
nessione coll’ equazione generale di 6° grado, secondo il metodo del Prof. 
Klein, sono giunto ad alcuni risultati, che riassumo nelle linee seguenti. 

Per il gruppo G,,. di collineazioni piane esistono (come ha 
trovato il Sig. Wiman) due sestuple di coniche in involuzione tali 
che le collineazioni del gruppo producono in ogni sestupla le permu- 
tazioni del gruppo alternante. 

Assumendo un sistema di coordinate proiettive qualunque, siano 

fii:=O0 ed fy =O (k= 1, 2,..., 6) 
le equazioni delle coniche dell’ una e dell’ altra di quelle sestuple. 
I loro primi membri possono essere normalizzati in maniera che, posto 





*) Ueber eine einfache Gruppe von 360 Collineationen; Math. Ann. 47 (1896). 
**) De endelige Transformations-Gruppers Theori; Kjéb, Skrift (6) V (1889). 
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A —1+iV3 yy 
~~ ss _~ 


i discriminanti delle forma /; risultano tutti uguali a — c?, quelli delle 
forme /; tutti uguali a — c’?, ed inoltre si hanno le relazioni 
2e—-)A =A +A+ AKtAat A+h, 

2¢— Df =A +ht (ft+h) + ets), 

2(ec—)) fy =A +ht+ eth) + eh +h), 

2—) ff =h +h t+ eth) + &At+h), 
2-1) =A +A + EAT) + P(At+h), 
2(e—1l) fe =A thet (Ath) +°(A+A)- 


Cid premesso, pongasi 


> fl =6(e+1)A, si deduce >) f= 6(e +1). 


Pongasi ancora 
Nhefstits fe =o, Atitstilste =~ E%, 


e si denotino con 





(1) 


a a ee 
(ec + 1)® (¢ + 1)5 
le somme dei prodotti cinque a cinque delle /,5 e delle /;*. Si hanno 
le identita : 
+ = A’, 


2 
@) ov +4 5 Aloo? — F(c+1$oo + | —0. 
Come invarianti fondamentali dei gradi 6, 12, 30 per il gruppo G5,, 
si possono assumere A, 9, ¥. 
Ogni gruppo di 360 punti, trasformato in sé da G4,, e non situato 
sulla curva A —0, é I’ intersezione di una curva del fascio 
®— iA? —0 
con una curva del fascio 
Y¥—ué45—0. 
Si tratta, per risolvere il problema delle forme, di trovare quei 360 
punti, dati che siano i parametri 4 e wu. 
A questo scopo, se si prendono come incognite le sei quantita 2;, 
e le sei 2;, definite da 
(c+1)x = f’, (¢+ 1) uj = fi , 
e si costruiscono le equazioni di cui esse sono le radici, si trova che 
la prima di queste equazioni é 


a — 6Aa> + 1/630 +4 3(¢ + 22)0'] at + [52041 (39¢ 4.314) 0] 2! 


+ 5 [630% + 3(7¢ +58) oo + 2 67¢ + 290)0?| a? + ¥a+ +o =0 
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e la seconda si deduce da questa scambiando c¢ con c’, ® con 9’, e 
Y con ¥’. 
Se ora, supposto A +0, in queste equazioni si pone 
v= Ay, a= Ay’, 

e si tengono presenti le identita (2), i coefficienti si esprimono diret- 
tamente nei parametri 4 e uw, e si hanno cosi due risolventi di 6° 
grado per il problema delle forme. Dalle relazioni (1) si deduce che, 
scegliendo opportunamente le determinazioni delle radici cubiche, si ha 


Vi20.— 0)’ = Va, + Va, +--+ Vay. 

Sono notevoli alcuni casi particolari. Nel fascio di curve di 12° 
grado ® — 4A? = 0, oltre alla curva A — 0 doppia, si hanno quattro 
curve dotate di punti doppi. Due di esse O=0, ©’=0O sono 
degenerate nelle due sestuple di coniche ed hanno per punti doppi i 
due gruppi di 60 punti uniti per le collineazioni di 3° ordine; una 
terza ha per equazione 

B=%—2cA?=0 
ed ha per punti doppi i 45 centri delle omologie armoniche; una 
quarta ha per equazione 
C= + — (26c—9)A? = 0 


ed ha per punti doppi il gruppo di 36 punti uniti per le collineazioni 
di 5° ordine*). In corrispondenza a queste particolari curve del fascio 
si hanno le seguenti risolventi speciali. 


Per un gruppo di 360 punti situato sulle coniche ®’ =0, una 
risolvente si pud scrivere 


(4) (v—2y +5) +(¢+5)9=9, 


e, posto 


6 1728 
E=5y, & + ss gies 7 
diventa 


(§? — 10§ + 5) + 1728Z7§ — 0, 
che é la pid semplice risolvente di 6° grado dell’ equazione icosaedrica**), — 
L’altra risolvente ha una radice nulla, e si riduce ad un’ equazione 
di 5° grado, che si pud scrivere 


, , 3 ’ , , 
(4) [y —+(¢+6)| [y +3(e+4)|y + w =0; 
questa, ponendo 
y= — : er + = (2¢+3) 
e osservando che ora si ha 





*) L’altro gruppo di 72 punti uniti per le collin. di 5° ordine, ed il gruppo 
di 90 punti uniti per le collin. di 4° ordine giacciono sulla curva doppia A = 0,, 
**) F, Klein, Vorlesungen tiber das Ikosaeder, pag. 111. 
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uw =—F(u+ 5), 


(r — 3)° (r? — 11r + 64) + 1728Z — 0, 
che @ la risolvente delle r dell’ equazione icosaedrica*), — Tra i 
valori, che competono all’ espressione 


Vii + Viet +--+ Vb 
vi @ sempre il valor zéro, e vi sono inoltre i valori 
21—c)jy~n+8e (k—1,2,...5). 
Per un gruppo di 360 punti situato sulla curva B= 0, si ha la 
risolvente 


(5) [y—+ e+} [y—+ a3 — 2c) 
+ [w+ o; (18¢ — 7) ] y—0, 


e questa, se si pone y = x (c + 1)t, coincide coll’ equazione di 6° 
grado, che @ stata incontrata dal Sig. Fricke nello studio da lui fatto 
dal punto di vista trascendente del gruppo G,,.**). 

Per un gruppo di 360 punti situato sulla curva C = 0, si ha la 
risolvente 


(6) (yt Se) (y—2¢ + N+ [uw — ge (1755¢ — 718) | y =, 


diventa 


che, posto 


4 , 
y =—- 7 c 2t, 
é della forma 


(© — 1) [ + (c+ 1))] = Zr. 
Finalmente per il caso, sopra escluso, in cui si consideri un gruppo 
di 360 punti sulla curva A = 0, la (3) si pud scrivere 


9 1 «ay 4 
(2? + ¢o) (2? + = ct) + Va =0; 
a determinare un siffatto gruppo di punti basta tagliare la curva 


A =O con una curva del fascio ¥? — 9° = 0; allora, posto r= /z, 
si ha la risolvente 


“2 a 
(7) (2 — i ¢) (2+ c)+Vee=0. 
Fossano, 25 agosto 1897. 


*) F. Klein, ibid., pag. 102. 
**) Ueber eine einfache Gruppe von 360 Operationen. — Géttinger Nachr 1896, 











Francesco Brioschi. 
Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


Als Brioschi im August des verflossenen Jahres noch in elastischer 
Frische, heiter-liebenswiirdig wie immer, den Mittelpunkt des in Ziirich 
zusammengetretenen ersten internationalen mathematischen Congresses 
bildete, konnte er auf eine 50-jihrige wissenschaftliche Thiatigkeit 
zurticksehen; war doch seine erste Arbeit ,Sul moto del calore nel 
globo della terra‘ 1847 erschienen (Giorn. del Ist. Lomb. I) und 
seine auf eine Reihe mathematischer Gebiete beziiglichen Publicationen 
seit 1851 stetig auf einander gefolgt, von kleinen, anderen Thitigkeiten 
gewidmeten Pausen um 1861—62, 1872—73 abgesehen. Diese Publi- 
cationen sind iiber ihren urspriinglichen national-padagogischen Zweck 
bald weit hinausgegangen, haben vielmehr in dieser langen Zeit immer 
in die jeweils actuellen und wichtigen Fragen der Forschung, besonders 
der algebraischen, eingegriffen. Und auch die Anerkennung ist nicht 
ausgeblieben: sowohl von Seiten der italienischen Wissenschaft, welche 
sich an seiner Hand zu ihrer hohen Stufe erhoben hat und Brioschi 
als ihren Fiihrer ansieht, wie auch von Seiten der ausliindischen 
Forschung. Sei es gestattet, auch in diesen Annalen, denen Brioschi 
wiederholt seine algebraischen Gedanken anvertraut hat, ein Bild seiner 
Thiatigkeit zu geben*). 

Geboren den 22. December 1824 in Mailand, studirte Francesco 
Brioschi in Pavia bei Bordoni und promovirte daselbst 1845. Bald 
bildete er sich an den franzdsischen Classikern, von Lagrange bis 
Cauchy, weiter, wie denn das umfangreichste, auf die neue Litteratur 


*) Vgl. die Nachrufe von A. Messedaglia, Vicepriasidenten der R. Accad. dei 
Lincei, beim Tod ihres Prisidenten (Sitzung der Akad. vom 19. Dec. 1897); von 
KE. D’Ovidio in der R. Accad. delle Scienze von Turin (Sitzung vom 19, Dec. 1897); 
von Ch. Hermite in der Acad. des Sc, (C. R. vom 27, Dec. 1897); von E. Beltrami 
in Perseveranza vom 23. Dec. 1897, abgedruckt im Decemberheft des 26'" Bandes 
der Annali di Matematica, Fiir die Liste der Arbeiten bis 1883 siehe den ,,Catalogue 
of Scient. Papers‘ der R. Society von London. [Eine Wiirdigung Brioschi’s als 
Ingenieur durch E. Paladini s. in den ,,Atti del Collegio degli Ingegneri ed Archi- 
tetti in Milano‘‘, XXX (1898); die bei der Beisetzung gehaltenen Ansprachen im 
Programm des R, Istit. Tecn, Sup. fiir 1897—98, (Mai 1898).] 
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aller Nationen und aller mathematischen Gebiete gerichtete Studium 
sein Schaffen lebenslang charakterisirt. Nachdem Brioschi von 1852 
bis 1861 an seiner Studienuniversitiit als Professor fiir angewandte 
Mathematik gewirkt hatte, berief ihn die nationale Reconstruction zu 
neuen Aufgaben, denen er in wachsendem Grade gerecht werden sollte. 
Nach kurzer Thitigkeit als Generalsecretiir des Unterrichtsministeriums 
volizog er 1862 den Auftrag der Griindung und Organisirung des 
Mailinder Istituto Tecnico Superiore — und der damit verbundenen 
Accad. Scient.-Litt. fiir die histor.-philol. Faicher —, stellte diesem 
Institut hobe wissenschaftliche und practische Aufgaben (Eréffnungs- 
rede, in deutscher Uebertragung, in Ztschr. f. M. u. Ph. Bd. 42) und 
iibernahm selbst dessen Direction und die Professuren fiir Hydraulik und 
Analysis. Ganz seiner Geistesrichtung gemiiss war es tibrigens, dass er 
nicht nur fiir den hydraulischen, sondern auch fiir den analytischen 
Unterricht, ohne Vernachlissigung der allgemeinen Grundlage, beson- 
deres Gewicht den Anwendungen und Uebungen zugetheilt hat. 

Aber diese Aemter, die er bis zu seinem Ende beibehielt, und die 
wissenschaftliche Arbeit beanspruchten nur einen Theil seiner Krifte. 
Von i865 an iibte Brioschi als Senator des Kénigreichs eine einfluss- 
reiche, auf die verschiedensten Gebiete des Staates — so auf das Hisen- 
bahnwesen — sich erstreckende Wirksamkeit aus; wie er denn 1870 
bis 1882 auch Mitglied des Consiglio Sup. des Unterrichtsministeriums 
und fiir die Mittelschulen zugleich pidagogisch thitig war, so schon 1868 
mit Betti zusammen durch eine Bearbeitung von Euklid’s Elementen. 
Ferner fungirte er von 1884 an als Prisident der R. Accademia dei 
Lincei, eine Stellung, in der er sich nicht nur um die Akademie, 
sondern auch um die Férderung aller Wissenschaften in Italien grosse 
Verdienste erwarb — es sei hier nur das Zustandekommen der Heraus- 
gabe*) des Codice Atlantico von Lionardo da Vinci erwahnt, die fiir 
die Geschichte der technischen und Naturwissenschaften, aber auch der 
Mathematik, von hoher Bedeutung zu werden verspricht. Dieselbe 
Stellung gab Brioschi auch Veranlassung zu einer seinem grossen, immer 
bereit liegenden Wissen entsprechenden Thitigkeit: zu Nachrufen, die 
gelegentlich bei ihm adiquaten Forschern, wie Halphen und Cayley, 
eine treffende wissenschaftliche Charakterisirung und eine eingehende 
quellenmissige Wiirdigung darbieten. Ihm, der schon in Pavia Namen 
wie Beltrami, Casorati, Cremona seine Schiiler nennen konnte, lag 
es jedoch vor Allem nahe, die italienische Forschung auch publicistisch 
zu heben; und so sehen wir ihn zuerst an der Herausgabe der unter 
Leitung von Tortolini erschienenen ersten Serie der Annali di Mate- 
matica (Rom, 1858—1866) sich betheiligen, dann aber, von 1867 an, 
als selbstiindigen Leiter (mit Cremona, spiter allein) der zweiten Serie, 








*) Mailand, bei U. Hoepli, seit 1894; mit Vorbericht von der Hand Brioschi’s, 
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deren Sitz er nach Mailand verlegt. In der That war es ihm bald 
vergonnt, die zuerst mehr der Vermittelung auswirtiger Wissenschaft 
dienende Zeitschrift, die er selbst damals eifrig mit klaren Referaten ver- 
sorgt hatte, zu einem angesehenen Organ der freien Forschung zu gestalten. 

In allen diesen Thiitigkeiten tritt uns immer dieselbe, ihm bis an 
sein Ende treubleibende Ausdauer und Schmiegsamkeit, dieselbe rascheste 
Aufnahme- und Verarbeitungsfihigkeit entgegen. Man muss diesen 
elastischen, auf die leisesten Schwingungen reagirenden Geist selbst 
am Werk gesehen haben — wie er etwa 1886 mitten in den Festlich- 
keiten des Heidelberger Universitiitsjubiliums an den Potenzentwicke- 
lungen der hyperelliptischen Sigmafunctionen rechnen konnte —, um 
die Masse seiner Lebensarbeit zu begreifen. Brioschi hatte seinen 
Wohnort zwischen Mailand und Rom theilen miissen; und in seiner 
Geburtsstadt wurde er am 13. Dec. 1897 vom Tode ereilt, umgeben 
von seiner Familie: seiner Gattin, seiner verwittweten Tochter, auf 
deren Vermihlung 1872 Casorati und Cremona eine gemeinsame mathe- 
matische Festschrift herausgegeben hatten, und drei Enkeln. 


Indem wir uns der wissenschaftlichen Arbeit Brioschi’s zuwenden, 
erwahnen wir zunichst nur kurz eine 1853 in Pavia erschienene Schrift 
iiber Statik, ein 1859 veréffentlichtes Buch ,,La statica di sistemi di 
forma invariabile“: eine aus Vorlesungen hervorgegangene analytische 
Behandlung, so der Siitze von Moebius; und eine hydrodynamische 
Abhandlung aus dem Jahre 1860 (Crelie J. 59). Wir iibergehen auch 
die mit seinem technischen Fache zusammenhangenden Arbeiten, von 
denen einige in der von ihm 1866 redigirten Zeitschrift ,,I] Politecnico“ 
enthalten sind, eine andere grosse, iiber die Tiberiiberschwem- 
mungen, in den Mem. dell’ Acc, dei Lincei von 1876, Ganz im 
Gegensatze zu allen diesen practischen Bestrebungen triigt seine rein 
mathematische Leistung einen abstracten, ja fast formalen Charakter. 
Niedergelegt in einigen Biichern und einigen hundert Abhandlungen, 
freilich meist kurzen Noten, aber selten ohne einen kleinen Fortschritt, 
beziehen sich diese Arbeiten erst auf eine Reihe verschiedener ana- 
lytischer Gebiete; von 1854 an setzt die Behandlung der Methoden der 
Determinanten- und Invariantentheorie ein, und von 1858 an lassen 
sich dann die Arbeiten in einige bestimmte Gebiete gruppiren: vor 
Allem Theorie der Gleichungen fiinfien Grades, im Zusammenhang mit 
Transformationstheorie der elliptischen Functionen, die von 1874 an 
selbstindiger auftritt; anschliessend Theorie der linearen Differential- 
gleichungen, von 1876 an; endlich, nach Vorarbeiten 1857, von 1881 an 
auch Theorie der hyperelliptischen Functionen, bes. von zwei Argumenten. 
Alle diese Richtungen aber laufen bei Brioschi in einen Gesichtspunkt 
zusammen: Anwendung der Theorie der algebraischen Formen. 


31* 
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Viele der Arbeiten der fiinfziger Jahre (in den Annali di Scienze 
Mat. e Fis. und in den ersten Banden der Ann. di Matem., dann in 
den Schriften des Istit. Lomb. etc.), Referate und Noten, sind zunichst 
von dem Standpunkt aus aufzufassen, dass Brioschi die italienische 
Wissenschaft in den Besitz der Errungenschaften der ersten Hilfte 
dieses Jahrhunderts und der die eigene Zeit bewegenden Ideen setzen 
wollte, ein Bestreben, bei dem er von Betti und Anderen unterstiitzt 
wurde. Die Richtigkeit dieses Vorgehens hat der Erfolg bewiesen. 
Indessen gehen doch auch diese Artikel tiber Reproductionen hinaus 
und sie zeigen sogleich Brioschi’s charakteristische Tendenzen: die 
Rechnungen méglichst zu vereinfachen und in sie allein den Sinn des 
Problems zu legen. Sie liefern mitunter mit wenigen Strichen klare 
Darstellungen, oft auch einzelne Ausfiihrungen neuer oder damals 
noch weniger verbreiteter Forschungen: der Gauss’schen Kriimmungs- 
theorie (Ann. di Se. III, 1852), der geoditischen Linien (ibid.), der 
Theorien iiber die Variation der Constanten (ibid.), tiber die Trans- 
formation der quadratischen Formen in sich (ibid. V, 1854), ete. Als 
wesentliches Mitte] des Fortschritts erscheint hierbei, dass Brioschi 
sich iiberall der Determinantentheorie bedient, und zwar sogleich in 
vollendeter Weise — so, wenn er aus der kanonischen Form der 
Differentialgleichungen der Mechanik mit Hiilfe der windschiefen 
Determinanten eine neue Integralrelation aufstellt (ibid. VI), oder 
wenn er die von Hermite bei Transformation der hyperelliptischen 
Perioden, p= 2, aufgestellte quadratische Form auf beliebiges Ge- 
schlecht p erweitert (Crelle J. 52, 1856), oder wenn er symmetrische 
Functionen der Wurzeln einer Gleichung, fiir welche er zuerst den 
Begriff ,,Gewicht“ definirt und partielle Differentialgleichungen abge- 
leitet hatte (Ann. di Se. V), durch Determinanten aus den Coefficienten 
ausdriickt (Cr. J. 50), mit Anwendungen auf Abel’sches Theorem etc. 
Das 1854 herausgegebene Lehrbuch ,,La teoria dei determinanti e le 
sue principali applicazioni, das erste héhere dieser Theorie, hat die- 
selbe nicht nur in Italien eingebiirgert, es hat auch durch Behandlung 
der neuesten Fragen mit den neuesten Methoden — so mit mehrfach 
geriinderten Determinanten —, und in mehrere Sprachen ibersetzt, 
zum Fortschritt der Lehre selbst beigetragen. 

Wir greifen aus den damaligen Leistungen nur noch einige auf 
die Sturm’schen Reste beziigliche heraus: seine fiir die Kettenbruch- 
entwickelung einer rationalen Function einer Variabeln aufgestellten 
Formeln (Ann, di Se. V, 1854; Nouv. Ann. XIII) sind noch entwickelter 
als die ein Jahr vorher von Sylvester gegebenen, an die sie anschliessen ; 
und die den Hermite’schen Standpunkt der quadratischen Formen 
wiedergebende Arbeit in den Nouv. Ann. XV (auch in Zeitschr. f. 
M. u. Ph. II) ist, in ihrer einfachen Art, Alles auf algebraische 
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Identititen zuriickzufiihren, so klar zusammenfassend, dass sie eine 
noch heute lesenswerthe Darstellung bietet. 


Als um die Mitte des Jahrhunderts die algebraische Formentheorie 
unter den Hiinden Cayley’s, Sylvester’s und Hermite’s sich erhob, trafen 
ihre Ideen in Brioschi auf einen congenialen Geist und lieferten seiner 
analytischen Kraft das miichtige Werkzeug, dessen sie zur Entfaltung 
bedurft hatte. Gleich der erste Ansatz (Ann. di Sc. V, p. 207; 1854) 
fiihrte ihn zur Betrachtung der Invarianten einer biniren Form als 
Functionen der Wurzeln, statt der Coefficienten, und zur Umsetzung 
der kurz vorher von den englischen Forschern gefundenen, die In- 
varianteneigenschaft definirenden partiellen Differentialgleichungen in 
diesem Sinne — eine Betrachtungsweise, die ihm angehdrt und in 
seinen spateren Forschungen hiiufig eine Rolle spielt. Eine zweite 
Frucht war die Entdeckung von partiellen Differentialgleichungen, welche 
weiterhin fiir die Discriminante einer biniiren Form (ibid. VII, p. 5, 
Oct. 1855; p.64, Dec. 1855) und fiir die Resultante zweier solcher Formen 
gleichen Grades (Cr. J. 53; 1856) charakteristisch sind — mit nur 
algebraischer Ausrechnung, im Gegensatze zu Faa di Bruno’s theilweise 
nur erschlossener Ableitung in Cr. J. 54 —; ein Gebiet, das noch 
heute der Weiterbebauung harrt. Die Methode aber, welche in Brioschi’s 
Hand weitaus die mannigfaltigsten Anwendungen gefunden hat, ist 
die aus 1854 stammende Hermite’sche Theorie der ,,associirten Formen“ 
Von Beginn des Jahres 1856 an (recurrente Formeln in Ann. di Se, 
VIL) bis an sein Ende benutzte Brioschi vorzugsweise diese Methode, 
welche die Coefficienten der transformirten Form zu Covarianten macht, 
wenn er specielle Formenzusammenhinge ermitteln wollte, die er sehr 
gewandt so abzuleiten wusste. Wenn sich seine Bestrebungen auch 
fast ausschliesslich auf die bindren Formen richteten, von den weiteren 
Formen nur noch auf die der niedrigsten Ordnungen, so dehnte er’ 
doch schon friihe jene Hermite’sche Methode, aus ihrem Princip, die 
identische Form (xy) und eine Polare als neue Variable einzufiihren, 
auf Formen von mehr als zwei Variablen aus (Ann. di Mat. I, p. 58; 
1858). Die bisher genannten Theorien — von der letztgenannten Aus- 
dehnung abgesehen, aber vermehrt durch die Cayley’schen Unter- 
suchungen tiber unabhingige Covarianten mittelst Partition, und durch 
Anwendungen auf die Formen bis 4" Grades — hat Brioschi in einer 
Monographie zusammengefasst, welche von 1858 an in den vier ersten 
Banden der Annali di Mat., Ser. 1, unter dem Titel ,,La teoria dei 
covarianti e degli invarianti delle forme binarie, e le sue principali 
applicazioni“ erschienen ist und, obwohl unvollendet geblieben, Italien 
fiir die Formentheorie erworben hat. Unter den hiufig von Brioschi 
verwandten Methoden wollen wir hier auch die 1858 und 1865 von 
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Hermite eingefiibrten, invariantentheoretischen Ausgestaltungen der 
Tschirnhaus-Transformation einer Gleichung f(z) =O nennen, besonders 


in der zweiten Gestalt 2 = (2) : a , wo @ eine Covariante (m — 2) 
Ordnung der Form n't Ordnung f(z) ist; ihm eigenthiimlich ist hierbei 
in spiiterer Zeit die Benutzung der bekannten Ableitung einer Covariante 
aus ihrem letzten Coefficienten, und insbesondere der daraus erschlossene 


Weg, die Invarianten von f(z) aus den Covarianten (in §) von 
v(x) = {, fiir f(€) = 0, und Relationen zwischen den Formen von 


f(x) rasch zu erschliessen (diese Annalen Bd. 29, 1886; Annali di 
Mat. XVI, 1889 etc.). Diesen Weg hat Brioschi wieder in den Arbeiten 
am Schlusse seines Lebens eingeschlagen, fiir eine und zwei Formen 
(C. R. Oct 1895, Ber. d. Erlanger Soc. Jan. 1896 etc.), und seine letzte 
Arbeit vom September 1897 (Annali di Mat. XXVI) leitet so die 
Discriminante der binairen Form 7'* Ordnung f(z) aus den Ausdriicken 
der Invarianten von f in den Covarianten der Form 5' Ordnung 
¥(2), fiir f(e) = (@—EP w(2), ab. 

Um die invariantentheoretischen Methoden Brioschi’s zu erschépfen, 
sei hier gleich die 1870—1876 von ihm benutzte angefiihrt — eine 
sehr specielle Verwendung der bekannten Methode, ein terniires Problem 
durch Adjunction einer beliebigen linearen Form (und der Coordinaten 
eines Punktes) auf ein biniires zu reduciren; nimlich: die ternire 
Form nach einer Variabeln zu ordnen und ihr Formensystem durch 
das simultane ihrer biniren Coefficienten auszudriicken; wobei noch 
der 2’ Coefficient gewéhnlich zu Null gemacht wird. Das erste so 
behandelte Problem, offenbar auf Anregung durch die analoge Be- 
handlung der Dreitheilung bei den Curven 3'* Ordnung und den 
hyperelliptischen Functionen p = 2 durch Clebsch, ist das der Doppel- 
tangenten der Curven 4'* Ordnung mit Doppelpunkt (Math. Ann. 4); 
es folgen: die Reduction der cubischen terniiren Form auf die Hesse’sche 
Normalform (C. R. 1875; Ann. di Mat. VII, 1876); die Bedingungen 
ihrer Zerfillbarkeit in Factoren [aber unter Voraussetzung, dass 
der zweite Coefficient schon =O ist] (ibid. und Rend. Acc. Line. 
1876); die Doppeltangenten allgemeiner und specieller Curven 4'* 
Ordnung (Aun. d. Mat. VII); die dreifachen Tangentenebenen der 
Flichen 3'* Ordnung (Rend. Acc. Linc. 1876). Das  eigentliche 
Ziel ist, invariantentheoretische Relationen und neue Siitze, auch 
geometrischen Inhalts, zu erlangen, nicht aber etwa: jene Bedingungen 
aus binaérer Form in ternire umzusetzen. In neuerer Zeit ist die 
Methode von anderer Seite noch principieller aufgenommen worden. 


Die beiden grossen Gebiete der algebraischen Gleichungen und der 
elliptischen Functionen treten bei Brioschi meist untrennbar verbunden 
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auf, vor Allem in seiner héchsten Leistung: in seinen Beitrigen zur 
Theorie der Gleichung 5%" Grades und der ,,Jacobi'schen“' Gleichungen, 
welche wir nun eingehend zu wiirdigen haben.*) 

Brioschi war eben in der Transformationstheorie der elliptischen 
und Abel’schen Functionen damit beschaftigt, das Hermite’sche auf 
Transformation der Thetareihen beruhende Princip zur Ableitung 
Jacobi’scher Resultate zu verwenden (Ann. di Se. VII, 1856; VIII, 
1857), als Hermite’s epochemachende Note iiber die Auflésung der 
Gleichung 5'** Grades in den C, R. der Pariser Akademie vom 15. Mirz 
1858 und die Anwendung der Methode auf die Gleichungen 4'" Grades 
(ibid. v. 12. April) — Arbeiten, welche zugleich die Lehre von den 
Modulfunctionen eingeleitet haben — erschienen. Schon 1854, in 
seiner grossen Abhandlung im 9'*" Bande des Cambr. a. Dubl. Math. J., 
hatte Hermite fiir die allgemeine Gleichung 5' Grades eine Resolvente 
6'" Grades invariantentheoretisch — bis auf numerische Coefficien- 
ten — berechnet und ihre Gruppe identisch gefunden mit der Gruppe 
der Ordnung 60 der Modulargleichung 6'" Grades F,(v, wu) = 0 
fiir die Transformation 5'" Grades der elliptischen Functionen, zwischen 


den 4" Wurzeln der Moduln u =x, v =n j/ 4, eine nach Galois von 
Betti (Ann. di Sc. IV, 1853) untersuchte Gruppe; und durch Galois 
war auch schon bekannt, dass diese letztere Gleichung, mittelst 
y = (v; —Vp) (v; —v,) (¥. — v5), eine Resolvente 5'" Grades op, (y, wv) =0 
besitzt, mit rational bekannter Quadratwurzel aus der Discriminante 
(YD). Die Frage Hermite’s war nun: kann man die allgemeine Glei- 


chung 5" Grades, f,(z) == 0, nach Adjunction ihrer YD, in jene 
Resolvente g,(y, w) = 9 durch eine algebraisch ausfiihrbare Tschirn- 
haus-Transformation tiberfiihren? Sein Verdienst ist, die Resolvente gp, 
wirklich aufgestellt, erkannt zu haben, dass ihre wesentliche Kigen- 
thiimlichkeit in ihrer Dreigliedrigkeit, ohne 2'*, 3's und 4's Glied, 
bestehe, dass aber eine solche Form fiir die Resolvente einer allge- 
meinen Gleichung 5'" Grades in der Litteratur bereits vorliege: in 
der Bring-Jerrard’schen Resolvente, zu deren Aufstellung nur Quadrat- 
und eine Cubikwurzel néthig sind. Somit war die Gleichung 5'*" Grades 
durch elliptische Modulfunctionen ,gelést“; und zwar tritt bei Hermite 
gerade die transcendente Seite der Lésung zundchst in den Vorder- 
ground, indem er in der zweiten Note die Jacobi’sche Multiplicator- 
gleichung 6'* Grades in’s Auge fasste und aus ihr durch Joubert jene 
selbe Resolvente 5'* Grades herleiten liess, um so zu einer verein- 
fachten Lésung zu gelangen. 


*) Vgl. hierzu Ch, Hermite in C. R, Bd 62, 1866; ferner den Bericht 
Brioschi’s selbst in diesen Annalen, Bd, 13, 1878 und F. Klein's Ikosaéderbuch, 1884. 
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Hermite’s Miarznote schlug ziindend in Brioschi’s Gedankengang 
ein. Unabhingig von jener zweiten Note erkannte er sogleich in den 
algebraischen Eigenschaften der Multiplicatorgleichung, Wn+41(¢)=0, das 
Ziel fiir die Behandlung der algebraischen Seite der Frage: die Reduction 
der Gleichung f,(x) = 0 auf eine geeignete Normalform. Jacobi hatte, 
Cr. J. II, durch Zerlegung seiner g-Reihen angegeben, dass sich bei 


Transformation vom Primzahlgrad n die n+ 1 Gréssen /z fiir die 
Multiplicatorgleichung numerisch durch “+1 Parameter A, (eindeutige 


Functionen von g) linear und homogen ausdriicken. Und nun giebt 
Brioschi zuniichst (Ann. d. Mat. I, p. 175, Mai 1858) die daraus 
zwischen den A, folgenden Beziehungen bei » = 5; schon im Juni d. J. 
(ibid. p. 256) aber fiir »—5 und ganz willkiirliche drei Parameter 
Ay, Ay, A, die Aufstellung der allgemeinsten Gleichungen 6°" Grades, 
welche jenen Jacobi’schen Relationen fiir die /z geniigen, der von 
ihm sog. ,Jacobi’schen“ Gleichung: 


I. oy (¢) = (e —A)* — 4A(2—A)® + 10 B(2— A)? — C(2— A) 

+ (5B?—AC) =0 
und ihrer Resolvente 5'" Grades (s. auch ibid. p. 326, Sept. 1858), der 
von Klein als ,,Diagonalgleichung“ bezeichneten: 
Il. 9; (y) =y' + 10By + 59 B?—AC)jy — E=0, 
wo A, B, C ganze rationale Functionen bezw. 2'", 6'", 10'® Grades der 
A, werden, E die 4° Wurzel aus der Discriminante von I ist. Fiir 
B = 0 ist I die Multiplicatorgleichung, Il die Bring-Jerrard’sche Form. 

Durch die algebraische Eigenschaft der Gleichung y,(z) = 0 
erzielt Brioschi, dass eine algebraisch wohldefinirte Resolvente 6‘ 
Grades, welche zu /,(x) 0 gehdren soll, von vornherein vorliegt, 
und zwar mit noch drei (oder, vermége z = gz’, zwei wesentlichen) 
Parametern ; eine Resolvente, welche sowohl nach der Seite der Lésung 
durch elliptische Functionen, als nach der Seite der Ueberfiihrung aus 
der allgemeinen f,(x) = 0 grésseren Spielraum bietet, also auch ver- 
schiedene Lésungsarten zulisst (C. R. v. 31. Juli 1858). Brioschi selbst 
denkt sich, in Analogie zu dem Hermite’schen Wege, von y,(2) = 0 (I) 
die Resolvente 5'" Grades ,(y) = 0 (II) genommen und diese letztere 
durch -Tschirnhaus- Transformation aus f;(z) = 0 gewonnen, wozu 
nur die /D nithig ist. 

Zugleich mit dieser Veréffentlichung Brioschi’s erhielt die Theorie 
der Gleichung 5'* Grades ihren zweiten grossen Anstoss durch Kro- 
necker. Die C. R. der Pariser Akademie vom 14. Juni 1858 ent- 
halten den Brief Kronecker’s an Hermite, in dem er die Resultate 
seiner seit zwei Jahren unternommenen Untersuchungen, soweit sie 
sich auf die Gleichungen 5 Grades und deren Lésung durch die 
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Fiinftheilung der elliptischen Functionen erstrecken, mittheilt. Der 
Brief beschrankte sich auf kiirzeste Angabe der Resultate: dass eine 
gewisse cyklische Function / der 5 Wurzeln von f(x) = 0, die einen 
unbestimmten Parameter v linear enthalt, nach Adjunction von YD 
einer Gleichung 6'" Grades geniigt, die, wenn » aus der quadratischen 
Gleichung Xf? = 0 bestimmt wird, die Gestalt 

Ill. fi? — 10m .f*—y.f? +59? =0 

annehme; und durch welche Functionen der Fiinftheilung diese Glei- 
chung lésbar sei. 

So dunkel diese Note schien, ohne irgend welche Andeutung der 
zu Grunde liegenden Gedanken: Brioschi stand sie klar vor Augen. 
Indem er in IIL den speciellen Fall A =O von I, fiir f? — 2, sah, 
erkannte er als Princip der Kronecker’schen Methode sogleich die 
Theorie der Jacobi’schen Gleichungen, und zwar das des directen 
Uebergangs von der allgemeinen Gleichung 5'" Grades f, (7) = 0 auf 
eine specielle Jacobi’sche Gleichung III als Resolvente, ohne Durchgang 
durch eine Normalform 5'" Grades, Seine Arbeit vom 25. Nov. 1858: 
youl metodo di Kronecker per la risoluzione delle equazioni di quinto 
grado“ (Atti del R. Ist. Lomb. I) giebt sich zwar nur als Aufkliérung 
der Kronecker’schen Methode; aber sie leistet mehr: durch Einfiihrung 
hdherer cyklischen Functionen zeigt sie tiberhaupt die Form der 6- 
werthigen Functionen der Wurzeln der allgemeinen /, (7) = 0, welche 
zu Jacobi’schen Resolventen mit drei Parametern fiihren kénnen, in die 
dann nachtriglich die Kronecker’sche Bedingung A = A,? + A,A, = 0 
eingefiihrt werden kann. Als Kronecker spiter (Berl. Monatsber. 1861, 
oder Cr. J. 59) selbst seinen Weg theoretisch erliiuterte, hatte er im 
Wesentlichen nur noch Bemerkungen iiber jene quadratische ,,acces- 
sorische“ [nach Klein’s Ausdruck] Irrationalitiit, tiber die Eintheilung 
der Brioschi’schen Functionen in zwei Classen, und iiber die Ableitung 
jener allgemeinsten Brioschi’schen Functionen aus einer derselben 
hinzuzufiigen. Mit der letzteren Ableitung war noch die Tschirnhaus- 
Transformation der Jacobi’schen Gleichungen in einander indicirt, 
durch welche man ebenfalls auf solche mit A —0O kommen kann, ein 
Weg, den Brioschi spiter verfolgte (Ann. d. Mat. Ser. 2, I, 1867: 
La soluzione pid generale delle eq. d. 5° grado“). 

Es erhellt, dass Brioschi’s eigentliches Verdienst, aus welchem die 
iibrigen als Folgerungen fliessen, darin besteht, die allgemeine Lehre 
von den Jacobi’schen Gleichungen aufgestellt zu haben. Bei dieser 
Gelegenheit sei ein Umstand bertihrt, der nirgends so deutlich wird, 
als in diesem Fall. Brioschi war nicht der rein formale Mathematiker, 
als welcher er in seinen Schriften erscheint, wenn man nur seine 
Darstellungsart: Formelentwickelung und wie von selbst daraus hervor- 
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gehende Schliisse, keine Reflexionen, keine Zeichen von Induction, 
usserlich in’s Auge fasst. Seine Sprache, zwar die bescheidene der 
Formeln, wird fiir den algebraischen Leser beredt, es geht ihr eine 
tiefere Ideenentwickelung voraus, und sie weiss die Ideen Anderer nicht 
nur unmittelbar zu verarbeiten, sondern auch, wie jene Arbeit vom 
25. Nov. 1858 beweist, ihren Kern aufzudecken und zuginglich zu 
machen. 

Uebrigens hat sich der spiitere Weg der Behandlung der Gleichung 
5'= Grades f,(z) 0 dem Hermite’schen wieder genihert: dadurch 
dass man f,=0O erst durch Tschirnhaus-Transformation auf die 
»Brioschi’sche“ Normalform, nimlich die Gleichung II mit A = 0, 
zuriickfiihrte. In der Ausbildung dieser Transformationsart, in dem 
Sinne der allgemeinen Invariantentheorie der Form f,,  inspirirte 
Hermite sich an den Brioschi’schen Entwickelungen tiber Jacobi’sche 
Gleichungen, und dieser selbst unterstiitzte Hermite dann wieder in einer 
Reihe anschliessender Noten (C. R. 63, 73, 80; noch in Ann. di Mat. 
XVI, 1888). Endlich hat Brioschi schon friihe auch der historischen 
Seite der Frage Aufmerksamkeit geschenkt, indem er 1863 zuerst 
wieder auf die Resolvente 6'" Grades, welche Malfatti 1771 aufgestellt, 
hinwies und sie auf seine Normalform II] anwandte (vgl. den Bericht 
in diesen Annalen, Bd. 13). 


Wir kénnen den spiiteren Verlauf der Entwickelungen iiber die 
Lésung der Gleichung 5'* Grades, an welchem Brioschi ebenfalls be- 
theiligt war, nicht anfiihren, ohne zwei neue Momente zu erwiihnen, 
welche inzwischen in die Analysis von anderer Seite hineingetragen 
wurden und welche fiir Brioschi’s weiteres Arbeiten, und zwar nicht 
nur in jenem Gebiete, einen neuen Boden geschaffen haben. Der eine 
Factor ist die in die siebziger Jahre fallende Verbreitung der Weier- 
strass’schen Theorie der elliptischen Functionen, die mit ihrem 
rational-invarianten Standpunkt der Geistesrichtung Brioschi’s besonders 
entsprach. Diesem Standpunkt ist es zu danken, dass bei der trans- 
cendenten Lésung der Brioschi’schen Resolvente die zur Bestimmung 
des irrationalen Moduls x néthig gewesene Gleichung wegfiel (Klein 
in Math. Ann. 14, 15; Kiepert in Cr. J. 87; 1878). Der zweite Ge- 
sichtspunkt ist schon 1871 von F. Klein eingefiihrt (diese Annalen 4): 
ein Gleichungsproblem dadurch auf ein Formenproblem zu reduciren, 
dass man eine der Gruppe isomorphe Gruppe von linearen Substitu- 
tionen von r Variablen, und Formen der r Variablen, welche durch 
diese Gruppe in sich tibergehen, betrachtet; wobei noch 7 mdglichst 
uiedrig genommen wird. Indem Gordan und Klein die Gruppe von 
60 linearen Substitutionen der drei Jacobi’schen Parameter A,, A,, A, 
als ternires Problem, und vermége A = A,? + A,A, = 0 als binires 
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Problem betrachteten, ergab sich ihnen (von 1875 an) die Reduction 
der allgemeinen Gleichung 5'e* Grades auf die Ikosaederirrationalititen, 
von denen eine durch die Brioschi’sche Resolvente II (A =0), mit 
B, E als Ikosaederformen, definirt ist (s, Klein’s Ikosaederbuch). Die 
hierzu verwandte Invariantentheorie war aber nicht mehr die zur all- 
gemeinen Form f/f, gehérige, sondern die dem speciellen hier mass- 
gebenden Formenprobleme angepasste, und als Resultat ergab sich eine 
sehr einfache explicite Transformation der allgemeinen Gleichung 5'* 
Grades auf die ,, Hauptgleichung“ 5' Grades (ohne 2's und 3'** Glied) 
und von dieser aus auf die Brioschi’sche Resolvente. Ohne alle In- 
variantentheorie, nur durch Kinfiihrung eines willkiirlichen Parameters 
in die Transformation auf die Hauptgleichung in einfacher Weise her- 
geleitet, finden sich endlich diese Resultate bei Gordan im J. de Liouv. 
von 1885 und in den Math. Ann. 28 von 1886. 

Wihrend Brioschi an diesen Entwickelungen rechnerisch Antheil 
nahm, verstand er es, ihre Principien auch auf weitere Probleme aus- 
zudehnen, insbesondere zuniichst auf die allgemeinere Transformations- 
theorie der elliptischen Functionen. Hiufig schon hatte er sich vorher 
mit Fragen der elliptischen Functionen beschiftigt, so mit der Trans- 
formation des elliptischen Differentials erster Gattung in die Jacobi’sche 
Normalform, sei es aus der allgemeinen biniiren Form des Wurzel- 
ausdrucks (Ann. di Mat. III, 1860), sei es aus der terniiren Form 
(C. R. 56, 1863), wobei ihn die Verwendung der associirten Formen 
unmittelbar zu Aronhold’s Ausdruck gefiihrt hatte; so ferner mit dem 
Problem der Wendepunkte der Curven 3'** Ordnung (C. R. 59); haupt- 
sichlich aber, wie schon gesagt, mit den ,,Jacobi’schen“ Gleichungen, 
aber nicht nur mit denen 6', sondern auch mit der Gleichung 
8'" Grades fiir die Transformation 7'* Ordnung, deren Coefficienten er 
1868 (Rend. d. Ist. Lomb. I) vollstiindig berechnet. Die Weierstrass’sche 
Theorie regte ihn nun an, an dessen Normalform, aber sonst nach der 
algebraischen Methode Jacobi’s, eine ziemlich ausgearbeitete Theorie 
der Transformation 3'* und 5'** Ordnung herzustellen, mit invarianten- 
theoretischer Behandlung der neuen Modulargleichungen (C. R. 79, 80; 
1874—75). Aus dem Klein’schen Formenproblem fiir die Transforma- 
tion 7 Ordnung, einem ternaéren vom Geschlecht 3, leitete wiederum 
Brioschi Jacobi’sche Gleichungen 8'* Grades und ihre mannigfachen 
Eigenschaften her (Ann, di Mat. IX, 1878; Math. Ann. 15, 1879); und 
noch viel spiiter (Ann. di Mat. XXI, 1894) aus dem Problem fiir die 
Transformation 11 Ordnung die véllige Berechnung der zugehérigen 
Modulargleichungen. Besonders aber war es die von Halphen in seinem 
Buche verfolgte Anwendung der Weierstrass’schen Principien auf die 
Transformation, welcher Brioschi, hie und da ausfiihrend und ver- 
gleichend, nachging (C. R. 109, 112; Amer. J. XIII; Rend. Ace. Lince., 
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Oct. 1893; Ann. di Mat. XXI; vorher schon, C. R. 108, 1889, die 
Discriminante der erniedrigten Modulargleichungen fiir » = 5, 7, 11 
in ihren Ausdriicken durch die rationale Invariante J). Einen Theil 
der Rechnungen, wenigstens tiber Jacobi’sche Gleichungen, hat Brioschi 
in einem Anhang zu seiner Uebertragung des Cayley’schen Buches 
iiber elliptische Functionen zusammengefasst (1880). 

Die Arbeiten Brioschi’s in der Theorie der homogenen linearen 
Differentialgleichungen wurden zuniichst dadurch angeregt, dass die 
seit 1874 (Erlanger Ber.) von Klein geometrisch-algebraisch ent- 
wickelten biniren Formen, mit linearen Transformationen in sich, 
denen schon Schwarz bei einem speciellen Problem begegnet war 
(Cr. J. 75, 1872; Klein in Math. Ann. 9, 1875), in ihrer principiell 
invariantentheoretischen Bedeutung fiir jene Differentialgleichungen 
2ter Ordnung, insbesondere fiir die Frage nach algebraischen Integralen, 
gerade 1875 von Fuchs erkannt und unter dem Namen der ,, Prim- 
formen“ eingefiihrt worden waren (Gétt. Nachr. 1875; Cr. J. 81; 
s. Klein in Erl. Ber. vom Juni 1876). Brioschi verfolgt in erster 
Linie diese Formen an sich, einmal nach ihrer Eigenschaft, dass ihre 
vierte Ueberschiebung iiber sich selbst identisch verschwindet (Aug. 1876 
in diesen Annalen, Bd. 11 und in Ann. di Mat. VIII), dann aber zur 
rechnerischen Durchbildung des ganzen Systems der Formen, und zwar 
wieder mit Hiilfe der Theorie der associirten Formen (Math. Ann. 11). 
Zugleich aber wird ihr Auftreten in ,,Jacobi’schen“ Gleichungen, die 
zur Transformation 3'* und 5‘ Ordnung gehéren, bemerkt, wie auch 
die dadurch indicirte Lésungsweise der Modulargleichungen, indem 
naimlich die beiden Variablen des Klein’schen Formenproblems, deren 
Verhiltnisse oder Product die gesuchte Lésung bilden, sich als Inte- 
grale einer hypergeometrischen Differentialgleichung darstellen lassen. 
Bald aber tiberwiegt die Anwendung auf die Differentialgleichungen 
2 Ordnung selbst. Indem Brioschi nach solchen Gleichungen fragt, 
fiir welche eine ganze Function r** Ordnung der beiden Liésungen 
Y:> Yo: fr(Y%, Yo) eine rationale Function der uuabhangigen Variabeln, 
oder constant, wird (Rend. Ist. Lomb. 1877), kommt er fiir r= 2, f,=y, y» 
insbesondere auf die von Hermite behandelte Lamé’sche Gleichung und 
construirt einige weitere durch elliptische Functionen integrirbare 
Differentialgleichungen, so auch die (r-+1)*" Ordnung ftr f,(y,, ¥2) 
(C. R. Bde 85—94; Ann. di Mat. IX—XII). Bemerkenswerth ist hierbei 
wieder die Ausdehnung auf die ternir-formentheoretische Behandlung 
der hypergeometrischen Differentialgleichung 3'* Ordnung fiir die drei 
Variablen y,, y., y,; des zur Transformation 7" Ordnung der ellipti- 
schen Functionen gehérigen Formenproblems mit der absoluten In- 
variante J als unabhiingiger Variabeln (s. auch diese Annalen 26, 
1885). — Auch die Halphen’sche Theorie der Differentialinvarianten 
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fand Brioschi noch auf dem Plan: in Acta Math. XIV (1890) geht 
er, tiber Halphen hinaus, den Relationen zwischen diesen Invarianten 
nach, welche bestehen miissen, wenn eine algebraische Relation ge- 
gebener Ordnung zwischen den Integralen der homogenen linearen 
Differentialgleichung stattfinden soll. 


Ein letztes Arbeitsfeld, zunichst in seinem fruchtbaren Jahre 1857, 
dann von 1881 an bis gegen sein Ende, hat sich Brioschi in dem Ge- 
biet der hyperelliptischen Functionen dargeboten. Jene ersten beiden 
Arbeiten (Ann. di Mat. I) gehen auf die gerade erschienenen Weier- 
strass’schen Publicationen im Crelle’schen Journal zuriick; sie liefern 
einmal, auf dem Wege der Umsetzung in vielfache Integrale, die Re- 
lationen zwischen den Periodicitiitsmoduln der Integrale 1'* und 2't Gat- 
tung, sowohl in der Weierstrass’schen, als in der spiteren Riemann’schen 
Form; vor Allem aber fiir die Weierstrass’schen Abel’schen Functionen, 
neben Ableitung von Differentialgleichungen und Additionstheorem, 
zwei weitere quadratische Relationen. Der letztere Gegenstand ist es 
auch, der Brioschi bei der Wiederaufnahme 1881 beschiftigt, und zwar 
immer vom Standpunkt der Rechnung an den algebraischen Aus- 
driicken in den Wurzeln aus. Zuniichst giebt er (Ann. di Mat. X; 
R. Ace. Line. 1883; C. R. 1884), angeregt durch die Cayley-Borchardt’- 
schen Untersuchungen, durch Discussion der quadratischen Relationen 
eine Ausdehnung der Goépel’schen biquadratischen Relation von zweien 
auf beliebig viele Argumente; wobei ihm auch das bei p= 2 auf- 
tretende — freilich schon durch Weber bekannt gewordene — ortho- 
gonale System von 9 Grdéssen nicht entging. Weiterhin zogen ihn, 
nach Krause, die Modulargleichungen, wie sie sich aus der Trans- 
formation der Thetafunctionen ergeben, an. Die ihm gemiisse Richi- 
tung nach der Invariantentheorie hin aber nahmen seine Bestrebungen, 
nachdem die Bruns’sche Arbeit von 1875 iiber die Differentialgleichungen 
fiir die elliptischen Perioden, betrachtet als Functionen der absoluten 
Invariante J, Anfangs 1886 in diesen Annalen, Bd. 27 veréffentlicht 
und von ihm selbst darauf (Aun. di Mat. XIV) elegant durchgerechnet 
worden war. Unter dem Einfluss dieser Arbeit, sowie der Wiltheiss’- 
schen (Cr. J. 99) und der Klein’schen (Math. Ann. 27; v. Apr. 1886) 
Untersuchungen iiber p= 2, entstand im Sommer 1886 eine [schon 
gegen Schluss der Einleitung beriihrte] gréssere Zusammenfassung seiner 
Arbeiten iiber p= 2 (Ann. di Mat. XIV, p. 241—344), mit dem 
Ziel der invarianten Potenzentwickelungen der Klein’schen geraden 
Sigmafunctionen von zwei Argumenten — invariant in dem System 
der beiden Formen, in welche der Grundausdruck 6'" Grades der be- 
treffenden Sigmafunction entsprechend zerlegt gedacht ist —, wobei 
ihm seine Differentialgleichungen der Invarianten, als Functionen der 
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Wurzeln, wieder Dienst leisten mussten. Dieser, iibrigens nicht zu 
Ende gefiihrten Abhandlung schliesst sich dann die Berechnung der 
partiellen Differentialgleichungen fiir die Sigmafunction, betrachtet als 
Function ihrer zwei Argumente und der simultanen Invarianten jener 
beiden Factoren, an; und hieran wieder die Ableitung auch héherer 
Glieder der Sigmafunctionen (Rend. Acc. Linc. 1886, 1887; Mem. Ace. 
Linc. VI, 1890). Endlich folgt in dem invarianten Sinne die Aus- 
dehnung der Differentialgleichungen fiir die Perioden auf p= 2, mit 
einer Umkehrung (Rend. Acc. Linc. 1V, 1888) und einer Anwendung 
auf eine Fuchs’sche Differentialgleichung (Cr. J. 116, 1896). 

Aber Brioschi war hier noch ein Erfolg vergénnt: die Betheiligung 
an der Behandlung einer neuen — im Vergleich zu der bekannten freilich 
sehr indirecten — Lisung der Gleichung 6°" Grades mittelst hyper- 
elliptischer Functionen. Aehnlich wie Joubert 1867, hatte Brioschi 1882 
(Ann. di Mat. XI), und zwar durch Verwendung von Hermite’s typischer 
Transformation, fiir die allgemeine Gleichung 6'" Grades, f, (2) =0, eine 
Form erhalten, in welcher das 2" und 4 Glied fehlten, die iibrigen 
Coefficienten Functionen der 4 Invarianten von f,(x) waren; und hieraus, 
mit Hiilfe einer einfachen quadratischen Transformation, eine Normal- 
gleichung ,(y) 0, ohne zweites Glied, wahrend der 5'e Coefficient das 
Quadrat des dritten ist, also mit im Wesentlichen drei Parametern. Diese 
Normalgleichung trat nun Brioschi in einer Arbeit von Maschke (diese 
Ann. 30, 1887) wieder entgegen: derselbe behandelt nach dem Klein’- 
schen Principe die quaternire lineare Substitutionsgruppe der Ordnung 
360 fiir die sog. Borchardt’schen Moduln — d. h. fiir die Nullwerthe 
von vier ein Gépel’sches Quadrupel bildenden Thetafunctionen mit zwei 
Argumenten und doppelten Moduln —; und er driickt die Wurzeln 
seiner Gleichung g,(y) = rational-ganz durch die Nullwerthe der 
10 geraden Thetafunctionen (mit einfachen Moduln) aus, welche zu 
einer zweiten Grundform 6'" Grades, F,(2) gehéren, deren rationale 
Invarianten einfache rationale Functionen der Parameter von g,(y) =0 
sind, und die schon von Bolza (ibid.) als Functionen jener 10 Null- 
werthe dargestellt worden waren. Da man aus dieser Darstellung, oder 
aus den Brioschi’schen Differentialgleichungen, die transcendenten zu 
F(z) gehérigen Moduln aus den Invarianten berechnet denken kann, 
so fiihrt dies offenbar auf eine neue Lésungsmethode der Gleichung 
f,(”) = 0 durch hyperelliptische Functionen, indem man eben /,(x) = 0 
zuvor durch Tschirnhaus-Transformation in g,(y) = 0 iiberfiihrt: ein Ge- 
danke, der zu gleicher Zeit von Maschke und Brioschi erfasst worden ist 
(drei Noten in Rend. Acc. Line. IV, 1888; zusammengefasst in Acta 
Math, XII). Brioschi eigenthiimlich ist dabei, dass die Reduction von 
f,(~) = 0. auf o,(y) = 0 mittelst der Methode der associirten Formen 
und ohne Kinfiihrung irgend einer Irrationalitiit geschieht. 
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So vervollstiindigt sich mit dieser Leistung die Kette der Arbeiten, 
indem sie mit ihrem Endglied an das kriftigste Glied, die Arbeit von 
1858, wieder anschliesst. Wenn Brioschi in ihnen nicht als ein véllig 
originaler Denker erscheint, der neue Ideen schafft und neue Gebiete 
erdffnet, — und er selbst pflegte wohl von sich nur das bescheidene 
Wort zu gebrauchen: io sono calcolatore — so lasst sich doch ein 
Geist mit eigenartigem Stempel nicht verkennen, der unabliissig in 
sich weiterreifte, immer gerade im richtigen Moment bereit war, neu 
aufkeimende Ideen zu erfassen und zu verarbeiten, und der mit seiner 
auf wahrhaft algebraischem Denken ruhenden analytischen Kunst 


ein halbes Jahrhundert hindurch die Fortschritte der Wissenschaft 
gefordert hat. 


Erlangen, April 1898. 











Ueber den arithmetischen Charakter der Coefficienten der 
Substitutionen endlicher linearer Substitutionsgruppen”*). 


Von 


Herricn Mascuke in Chicago. 


Ueber die Natur der Irrationalitiiten, welche — sozusagen erfahrungs- 
gemiass — in den Substitutionscoefficienten linearer Gruppen von end- 
licher Ordnung auftreten, ist bisher noch wenig bekannt. Im Folgenden 
soll bewiesen werden, dass (mit einer einzigen EHinschrinkung) jede 
endliche lineare Substitutionsgruppe von irgend welcher Variabelenzahl 
stets so transformirt werden kann, dass die Coefficienten der Substi- 
tutionen der Gruppe simmtlich cyclotomisch, d. h. rationale Functionen 
irgend welcher Einheitswurzeln sind. 


§ 1. 


Sei eine Gruppe G einer endlichen Anzahl von linearen Substitu- 
tionen in » Variabelen gegeben, und sei 


(1) A: 8) = >) anes (¢—=1,2,...m), 
k=l 


oder einfach 
A= (aix) 


eine der in G enthaltenen Substitutionen. Die Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung von A 


G1,—S, ay >°20+ Qin 


G94 » Agg——S,+++ Gan =, 
Ant ’ An2 ate? Anan—S 

oder 

(2) S* — (Gy + Ag2+ +++ + Gan) Ss"? + +++ = 0 


*) Der Inhalt dieser Abhandlung bildete den Gegenstand eines am 17. August 
1897 vor der American Mathematical Society in Toronto, Canada, vom Verfasser 
gehaltenen Vortrages. 
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sind, da A von endlicher Periode ist, gewisse Kinheitswurzeln*), mithin 
der Coefficient von s*—! in (2) ihrer Summe gleich, also cyclotomisch, d. h. 
(3) Ay, + Ogg + +++ + Onn =, 

wobei wir, auch im Folgenden, mit @, @,, @,,... cyclotomische Zahlen 
bezeichnen wollen. Nennen wir die linke Seite der Gleichung (3) kurz 
die Diagonalsumme der Substitution A, so haben wir folgenden 

Satzl. Die Diagonalsumme jeder Substitution einer endlichen Sub- 
stitutionsgruppe ist cyclotomisch. 

Nunmehr mache ich die (in der Kinleitung erwihnte) Einschrankung 
dahin gehend, dass die Gruppe G mindestns eine Substitution S ent- 
halten soll, fiir welche die Wurzeln der zugehirigen charakteristischen 
Gleichung sdimmtlich von einander verschieden sind. 


Ich transformire jetzt die Gruppe G so, dass diese Substitution S 
in ihrer kanonischen Form**) erscheint, also 


(4) S: a," = 171% By = Yoho). ++ Bi = Yikiye-- fn = Yn&n) 

wo simmtliche Gréssen y von einander verschiedene Einheitswurzeln sind. 
Die so transformirte Gruppe nenne ich G’. 
Bildet man nun die Diagonalsummen fiir die » Substitutionen 


A, AS, AS?, ... AS", so sind diese simmtlich nach Satz I cyclo- 
tomisch; also erhilt man die Gleichungen***) 


ay, + digg eee + Ann = @, 
V1 y+. Agte r++ Yn Ann =O, 
(5) via, +72 agt-::+7? a, =o, 
ie Gs; + "s G9 —— + i a. — @.1° 
Hier ist die Determinante der Coefficienten der a;; das Differenzen- 
product der Gréssen y, also, laut Annahme, von Null verschieden. 
Daher kann man die Gleichungen (5) nach den a;; lésen, und hieraus 


folgt, da die y Hinheitswurzeln sind, dass jede der Gréssen a;; cyclo- 
tomisch sein muss. Daher haben wir 


*) Wie zuerst von Herrn Camille Jordan angegeben (Mémoire sur 
les équations différentielles linéaires & intégrale algebrique, Journ. fiir Math. 
Bd. 84, pag. 112). 

**) Vgl. H. Maschke, die Reduction linearer Substitutionen von endlicher 
Periode auf ihre kanonische Form. Math. Ann, Bd. L, pag. 220. 

***) Die Herleitungsmethode dieser Gleichungen, so wie auch spiiter der 
Gleichungen (6) und (8) ist analog der Methode, vermittelst welcher Herr Valen- 
tiner (De endelige Transformations-Gruppers Theori, Kopenhagen, 1889) und 
Herr Fuchs (Ueber eine Classe linearer homogener Differentialgleichungen, 


Berliner Sitzungsberichte, XXXIV, 1896) uhnliche Gleichungen zur Erreichung 
anderer Resultate bilden. 
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Satz Il. In jeder Substitution von G' ist jeder Diagonalterm 
cyclotomisch. 

Sei jetzt auch B = (b,,) irgend eine Substitution von G’. Bilden 
wir in jeder der Substitutionen AB, ASB, AS?B,...AS*"B den 
in der A‘ Zeile und A" Colonne befindlichen Coefficienten, welcher 
also nach Satz II cyclotomisch sein muss, so erhalten wir 


Gadi + Giz beg + +++ + Gin Dna = Wo, 
Y, Ga Dia + V2 ajz bea + eee oS Yn an Dna = @,, 
(6) Me yb Bgdy tes TE Gin Og = M2, 
YT ay, by + 37" Aig bs, -<-<+ bo ba = O33 
demnach durch denselben Schluss wie oben 
; Qypba=—o@ (A,u—1,2,...m). 
Also ergiebt sich 
Satz III. Das Product von irgend zwei in derselben oder in irgend 
- gwet verschiedenen Substitutionen von G’ auftretenden Coefficienten, welche 
symmetrische Plitze einnehmen, aa, wnd bur, ist cyclotomisch. 


§ 2. 

Wenn ein, eine bestimmte Stelle (i, &) einnehmender Coefficient 
in jeder Substitution von G’ Null ist, so sage ich, dieser Coefficient 
(i, k) ist durchgehend Null. Ich setze nun zunichst voraus, dass die 
Gruppe G@’ keine durchgehenden Nullen enthalt. Dann muss es méglich 
sein, eine Reihe von » — 1 Substitutionen 


(7) A® = (af), A® = (af?),... A = (al?) 
so anzugeben, dass keiner der folgenden Coefficienten verschwindet 
a, a®,...a,...a. 


Hierbei ist nicht vorausgesetzt, dass die Substitutionen (7) nothwendig 
von einander verschieden sind. 


Jetzt transformire ich die Gruppe G’ durch Einfiihrung der neuen 
Variabelen 
pie: (t=—1,2,...”) an Stelle von g;. 
Hierdurch wird die Substitution S (4) nicht geiandert, jede Substitu- 
tion A (1) dagegen wird transformirt in 


n 
, P . 
a= > p, dike (¢—=1,2,...m), 
k=1 


und nun bestimme ich p,, p.,...Pn 80, dass die Gréssen 


Pe (2) Ps (3) Pew Prin) 
Pia Mig ,*** —@ik,+**—@ 
1 -s 1 wath Py _ Py - 





eS 














SS 
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cyclotomisch werden, was stets erreicht werden kann. Die so trans- 
formirte Gruppe nenne ich G”, und wende fiir die transformirten 
Coefficienten wieder die alte Bezeichnung an. Nunmebr sind 


a, af, ... af 
cyclotomisch und von Nall verschieden, und da nun nach Satz III jede 


der m Grossen a!*)d,, (k = 2,3,...m”), wo by, der beliebigen Substitu- 
tion B = (b,x) angehort, cyclotomisch ist, so folgt, dass b.1: cyclotomisch 
sein muss. Also haben wir 

Satz IV. In der Gruppe G” ist in jeder Substitution jeder Coef- 
ficient der ersten Colonne cyclotomisch. 

Seien nun wiederum A und B irgend zwei Substitutionen von @”, 
so bilde ich in AB, ASB, AS?B, ... AS*'*B die Coefficienten 
(4,1), welche also simmtlich, da sie der ersten Colonne angehdren, 
cyclotomisch sein miissen. Hs ist also 


Gar Diy + Qj: ‘boy +: -+ Ganda = @)) 
(8) 4 Gu by bd V2 Giz b aes + Yn Ginda = @;, 


yy 44,.5,, +9 v3 Lala ws or a4 “6, b,, = @,.: 


Hieraus folgt mittelst der schon mehrfach angewandten Schlussmethode, 
dass jedes Product aa,b,:1 cyclotomisch sein muss. Da nun jeder 
Coefficient b,, fir w—1,2,...m und fiir jede Substitution B der 
Gruppe G” nach Satz 1V cyclotomisch ist, und da stets eine solche 
Substitution B= (b;,) gefunden werden kann, in welcher der Coef- 
ficient b,, fiir ein gegebenes w von Null verschieden ist, so folgt, dass 
da, (4, w= 1,2,...m) cyclotomisch sein muss, d, h. 


Satz V. In der Gruppe G” ist jeder Coefficient einer jeden Sub- 
stitution cyclotomisch. 


§ 3. 

Es bleibt nun noch der Fall zu erledigen, dass in der Gruppe G’ 
Coefficienten vorkommen, welche durchgehend Null sind und nicht in 
der Hauptdiagonale stehen. Das Zeichen =0 soll bedeuten ,,durch- 
gehend Null‘, das Zeichen == 0 ,nicht durchgehend Null“. Wenn der 
Coefficient (¢, ) = 0 ist, so kénnen méglicherweise in der i Zeile 
noch andere Coefficienten =0 sein. Um gleich den allgemeinen Fall 
zu betrachten, nehmen wir an, dass in der 7" Zeile n — r Coefficienten 
=0 sind. Durch eine passende Vertauschung der Variabelen 2; unter 
einander kann man alsdann bewirken, dass die i'* Zeile zur ersten wird, 
und dass alle durchgehende Nullen dieser Zeile ans Ende der Zeile zu 
stehen kommen. Dann sind also die Coefficienten 


32* 
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(9) (12), (13), (14),... (1,7) =50, 
(1,r+1), (1, r-+2),...(1, m) 0. 


Bilden wir nun die Coefficienten (1,4) in AB, ASB, AS?B,...AS*-'B, 
so werden dieselben simmtlich verschwinden fiir alle Werthe von 
ko=r+i1,r+2,...m. Also 


@,; 6 + Gyob2x + +++ + Anda = 0, 

V1 weer — lasiy Gindar = 0, 

ay by + vy 1 aigby ra om i 1a be = -0, 
(k=r+1, r+2,..,n). 


Hieraus folgt 

-_ j=l, 2,...m ) 
(10) a11bix = 0 Gtel vet 
fiir jede in G’ enthaltene Substitution A und B. Da nun nach (9) 
a; == 0 fiir i—1, 2,... r, so muss es fiir jedes gegebene 7 mindestens 
eine Substitution A geben, fiir welche a,;4-0; dann aber folgt aus 
(10) b:, = 0, und da diese Gleichung fiir jede Substitution B gilt, so 
haben wir 

— tan], 2,...97 ) 
(11) te 26 ete ' 
und mithin den 

Satz VI. Sind in den Substitutionen von G' die n — 1 letzten 

Coefficienten der ersten Zeile durchgehend Null, so sind auch alle n—r 
letaten Coefficienten der r ersten Zeilen durchgehend Null*). 


Jede Substitution der Gruppe G’ ist also jetzt durch folgende 
Matrix gegeben 


Qiyy = Ayny ee + Mtr _— << 
Goi oo) eo ¢ aer 0, eee 0 
(12) Ari, Are, 20+ Orr 0, eee 0 





Arttyiy Ar42,2) 2+ + Artie | Artisti, + + + Anyr-1 





Ani, An2» +++ Onr An, r+ +++ Onn- 


Ich will nun beweisen, dass auch die simmtlichen x ersten Coefficienten 
in den » — r letzten Zeilen durchgehend Null sein miissen. Fiir diesen 
Beweis mache ich von dem Satze Gebrauch, dass die Substitutionen 


*) Dieser Satz ist bereits von Valentiner 1. c. pag. 93—95 in wesentlich 
derselben Weise bewiesen worden, 
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einer endlichen linearen Substitutionsgruppe stets eine gewisse positive 
Hermite’sche Form 


H -> Os 2; Ze (i= ix; a, k= 1, 2, ons n) 


(wo der horizontale Strich bedeutet, dass fiir die betreffende Grésse 
ibr conjugirter Werth zu nehmen ist) ungeindert lassen*). 

Sei H die bei G’ invariant bleibende Hermite’sche Form. Alsdann 
muss H auch bei S (4) invariant bleiben. Hieraus folgt sofort, dass 
simmtliche Coefficienten a, in denen im k ist, verschwinden miissen, 
dass also H von folgender Form ist 


A = (48,8, + My eo% +++ + Un bntn. 
Da nun auch die Substitution A (1) H invariant lassen muss, so 
erhalten wir die Gleichung 


> (avn Sua) = > nai (t= 1,2,...”), 


i=1 k= 1 


welche identisch fiir alle Werthe von ¢ erfillt sein muss. Hieraus 
ergiebt sich ein System von ? in den m? Gridssen aj, und G,, linearen 
Gleichungen, Dieselben lassen sich leicht nach den @, lésen, und 
man erhalt, wenn man die Determinante von A mit A, die in A zu 
den Elementen a, gehdrigen Unterdeterminanten » — 1' Grades mit 
Aj, bezeichnet 


(13) AG; = we An*). 


In Folge von (11) verschwindet aber jede Determinante A;,, falls 
. .. (tert, r+2,...90 " , 
gleichzeitig k=1.2 i , da fiir diese Werthe von i, k 

, oe 

A;, eine Determinante » — 1‘ Grades vorstellt, welche in r Colonnen 
n —r Zeilen Nullen enthiilt. 

Nunmebhr folgt aus (13), dass @;,, also auch a;, verschwinden muss 

parti, r+2,...0 
fiir {\ , ” : und zwar in jeder Substitution A, d. h. 
SS 4) Sy eee 

durchgehend. Es sind dies die in der Matrix (12) in dem links unten 
befindlichen Rechteck stehenden Elemente. 

Wir erhalten somit folgenden, auch an und fiir sich wichtigen 

Satz VII. Ist eine endliche Gruppe linearer Substitutionen von n 
Variabelen gegeben, welche mindestens eine Substitution S enthilt, deren 
charakteristische Gleichunig lauter verschiedene Wurzeln besitet, und 


*) Vgl. E. H. Moore, A Universal Invariant for Finite Groups of Linear 
Substitutions. Math, Ann. Bd. 50, pag. 213. 
‘*+) Zu ihnlichen Formeln gelangt auch Valentiner und Fuchs l. c. 
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weiss man, dass die Gruppe, nachdem man sie so transformirt hat, dass 
S in der kanonischen Form erscheint, so beschaffen ist, dass in ihren 
stimmtlichen Substitutionen mindestens ein Coefficient durchgehend Null 
ist, so zerfallt die Gruppe in zwei Systeme von je r und n—r Variabelen, 


in deren jedem sich die r resp. n — r Variabelen nur unter sich linear 
substituiren. 


§ 4. 

Die aus jedem der beiden, nach Satz VII fiir den Fall, dass G’ 
durchgehende Nullen enthilt, existirenden Systeme gebildeten Sub- 
stitutionen constituiren, jedes fiir sich, wiederum eine endliche Gruppe. 
Sind in einer solchen noch durchgehende Nullen vorhanden, so zerfallt 
die Gruppe wiederum in solche von geringerer Variabelenzahl. Schliess- 
lich muss man zu Gruppen gelangen, in denen keine durchgehenden 
Nullen mehr enthalten sind (Gruppen von einer Variabelen im extremen 
Falle). Fiir diese aber ist in § 2 die Cyclotomie der Coefficienten 
bewiesen. Wir sind somit zu folgendem Satz gelangt, dessen Beweis 
der Hauptzweck der vorliegenden Arbeit war: 

Enthilt eine lineare Substitutionsgruppe von endlicher Ordnung 
mindestens eine Substitution, deren charakteristische Gleichung lauter 
verschiedene Wurzeln besitat, so lisst sich die Gruppe stets so trans- 
formiren, dass stimmtliche Coefficienten der Substitutionen der trans- 


formirten Gruppe cyclotomisch, d. i. rational durch Einheitswurzeln 
ausdriickbar sind. 


University of Chicago, 20. November 1897. 











Grundlagen einer analytischen Behandlung der Gruppirungs- 
| aufgaben. 


Von 
P. Hover in Burg b./Magdeburg. 


Einleitung. 


Unter Gruppirungsaufgaben verstehe ich alle solche Aufgaben, bei 
denen es sich um die Gruppirung irgend welcher Elemente gegebenen 
Bedingungen gemiss handelt. Zu Aufgaben dieser Art gehéren z. B. 
die Aufgaben iiber Elementenvertauschungen, wenn man sich die Sub- 
stitutionen durch Angabe ihrer Circularsubstitutionen, d. h. also der 
Elementencomplexe dieser bestimmt denkt, ferner geometrische Auf- 
gaben, wie z. B. die folgende: N Punkte im Raume so durch ein- 
fache, einander nicht schneidende Linienziige zu verbinden, dass ein 
Gebilde entsteht, das eine bestimmte Anzahl von Spaltungen zweiter 
Art*) zulasst, d. h. solcher Spaltungen, durch die keine Vermehrung 
der Anzahl der nicht zusammenhingenden Theile des entstandenen 
Liniengebildes bewirkt wird. Die Natur dieser Aufgaben bedingt es 
nun, dass dieselben eine directe analytische Behandlung nicht zulassen, 
wenn ich unter analytischer Behandlung einer Aufgabe eine solche 
verstehe, bei der Zahlgréssen den Gegenstand und die fiir das Operiren 
mit Zahlgréssen giltigen Gesetze die Hilfsmittel der Behandlung bilden, 
also eine Behandlung im allgemeinen Sinne desjenigen Zweiges der 
Mathematik, den man als Analysis zu bezeichnen pflegt. Denn die 
zu gruppirenden Elemente sind im Allgemeinen tiberhaupt keine Grdssen, 
und die Bedingungen der Gruppirung daher auch nicht durch Be- 
ziehungen zwischen Zahlgréssen direct darstellbar. Es bedarf daher 
eines Hilfsmittels, um Aufgaben dieser Art der analytischen Behand- 
lung zuginglich zu machen. Dieses Hilfsmittel habe ich nun in dem 
} charakteristischen Functionensystem einer Reihe von Elementencom- 





*) Vgl. meine Programmabhandlung im Programm des Victoriagymnasiums 
z. Burg, 8.13, Ostern 1897, 


* 
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plexen gefunden und beabsichtige ich in der vorliegenden Abbandlung 
darzulegen. 

Man wird danach nicht erwarten diirfen, dass es sich in der 
vorliegenden Abhandlung um Specialaufgaben handelt. Ich werde mich 
darauf beschriinken zu zeigen, wie die Fragen nach den allgemeinen 
Eigenschaften einer jeden durch Gruppirung einer Reihe von Elementen 
entstandenen Reihe von Elementencomplexen, wie ich sie in meiner 
Abhandlung ,,Ueber den Zusammenhang in Reihen etc.“ und in meiner 
Programmabhandlung entwickelt habe, sich analytisch in dem an- 
gegebenen Sinne behandeln lassen. Es wird also die Frage nach den 
transitiven Gruppen einer Reihe, ihrem Grade des Zusammenhanges, 
ihren Cyklen und den Spaltungen erster, oder zweiter Art, die sie 
zulasst, ihre Erledigung finden. Eine Andeutung dieser Entwickelungen 
findet sich bereits im letzten Theile von § 2 meiner Programmabhand- 


lung, ohne dass indessen dort die allgemeine Grundlage derselben 
gegeben ist. 


§ 1. 

Es sei N eine beliebige positive ganze Zahl, a,, a, -+- Gm seien 
m > N verschiedene positive ganze Zahlen, die ein vollstandiges Rest- 
system mod. N besitzen, und ,,, %a,,-°**%q, endlich seien m un- 
beschrankt veriinderliche Gréssen. Wir bilden aus diesen Verinderlichen 
ein System von Summen ,,nach dem Modul N“, indem wir in der 


Summe 2g, + Xa, +:++:-+ %a,, die Verinderlichen auf zwei verschiedene 
Arten zu Summen: 


> Xe —— 
a=1 


zusammenfassen. Die Summen X,--- X, wiahlen wir so, dass jede 
Summe X, nur solche Veranderliche enthilt, deren Indices incongruent 
mod. N sind, die Summen Y,--- Yy dagegen so, dass jede Summe 
Yq alle Verinderlichen der Reihe 2o,---+2%q,, enthalt, deren Indices 
congruent a mod. N sind (a = 1,2--- N). 

Bezeichnen wir anderseits durch a', a? ---a% N verschiedene 
Elemente, so kénnen wir den Summen X, --- X, eine Reihe A, -- - A, 
entsprechen lassen, in der jedes Glied A, der Complex derjenigen der 
Elemente a'---a¥ ist, deren Indices den Index der in X, (a=1,2---n) 
enthaltenen Veriinderlichen x congruent mod. N sind. Alsdann soll 
das System der Summen (X,--- X, Y,--- Y,) das ,,charakteristische 
Functionensystem der Reihe A, +--+ A,‘ heissen. 

Es ist klar, dass jede Reihe, wenn wir nur wiederholtes Vor- 
kommen eines Elements in demselben Reihengliede ausschliessen, ein 


N 


Yo = Xa, + La, ++ +++ Ley 
1 


e= 
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nach der Anzahl der Elemente als Modul gebildetes Summensystem 
als charakteristisches Functionensystem besitzt. In der That kénnen wir 
unter der gemachten Voraussetzung offenbar jedem Gliede A, der 
Reihe A, ---A, eine Summe X, von Veranderlichen 2 entsprechen 
lassen, sodass die Indices dieser Verinderlichen denen der Elemente 
von A, beziiglich congruent nach der Anzahl WN aller Elemente der 
Reihe sind und ausserdem keine zwei der Summen X, --- X, dieselbe 
Verinderliche enthalten. Nehmen wir dann zu den Functionen 
X,---X, die Functionen Y,--- Y, hinzu, die wie oben angegeben 
zu bilden sind, so stellt (X,--- X, Y,--- Y,) das charakteristische 
Functionensystem der Reihe A, --- A, dar. 

Die Functionen des charakteristischen Functionensystems einer Reihe 
A, sete An: 

xX, = Ca,1 Lay + Ca,2%e, + -**+ Ca, Lom) 
(a= 1---m) 


Ya =e Ca, Le, + Ca,2 Ley + Riten + Ou, Bay 
(a = 1 eee N) 
sind lineare homogene Functionen der Verinderlichen x, deren Coef- 
ficienten Cz,¢, Cu, die Werthe 0, 1 haben. Das System dieser Coef- 


ficienten 
Cu ---Cim, 


Cyr 77 Cam; 


Cu sa Cin; 


Cy ++ + Crm 
bildet die ,,Charakteristik der Reihe“*). 


§ 2. 

Ebenso wie man die Glieder einer Reihe in transitive Gruppen 
scheiden kann, so kénnen auch die Functionen ihres charakteristischen 
Functionensystems in Gruppen geschieden werden, die wir ebenfalls 
als transitive Gruppen bezeichnen wollen. Jede solche transitive Gruppe 
wird dann von denjenigen Functionen X gebildet, die den in einer 
transitiven Gruppe der Reihe enthaltenen Gliedern entsprechen, und 


*) In meiner Programmabhandlung habe ich im Anschluss an die Ent- 
wickelungen derselben ein anderes Coefficientensystem als Charakteristik bezeichnet, 
das indessen fiir die Behandlung der Reihe weniger zweckmissig ist. 
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von denjenigen Functionen Y, deren Indices mit den Indices der in 
dieser transitiven Gruppe enthaltenen Elemente itibereinstimmen. Ent- 
halt eine transitive Gruppe einer Reihe also mq Glieder und v, ver- 
schiedene Elemente, so enthilt die entsprechende transitive Gruppe 
des charakteristischen Functionensystems nz + v_ Functionen. 

Sind A,,---A,, die Glieder einer transitiven Gruppe einer Reihe 
und qa... a’ die in ihr enthaltenen Elemente, also Xa, +++ Xa, Ya,--- Y, By 
die Glieder der entsprechenden transitiven Gruppe des charakteristischen 
Functionensystems, so ist 


> Tai -> My. 
x=1 x=1 


Denn die Summe zur Linken enthilt alle diejenigen Veriinderlichen 
der Reihe der Veranderlichen, deren Indices congruent mod. N den 
Zahlen f, - -- 6, sind, und auch keine andern Verinderlichen. Ebenso 
enthalt die Summe zur Rechten keine andern, als diese Verinderlichen 
und auch alle diese Verinderlichen. Das erstere folgt daraus, dass 


die Glieder A,, --- A, keine andern, als die Elemente a”--. abu 
enthalten, das Letztere daraus, dass keines der iibrigen Reihenglieder 
eines der Elemente a®--- a’ und folglich keine der tibrigen Func- 
tionen X eine Verinderliche x enthailt, deren Index einer der Zahlen 
B, --+ B, congruent mod. N ist. 

Aus dem Vorstehenden folgt, dass die Gleichung 


n N 

(1) ke Xe = > le Ye 
a=1 a=1 

wo die Summation iiber alle Functionen X und Y des charakteristischen 
Functionensystems erstreckt ist, stets besteht, wenn man den Coef- 
ficienten k und J der Glieder einer und derselben transitiven Gruppe 
gleiche Werthe beilegt. Umgekehrt wollen wir jetzt zeigen, dass 
diese Gleichung auch nur unter dieser Bedingung stattfinden kann, 
wenn, was bisher stets vorausgesetzt wurde, die Verinderlichen 2 un- 
beschrankt Verinderliche sein sollen. 

Sind namlich wieder A,, ---A,, die Glieder einer der transitiven 
Gruppen der Reihe, und setzen wir dieselben so geordnet voraus, dass 
jedes mit der Reihe der vorangehenden wenigstens ein Element gemein- 
sam hat, so ist der Index einer der Verianderlichen z in X,, congruent 
mod. N dem Index einer der Verinderlichen x in Xe,, und diese 
beiden Veriinderlichen gehéren folglich derselben Function Y an. 
Daraus folgt ke, = ka,. Ebenso muss der Index einer Veriinderlichen 
in X,, congruent mod. N dem Index einer der Veriinderlichen in Xz, 
sein, folglich miissen auch diese beiden Verinderlichen einer und 
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derselben Function Y angehéren, also ky, = ky, = ke, sein, u. s. f. 
Es miissen also die Coefficienten der derselben transitiven Gruppe an- 
gehérenden Functionen X einander gleich und gleich den Coefficienten 
der derselben transitiven Gruppen angehérenden Functionen Y sein. 


§ 3. 

Durch den vorigen Paragraphen wird die Frage nach den transi- 
tiven Gruppen einer Reihe unmittelbar zu einer Frage rein algebraischer 
Natur. Denn es folgt aus § 2, dass die Aufgabe 

Die transitiven Gruppen einer gegebenen Complexreihe 
aufzusuchen 
mit der Aufgabe identisch ist: 


Die Gleichungen aufzustellen, die zum Bestehen der 
Gleichung 1 zwischen den Coefficienten k und 1 stattfinden 
miissen. 
Diese Gleichungen driicken aus, dass die Coefficienten k und / eine 
gewisse Anzahl von Gruppen gleicher Gréssen bilden miissen, und ist 


ke, = ke, = >> -=kya—h— lh, = + =p, 
eine solche Gruppe, so ist A,,A,, --- Ag, eine der transitiven Gruppen 
der Reihe mit den Elementen a®, a®,... a, 


Scheiden wir ferner aus jeder der transitiven Gruppen des charakte- 
ristischen Functionensystems eine beliebige Function aus, so bilden 
die iibrigbleibenden Functionen des Systems ein vollstindiges System 
von einander unabhingiger Functionen, Denn jede der ausgeschiedenen 
Functionen ist zufolge § 2 von den iibrigbleibenden linear abhingig, 
eine lineare homogene Gleichung zwischen den letzteren aber unmég- 
lich, weil eine lineare homogene Gleichung zwischen den Functionen 
des charakteristischen Functionensystems die Gleichheit der Coefficienten 
aller derselben transitiven Gruppe angehérigen Functionen verlangt. 
Ist also r die Anzahl der transitiven Gruppen des charakteristischen 
Functionensystems (X,---X,, Y,--+ Yy), so bildet dasselbe ein 
Gréssensystem von (n-+ N—vr)-facher Mannigfaltigkeit. Ziehen wir 
diese Zahl ab von der Anzahl m der unabhingigen Veriinderlichen 
x, so ergiebt sich m—m—(N—r). Hier ist aber m— n nichts 
anderes als die von mir als Excess der Reihe mit E*) bezeichnete 
Zahl, folglich m — n — (N—r) = E—(N—r)=g, wenn g den 
Grad des Zusammenhanges der Reihe bezeichnet. Wir erhalten also 
den Satz: 


*) S. die Abhandlung ,,Ueber den Zusammenhang in Reihen etc.‘ B, § 1, 
Math. Ann. Bd. 42. 
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Der Grad des Zusammenhanges einer Reihe ist gleich der Anzahl 
der unabhiingigen Verinderlichen ihres charakteristischen Functionen- 
systems vermindert um den Grad der Mannigfaltigkeit desselben. 

Damit ist die Aufgabe 

aus N Elementen eine Reihe vom Grade g des Zusammen- 
hanges zu bilden 

auf die algebraische Aufgabe zuriickgefiihrt: 
ein System von Summen mod. N zu dilden, dessen Mannig- 
faltigkeit wm die Zahl g kleiner ist als die Anzahl der 
unabhdngigen Verdnderlichen. 


§ 4. 


P=al'a f+ aka Ba, 


eine auf die gegebene Reihe A, +--+ A, bezogene Summe von Ele- 
mentenpaaren, in der also die Elemente jedes Paares als Elemente 
eines bestimmten Gliedes der Reihe A,---A, zu denken sind, das 
durch die Anhingung des unteren Index an das Zeichen des Elements 
bezeichnet ist*). Alsdann enthalt das Glied Ag, die Elemente a, a’, 
das Glied A,, die Elemente a*, a* u. s. f., und folglich enthilt die 
dem Gliede A,, entsprechende Function X,, des charakteristischen 
Functionensystems zwei Verinderliche x aleuds Zola) die dem Gliede A,, 


Es sei 


entsprechende Function X,, zwei Verinderliche x plo » Tylon) Vs 8- é. 


deren Indices B\“”= 8,, BY” =6,, Bs” =8s, ao—=—8, u. s. w. mod. NV 
sind. Lassen wir nun den Elementenpaaren in P die Differenzen resp.: 


© lou) —s ala)? U g(a aad a(n) » i 


entsprechen, und bilden deren Summe 


plas) — Tar) UT glas) — % pas) +::°-= = Ca La 
a 

wo die Summation zur Rechten iiber alle unabhiingigen Verianderlichen 
des charakteristischen Functionensystems erstreckt ist, so soll diese 
Summe die der Summe P ,,entsprechende Linearform“ heissen. 

Nicht jede lineare homogene Function der Veriinderlichen x mit 
ganzzahligen Coefficienten stellt eine Linearform dar, die einer auf 
die gegebene Reihe bezogenen Summe von Elementenpaaren ent- 


spricht. Denn ist 
ene BE AY. 
P’ = a alt ait 
k 


*) Vergl. die Abhandlung ,,Ueber den Zusammenhang in Reihen)etc.“ A, § 4, 
Math. Ann, Bd. 42. 
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die Summe derjenigen Paare in P, deren Elemente in dem Gliede A, 
enthalten gedacht werden, so ist 


2 (% 0) — %ya)) = 2 Cakes 


wo die Summation » 4 iiber alle in X, enthaltenen Verinderlichen x 


erstreckt ist, die Summe derjenigen Terme in der der Summe P 
entsprechenden Linearform, deren Verinderliche in X,, enthalten sind. 


Es ist folglich die Summe > & der Coefficienten dieser Terme eine 


Summe von Paaren entgegengesetzter Einheiten +1, — 1, und also 
gleich Null. Es miissen also die Functionen X,--- X, des charakte- 
ristischen Functionensystems simmtlich verschwinden, wenn in ihnen 
jede Verinderliche 2, durch den Coefficienten c, einer Linearform 
Zz Catq ersetzt wird, die einer auf die gegebene Reihe bezogenen 
Summe von Elementenpaaren entspricht. Um diese Substitution der 
Veriinderlichen 2 in den Functionen des charakteristischen Functionen- 
systems durch andere Gréssen kurz darstellen zu kénnen, wollen wir 
uns in Zukunft neben der Bezeichnung dieser Functionen durch 
X,--+Xn, ¥,---+ Yy der Bezeichnung X, (x)---X, (a), Y,(ax)--- Yy(x) 
bedienen, und demgemiiss die durch Substitution jeder unabhiingigen 
Veriinderlichen x, durch ¢, hervorgehenden Gréssen durch X, (c)---X,(c), 
Y,(c)--+ Yy(c) darstellen. Die fiir die Coefficienten c als nothwendig 
erkanntex Bedingungen werden dann durch die Gleichungen 
@) X,(e)++» Kae) = 0 
dargestellt. 

Sind umgekehrt diese Gleichungen fiir die Coefficienten einer 


Linearform 
Ss = >) cate = y X.(¢x) 
a e=1 


re 


X, (62) = X,(¢2) — Hye) Xe) = Dye (Pan — By) 


erfiillt, so ist 


wenn wir durch 2,(a) eine beliebige der Verinderlichen ya) ** * Zpla) in 
1 1 4a 


X, bezeichnen, Es entspricht folglich X,(cx) der Summe 


ha 
P= > Cala abt gf 
k=1 
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und die Linearform S entspricht daher ebenfalls einer auf die gegebene 
Reihe bezogenen Summe von Elementenpaaren. 

Das System der Gleichungen (2) stellt also die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dar, der das System der Coefficienten c in einer 


Linearform 
S= P X,. (ex) 
a=1 


zu geniigen hat, damit diese einer auf die gegebene Reihe bezogenen 
Summe von Elementenpaaren entspricht. 


§ 5. 
Ist eine auf die gegebene Reihe bezogene Summe von Elementen- 


paaren gleich Null, so ist die entsprechende Linearform gleich Null, 
und umgekehrt. 


Ist namlich die Summe P der Elementenpaare gleich Null, so ist 
P zasammengesetzt aus Summen von der Form: 


ae ag + at ag + ag ay +--+ + atta + alae 


d. h. aus einfachen Cyklen, von denen jeder nur Elementenpaare eines 


Reihengliedes enthailt. Sind nun wieder % y(a)y Tela) * °° die den Ele- 
1 2 


menten a’, a’:,--- in Ag entsprechenden Veranderlichen x in X,, 
so liefert jede solche Summe zur Bildung der entprechenden Linear- 
form den Beitrag: 

(#149 — 2068) + (ue — #0) +--+ (jer, — Fae) + (age — a8) =0 


die entsprechende Linearform ist also gleich Null. 
Ist umgekehrt die der Summe P entsprechende Linearform 


S= > x2) = 0, 


so ist auch 

X,(cxz) = 0 (a=—1-.-n), 
da keine zwei der Functionen X, +--+ X, dieselbe Verinderliche ent- 
halten. Ist nun 


(a) P,= a ai" aint 
k 


die Summe derjenigen Elementenpaare von P, deren Elemente dem 
Reihengliede A, angehérend gedacht werden, so ist 


(b) X, (ex) = an (410) — a4) ; 
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Wird daher die Summe zur Rechten entwickelt nach den Verander- 
lichen Bplay * * * Lela) in X., also in der Form dargestellt 
1 a 


re 
(c) > (#00 — 2400) = Cg(a) Xp(a) 
Se —4g)— Segotan 
so muss sich Ca(a) = 0 ergeben. Nehmen wir anderseits zu den Ele- 
i 


menten a', a?,--- a noch ein neues a*+' hinzu, und denken uns aus 


diesen eine eingliedrige Reihe A — a'a?.--- a+" gebildet, so ist mit 
Beziehung auf diese 

afm gfe aim ght _ atm ght 
folglich 


az afm gh" a z= (a"™ er a ain a’"’) 
k k 


wo die durch 5 angedeutete Summation iiber dieselben Indices er- 
k 


streckt ist, wie in den Gleichungen (a), (b) und (c). Es ist daher auch 
4g 
(a?m pes Bny ~~ ft gt 0 
a"™*q —a"a J= Dega'ta™ =0. 
2 a 


Mit Beziehung auf die eingliedrige Reihe A ist also die Summe 


>" afm af" —0, 
k 


folglich ist die Summe selbst eine Null*), d. h. ihre Elementenpaare, 
das sind aber die Elementenpaare von P,, bilden einen (einfachen 
oder zusammengesetzten) Cyklus. Da dies von jeder der in P ent- 
haltenen Summen P, gilt, so folgt, dass PO sein muss. 

Aus diesem Satz ergiebt sich unmittelbar der folgende allgemeinere 

Zwei auf eine Reihe bezogene Summen von Elementenpaaren sind 
stets und nur dann einander gleich, wenn ihnen dieselbe Linearform 
entspricht. 


§ 6. 

Ist die auf eine gegebene Reihe bezogene Summe von Elementen- 
paaren ein Cyklus P, so miissen die Coefficienten in der ihr entspre- 
chenden Linearform weiteren Gleichungen geniigen. 

Ein Cyklus P ist entweder selbst ein einfacher Cyklus, oder aus 
einfachen Cyklen, also Summen von der Gestalt 


*) Vergl. die Fussnote der in §3 cit, Abhandlung S. 69, und meine Pro- 
grammabhandlung §. 6, 
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1 62 2 3 3 Bs 6: _ é fr 

apae + atat + aman +++ abtmtabe + aft aft 
zusammengesetzt. Bezeichnet wieder xg(q) die dem Element a? in A, 


entsprechende Veriinderliche in X., so entspricht dieser Summe von 
Elementenpaaren die Summe der Differenzen: 


(x(a) _ &4(a1)) aa (Zl) & {0:)) 5 i (plex) _ T4(—1)) 
= (plex) —_— H p(ax)) : 


Da aber 6 =6 mod N ist, so folgt hieraus unmittelbar, dass in der 
P entsprechenden Linearform S die Summen derjenigen Veriinderlichen, 
deren Indices congruent mod N sind, Summen von Paaren mit ent- 
gegengesetzten Zeichen bilden. Ks ist folglich die Summe der Coeffi- 
cienten aller Veranderlichen in S, deren Indices congruent derselben 
Zahl 6 mod N sind, gleich Null, m. a. W., die Coefficienten in 


S = x. (ex) 


geniigen den Gleichungen: 
(3) +++ ¥y(c)=0, ¥y(c) = 0, «++ ¥u(e) =O. 

Geniigen umgekehrt die Coefficienten in S ausser dem Gleichungs- 
system 2 auch dem Gleichungssystem 3, so ist auch die Summe der 
Elementenpaare, der S entspricht, ein Cyklus. Ist nimlich 


(a) Pe 2, me gene 


diese Summe von Elementenpaaren, so ist 


(b) Sam 2 ax) — B(ox)). 

Denken wir uns anderseits, wie in § 5, die Elementenpaare afm gine 
in P bezogen auf eine eingliedrige Reihe A = a'a? -- - aYa%+1, so ist 
a’™ a’"* — afm a®tt _ a’™* ght folglich: 


(c) wa >A Bmy af" —_ > (aia? 7 a’™* a*t), 


x 


wobei die durch M angedeutete Summation tiber dieselben Indices 


erstreckt ist, wie in den Gleichungen (a) und (b). Da nun pi) resp. 
A" (C=) — :(mod JN) ist, oder nicht, je nachdem £,, resp. Bn, = B; ist, oder 
nicht, wenn £; eine der Zahlen 1, 2 ---N ist, so muss sich durch Addition 
der Elementenpaare a*! a‘** auf der rechten Seite von Gleichung (c) 
als Coefficient von a®'a@*%*t* die Summe der Coefficienten derjenigen 








one 





st 





ria ee a 
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Veriinderlichen auf der rechten Seite der Gleichung (b) ergeben, deren 
Indices congruent 6, mod N sind. Man erhilt also 


N 
dam at = Ps Yu(c)ata¥t+! —(), 
x a=1 


Die Summe zur Linken dieser Gleichung ist aber die Summe der in 
P enthaltenen Elementenpaare. Da sie gleich Null ist, so folgt wie 
in § 5, dass diese Paare einen Cyklus bilden. 

Fassen wir das erhaltene Resultat mit dem in § 4 erhaltenen zu- 
sammen, so ergibt sich der Satz: 

Damit die Summe 


S— > x.(c2) = > Y.(ex) 


a=1 

eine Linearform darstellt, die einer auf die gegebene Reihe bezogenen 
Summe P von Elementenpaaren entspricht, ist nothwendig und hinreichend, 
dass das System der Coefficienten in derselben dem Gleichungssystem 

Xi) = 0, X(c)=0--- Xie) = 0 
geniigt. Soll die Summe P ein Cyklus sein, so ist weiter nothwendig 
und hinreichend, dass das System der Coefficienten auch dem Gleichungs- 
— Y,(.)=0, Y¥,(c)=0.-+ Yr(c) =0 
geniigt. 

§ 7. 

Zufolge §§ 2 und 3 sind mehr als »-+ N—vr Functionen des 
charakteristischen Functiouensystems stets linear von einander abhingig. 
Es ist daher jede Subdeterminante n + N — r' oder héheren Grades 
der Charakteristik gleich Null. Lassen wir dagegen aus den r tran- 
sitiven Gruppen des charakteristischen Functionensystems je eine Func- 
tion Y fort, so sind die tibrig bleibenden X, -.- X,, Y,’ --+ Yy_, linear 
unabhingig von einander, also ist wenigstens eine Subdeterminante 
n-+ N—r Grades des Systems der Coefficienten in denselben von 
Null verschieden. Wir wollen nun zeigen, dass diese Subdeterminante 
alsdann den Werth + 1 besitzt. 

Wir setzen zunichst den Grad des Zusammenhanges g = 0 vor- 
aus. Bezeichnen wir nun die Coefficienten in den Functionen X wie 
in § 1 und setzen 

Ya — Ca1Xe, + Co2 Xe, + jt Pasi + Com %ams 
(a—=1,2--- N—r) 
so ist zu zeigen, dass die Determinante des Systems der Coefficienten 
Cas, Cog den Werth +1 hat, wenn m=n-+ N—r vorausgesetzt 
wird (§ 3). Bezeichnen wir die vorhin ausgeschiedenen Functionen Y 
noch durch 


Mathematische Annalen. L. 33 
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Ya — Ca,1%e, + Cite + ial ll + 
a=N—r+1---N 

so ist jetzt jede Function Yz = Ys, (a—1,2---N), wo die Indices 
B,, B. --- By die Zahlen 1,2---N in gewisser Reihenfolge bedeuten. 
Demgemiiss bezeichnen wir jetzt auch die Elemente a'a? --- a durch 
a®, a®,..-a°*%, und nehmen zu diesen Elementen noch »-+ 1 neue 
Elemente a’, a”, --- a’, a® hinzu. Alsdann definiren wir zwei Reihen 
von Elementenpaaren auf folgende Weise. Die eine Reihe soll sein 

y= a’'a’, Pp, = alg? ... Py= a’wa’, 
die andere lassen wir der Reihe der Verinderlichen %,, 2o,, +--+ %q,, 
in der Weise entsprechen, dass wir das der Verinderlichen Le, ent- 
sprechende Elementenpaar 

De = a? ate 

setzen, wenn a, = 6, mod N ist, wo f, der Zahlenreihe 1, 2, --- N 
angehért, und X, diejenige der Functionen X, --- X, ist, die x,, 
enthilt. Die zweite Reihe p,, p,, --- p™ wird also erhalten, wenn 
man jedes Element von A, (u—1,2,---m) mit a’ zu einem Ele- 
mentenpaar vereinigt. Endlich mégen noch durch p,'---p,’ die Ele- 





, , , é . . 
mentenpaare p,’ = aa’, Po = aa’, +++ pn’ = aa" bezeichnet sein. 
Dann ist: ~ | 
> Ci, x Di = Du 
i=1 


wenn wieder X,, diejenige der Functionen X, --- X, ist, die 2, ent- 
halt, da in der Reihe der Coefficienten C,,, C,,., --- Cn,. nur der 
Coefficient C,,, nicht gleich 0, sondern gleich 1 ist. Anderseits ist 

N 

> Gi xii = pa ’ 

é=1 
wenn o«,= 6, mod N ist, da in der Reihe der Coefficienten Gi. ny Cases One 
nur der Coefficient Cj, nicht gleich 0, sondern gleich 1 ist. Mit Be- 
ziehung auf die eingliederige Reihe A= a™---a?%q"..- ala’ ist 


aber pz — p, oder aa? — gq’ = a®*a' = p,, folglich 


N n 
(a) = » Gib: — >) Cixi = De (He — 1,2, +++ m). 
j=l 


i=1 
Betrachten wir jetzt die Reihe der Elementenpaare 
Py *** PmPy—r41*** Pw, 
so ist deren Anzahl, also der Excess der Reihe gleich 
m++r=n+N—r+r=—n-+N. 
Die Anzahl der Elemente ist gleich n+ N-+1 und die Anzahl der 
transitiven Gruppen ist gleich 1, da jede der transitiven Gruppen der 
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Reihe A,---A,, also auch der Reihe p,---p, eins der Elemente 
a’N—r+1...@» enthilt und diese durch die Paare Py+r4i +++ Pw mit 
a? vereinigt sind. Daraus ergiebt sich, dass der Grad des Zusammen- 
hanges der Reihe p, --- Pm Pw—r+1°~ Dw gleich (n+ N)— (n+-N-+-1—1) =0 
sein muss. Mithin ist jede auf die eingliedrige Reihe A—a" ... gNq"...a’"q? 
bezogene Summe von Elementenpaaren als lineare homogene ganz- 
zablige Function von p, -++ PmPy—r+41°:+ Py, und zwar nur auf eine 
einzige Weise darstellbar. Dies gilt also auch von den Elementen- 
paaren p,’ +++ Pp, p,+++pw—r- Durch Auflésen des Gleichungssystems 
a nach diesen Elementenpaaren folgt aber, wenn 


Cy. Gr ~Q: Qi Qi ~Oh es 


’ 








i Cr, C2,2 + Che Cis Cz2 Opies 
| Cin4n—rCon+N—r = Can-n—r Cin-n—r Cr. n¢N—r + Oneret N—r 
Bee 50,, #1 Balen N—2), 
Aue = a. (@—=1---N—r, B=1..-n+N—n), 
und N 
P, = px — > Gen 
gesetzt wird: eee 
n+N—r 
— Da = > ** p, (a = 1,2+--n), 
oll 


Da >’ “28 (a = 1,2---N—2). 
p=1 


A A 
In diesen Auflésungsformeln miissen also die Quotienten =e, EF 
ganze Zahlen, folglich A — + 1 sein, w. z. b. w. 


Ist m= n+ N—r+g—=m'+g(m=—n+ N—?r), also die 
Reihe A, --- A, vom Grade des Zusammenhanges g, aber die Deter- 
minante 


Ci Ci,2 oe Oe 


Cn,1 Cy,2 wile Ca, m’ 
A — Fal 7 71’ 
| Ci, i Ci, m 
° ‘ 


| oe 7 71" 
Cy—r,1 Cy—r,2 +++ Cy-1,m 





33* 
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von Null verschieden, so ist die Reihe A,’, A,’ --- A,, deren Glieder 
den Functionen 


m m' m 
Xx,’ => > Cre%ap: Xn —_ 2D Cretan $F oe Xn = 2) Oust 
a=1 s= = 


entsprechen, vom Grade des Zusammenhanges Null, und es folgt wie- 


der, dass A = + 1 sein muss. 


§ 8. 

Aus §7 folgt, dass man zu den Functionen X, --- X, Y,'--- Yy_, 

stets g lineare Functionen 
Za(x) — Da,i%a, + Da,2 Xa, + al + Daaten 
(a = 1, 2,---g) 
roit ganzzahligen Coefficienten Do, --- Do, hinzunehmen kann, so- 
dass die Determinante des Systems der Coefficienten in 
(i, --- 3 w-.. BR. 
den Wert 1 hat. Alsdann ergiebt sich durch Auflésen des Gleichungs- 
systems 
Xa(x) — Ea, Ya(x) = La (2) = ba 
(a=1,2---m) (@=1,2-- N—r) (@=1,2---g) 

nach den Veriinderlichen z: 


ag = 9p (8: +++ ba, °°" YN-r, § 7+ &) 


Cr ees C1,¢--1 g, Ci, 641 -2+ Cum 
Cn,1 i Ca,p—1 En Cr, p+1 le Gis 


Cia +++ Giga "1 Ciptr +++ Gum 


ne vie vie Wal 
Cy_r,1 “= Cy—r,p—1 QN-r Cy—r,p+1 S49 Cp mam 








Di hd D;,p-1 oi Di, p41 ose Dyn 

Dyi +++ Dap-1 Dgp+1 +++ Dam 
Es sind also auch die Functionen g, ---@, lineare homogene ganz- 
zahlige Functionen von &, -- & 1, -+- yw—r§,-+-+&, und jedem ganz- 


zahligen Gréssensystem (p, --+ Mm) entspricht ein ganzzahliges Grdssen- 
system (§, --- & m, +--+ 4w—r--+&), und umgekehrt. Bilden wir 
daher die bilineare Form: 
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f (a, ° ** Lani b bs bn ™°**4n-r i: ° -,)= > Pp Lay 
s=1 
0 La, La, °** Lam 


E C11 Cig +s Ci,m 


&. Cay Cy,2 >, ee C..= 


n CG, 1 Cis — Cas 


= _s —~e 
QN-r Cy_r,1 Cy-r,2 a Cy—r,m 


f Dy Di stall D; m 








| 7) Dyn Dye dee. Dy,m | 
so folgt aus § 6 unmittelbar der Satz: 
Damit die bilinearen Form 


F(a, * + * Bam5 Ey +++ be M+ + Mme & ++ + by) 


fiir ein ganzzahliges Grossensystem (&,++:&_ 1y*+*Nn—r $,-++&) im eine 

Linearform iibergeht, die einer auf die gegebene Reihe bezogenen Summe 

von Elementenpaaren entspricht, ist nothwendig und hinreichend, dass 

&, = 0, & —0,---&, = 0 ist; damit dieselbe in eine Linearform iiber- 

geht, die einem auf die gegebene Reihe bezogenen Cyklus entspricht, ist 

nothwendig und hinreichend, dass §, =0---&, =O y,=0-+-yy-r=0 ist. 
In der bilinearen Form 


Pf (%a,* + * Lams °° + En M°** Nver & ++ + &) 


sind sowohl die Functionen po(&,-++&, 1, ---4n—r & +++ §), als auch, 
wenn dieselben nach den Veriinderlichen &,---&, ++: y—+ §-+-€ ent- 
wickelt wird, die Coefficienten dieser Verinderlichen linear von einander 
unabhingig. Setzen wir daher 


f (Sp, * * * Com} &,---& Mm °° Nwer §& +++ &) 


n N-r g 
= D> beta (ta, + eq) +>) Nea (te, ** Han) >) beBa (te, ** * ay) 
= a1 a=1 

und bezeichnen durch P, - -- Py_, P,:-+P, auf die gegebene Reihe 
bezogene Summen von Elementenpaaren, die den Formen resp. 


v,:++Uy-r H+: Y, entsprechen, so sind P,---+ Py_, P,... Fe 
linear von einander unabhingig, und die Gleichung 
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p= Dk,P. + ue 
a=1 a=1 


stellt, wenn fiir (k, ---ky_, 1,---1,) alle méglichen Systeme ganzer 
Zahlen gesetzt werden, die Gesammtheit der auf die gegebene Reihe 
bezogenen Summen von Elementenpaaren, und jede nur ein einziges 
Mal dar, wahrend die Gleichung 


p= du, 
a=1 


ebenso die Gesammtheit der auf die gegebene Reihe bezogenen Cyklen 
darstellt. 


§ 9. 

Wird das Glied A, der gegebenen Reihe in zwei Glieder A,’, Aq” 
gespalten, so entspricht dem eine Zerlegung der entsprechenden 
Summe X, des charakteristischen Functionensystems in zwei Summen 
X. + X_" = X,, von denen X,’ diejenigen Verinderlichen enthiilt, 
deren Indices congruent mod. N den Indices der Elemente von <A,’ 
sind, X,.” diejenigen Verinderlichen, deren Indices den Indices der 
Elemente von A,” congruent mod. N sind. Es sind folglich 


Xe —_= 2,1 De, -++ Ca.2 Len + wie it + Ca, Vein 

Xe" = Caj1 La, + Ca,2%@ay + +++ + Com Bay 
ebenfalls lineare homogene Functionen der Verinderlichen x, deren 
Coefficienten die Werthe 0, 1 haben, und 

+ ee Se Ap oy PS A 
ist das charakteristische Functionensystem der Reihe 
A, +++ Ag1Ag Ag” Aati +++ An. 

War nun die Spaltung von A, in A,’, A,” eine Spaltung erster Art, 


d. h. eine solehe, durch die die Anzahl der transitiven Gruppen von 
A,---A, um Eins vermehrt wird (sodass also die Reihe 
Ay ++ + dipglt BS eae + «iy 
eine transitive Gruppe mehr enthalt, als die Reihe A,...A,), und 
bezeichnen wir durch Y, = Ys, (a =1---+N) die Functionen 
Y,--- Yy in derselben Reihenfolge, wie in § 7, so werden die Indices 
der Elemente einer der transitiven Gruppen von 
A,...Ag1Ag Aa’ Aayi+ ++ An 
volistindig enthalten sein unter den Indices B,--+By_-. Sind dies 
die Indices von A,’, so ist zufolge § 2 X,’ linear abhingig von 
SE RE a 
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also auch von 
X, oon Xa-1 Xe Xa41 oo XX Y,'- oi Yy--, 
und das Verschwinden dieser Iunctionen zieht folglich das Verschwinden 
yon X, und damit auch das von X,”— X, — X,' nach sich. War 
dagegen die Spaltung von A, in A,’, A,” eine Spaltung zweiter Art, 
d. h. eine solche, die keine Vermehrung der transitiven Gruppen der 
Reihe A,---A, zur Folge hat, so sind zufolge § 2 die Functionen 
X, eee Xa-1 Xa’ Xa" Kors + X, Y,’ ++ Vey 

von einander unabhingig, wenigstens eine der Subdeterminanten 
héchsten Grades des Systems der Coefficienten in diesen Functionen ist von 
Null verschieden. Legt man nun den Verinderlichen x solche Werthe 
bei, dass X,—=0--- X,1—=0, Xq —=— X_"—=§,', Xayi—0--- X,—0, 
Y,/=0... Yy_,=0 wird, wo &,’ ein beliebiger von Null verschiedener 
Werth ist, so verschwinden die Functionen X,---X,-++X, Y,'--+ Yy_,, 
die Functionen X,', X,” aber nicht. Nun stellen die Functionen 


,*** Pm, die Coefficienten von %q,.-++%e,, in der bilinearen Form 


f Gay? * * Vimy § Bye ++ Sam +++ My—v & ++ Sy), 


wenn man in ihnen §&, —=0---§& —=0, 4, =0---+yy_--=0 setat, 
das dem Gleichungssystem 

Xa(x%) = 0 (a@=—1---n), Yo (4)=0 (a=—1---N—7r) 
geniigende Gréssensysteme (Xe, - ++ %z,,) abhiingig von den g Veriinder- 
lichen ¢,---€, dar. Es miissen also die durch Kinsetzen von gg fiir 
Wag (B= 1-- +m) in X,', X.” hervorgehenden Functionen, oder, was 
dasselbe ist, die durch Einsetzen von Cz,s, Ca, fiir @ay in 


m 
> 3° Lon 
e=1 


hervorgehenden Functionen durch die Substitution §, =0--- & —0 
4, =0---+ ny-» identisch verschwinden, wenn die Spaltung von A, 
in A,’, A,” einer Spaltung erster Art war, andernfalls sich in von 
Null verschiedene lineare homogene Functionen von §,...§ ver- 
wandeln, Wir erhalten somit als analytisches Criterium dafiir, ob eine 
Spaltung erster, oder zweiter Art ist, den Satz: 

Ist X,---X, ¥,-++ Yy) das charakteristische Functionssystem 
einer Reihe A,+++ Any [(®a, +++ Gay3 & +++ Eur M+ * Mw—ry +++ Sy) 
die zugehdrige bilineare Form und 


(Xy- Xanay Ke >) Os,pivag, Xa’ = >" Cap stag, Xeps Xny Yy “¥e) 
gat p= 


das charakteristische Functionssystem einer durch Spaltung von A, in 
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Ai, Aq entstandenen Reihe A, --+ Ag—1Ay AZ Aa+1-++ Any 80 ist diese 
Spaltung eine Spaltung erster, oder zweiter Art, je nachdem eine der 
beiden Functionen f(Ca,r 778 Ca,m} g, oo bay Moo wer O°: £9), 
t(Cas “a4 Co, mi E, +++ bay More Mn—r, §& ++ &) der Verdnderlichen 
E, +++ Sa, M1 °°* Mw—v» & -+- & durch die Substitution &, =0---& = 0, 
q, = 9--+ yy—-r =O identisch verschwindet oder nicht. 

Fiir eine Spaltung erster Art werden also diese beiden ['unctionen 
von §,---+€ unabhingig, fiir eine Spaltung zweiter Art dagegen ent- 
halten sie wenigstens eine dieser Verinderlichen. 


§ 10. 
Enthalt das Glied A, , Elemente und bilden wir alle », Combi- 


nationen dieser Elemente, in denen die Anzahl der Elemente < = 
ist, so entspricht jeder dieser Combinationen eine Spaltung des Gliedes 
A, in zwei Glieder, von denen das eine die Elemente der Combination, 
das andere die tibrigen Elemente von A, enthilt, und umgekehrt ent- 
spricht jeder Spaltung von A, eine dieser vy, Combinationen. Ander- 
seits entspricht jeder dieser Combinationen eine Summe 


> C8 ta (x =1---), 
g=1 


in der Ce, =1, oder = 0 ist, je nachdem Xap in X, enthalten ist 


und einem Elemente der Combination entspricht, oder nicht. Bilden 
wir nun das Product 


[]rce. Co) Cs Bess Bay me My—rs be &) 


= F(é,---&, °° *' Yn—r, f&°+ + bo)» 
(a=1---n, x—1---v) 


so ist dieses eine homogene Function von &, +-- & 9, +++ yw—r & +++ & 


vom Grade > die mit der Reihe, bezw. mit dem charakteristischen 
a=1 

Functionssystem der Reihe unmittelbar gegeben ist. Aus § 9 folgt, 

dass diese Function fiir §, =0---& =—0, y, =O--- yy, =O ver- 

schwindet, oder nicht, je nachdem die Reihe Spaltungen erster Art, oder 

nur Spaltungen zweiter Art zulisst. 

Die letzte Bedingung ist im Wesentlichen dieselbe, wie diejenige, 
zu der man auf dem am Schlusse von § 2 meiner Programmabhand- 
lung angedeuteten Wege gelangen wiirde. Doch fehlt dort die allge- 
meine Grundlage fiir die analytische Behandlung der Reihen, die ich 
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in der vorliegenden Abhandlung gegeben habe. Damit mag die vor- 
liegende Abhandlung beschlossen werden. Es sei nur noch bemerkt, 
dass man durch substitutionentheoretische Untersuchungen sehr bald 
zur Unterscheidung solcher Reihen, die Spaltungen erster Art, oder 
nur Spaltungen zweiter Art zulassen, gefiihrt wird. So sind z. B. von 
der letzteren Beschaffenheit alle Reihen, zu denen man durch Zerlegung 
der Substitutionen eines identischen Products in ihre Circularsubstitu- 
tionen gefiihrt wird, ebenso alle Reihen, zu denen man auf dieselbe 
Weise durch die Substitutionen einer Gruppe oder einer Basisreihe der 
Gruppe gelangt. 


Burg b. Magdeburg, Ostern 1897. 














Ueber discrete Schaaren von continuirlichen Transformationen. 
Von 


W. Aurens in Magdeburg. 


Zwischen der Theorie der continuirlichen und der der disconti- 
nuirlichen Gruppen bilden die ,,gemischten Gruppen“*) gewissermassen 
eine Briicke, insofern als sie zugleich das continuirliche und das dis- 
continuirliche Element in sich vereinigen, und diirfen daher wohl 
— ganz abgesehen von ihren Anwendungen — einiges theoretische 
Interesse beanspruchen. — Sie werden 1883 von Lie erwahnt in einer 
Anmerkung zu einer Arbeit iiber unendliche Gruppen**), wo auch be- 
reits einige Beispiele derselben angefiihrt werden. Eine grundlegende 
Theorie derselben gab Lie sodann im ersten Abschnitt seiner ,, Theorie 


der Transformationsgruppen“, Cap. 18 (wir citiren im folgenden dieses 
Werk kurz mit ,,Trfgr.“). 


$ 1. 


Es sei gegeben eine Reihe von Gleichungssystemen: 
rok k) (k) 
a, = fi "(s, st Ens ay i ae ar,) 
k—=1---m;iqa1---n, 


von denen jedes (fiir bestimmtes #) eine continwrliche Schaar von 
Transformationen darstellt, so zwar, dass nicht eine Schaar in einer 
anderen enthalten sein soll. Diese m Schaaren mégen nun eine Gruppe 
bilden, d. h. irgend 2 Transformationen aus beliebigen Schaaren, nach 
einander ausgefiihrt, sind gleich einer Transformation, welche einer 
der Schaaren angehért. Unter der Annahme, dass zu jeder Trans- 
formation auch die inverse in der Gruppe enthalten ist und die Anzahl 


*) Wegen dieser Bezeichnung s. Lie ,,Influence de Galois sur le développe- 
ment des mathématiques“. Livre du centenaire de I’école normale supérieure 
1895, pg. 486. 


**) ,,Ueber unendliche continuirliche Gruppen“. Berichte d. Ges. d. W. zu 
Christiania 1883. 
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der discreten Schaaren eine endliche ist, ergiebt sich, dass die Anzahl 
der Parameter fiir jede Schaar dieselbe ist.*) 

Unter diesen Voraussetzungen beweist Lie weiter den fundamen- 
talen Satz**), dass unter den m Schaaren jedenfalls eine existirt, deren 
Transformationen fiir sich allein eine Gruppe mit paarweise inversen 
Transformationen bilden und welche bei allen Transformationen der 
gemischten Gruppe invariant bleibt***), und daher nach Lie die ,,in- 
variante Schaar“ der gemischten Gruppe heisst. Ist nun 7 irgend 
eine beliebige, aber bestimmte Transformation der Gruppe und sind 
Sq die Transformationen der invarianten Schaar, so lassen sich alle 
derselben Schaar wie Z' angehérenden Transformationen in der Form 
TSq darstellen.*) Dabei wollen wir, wie auch weiterhin stets, durch 
den eingeklammerten Index (/) andeuten, dass fiir Sy) der Reihe nach 
alle Transformationen der betreffenden Schaar gesetzt sein sollen, wih- 
rend die Zeichen ohne Index oder ohne eingeklammerten Index immer 
nur eine, wenn auch im allgemeinen beliebige, so doch bestimmte 
Transformation bezeichnen; durch den Buchstaben S sollen auch ferner 
stets die Transformationen der invarianten Schaar bezeichnet werden. 
Wegen der Invarianz der Schaar S,, bei allen Transformationen der 
gemischten Gruppe ist nun 7'S,7'—! wieder eine Transformation dieser 
Schaar, etwa S;, also 7S,7'-—1 = S; oder TS, =8,T und es folgt 
hieraus, dass die Transformationen der Schaar, welcher 7 angehért, sich 
alle in den Formen 7S) wie auch SZ darstellen.7) 

Es seien nun 7, und JT, 2 beliebige Transformationen der Gruppe 
und 7,-7,—T7,. Dann ist: 


Sw + La+ Ty Sy = Sw + Te + Sey 


(Sq La) - (ToS) = Sw + To- Se, 

wo durch den Accent des Index 1’ angedeutet werden soll, dass unter 
Sq der Reihe nach zwar auch alle Transformationen der invarianten 
Schaar gedacht sein sollen, aber nicht immer gerade dieselbe wie unter 
Sw, und wenn wir den Umstand, dass 2 Transformationen 7’ und 7” 
derselben Schaar angehéren, durch das Symbol 7’ co 7” andeuten, so 
folgt offenbar: 

Satz 1: ,Ist T,.co Ty und 7,00 T;, so ist auch T,- 7,00 T,: T,. 

Wir sehen also, dass alle Transformationen derselben Schaar in 
gewissem Sinne als aiquivalent auftreten. 

Wir stellen jetzt die Frage: Wann ist 7-7, co T,? Wenn dies 
der Fall sein soll, so muss offenbar ein S, so existiren, dass 


oder 


*) Trfgr. I, pg. 319, Theorem 57. 
**) Trfgr. I, pg. 315, Theorem 56. 
***) Trfgr. I, pg. 320, Theorem 58. 
+) Dies folgt iibrigens auch ohne weiteres aus Trfgr, Il], pg. 572, Theorem 46, 
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%* T, aad Ta Ss 
T, =—_ Ss, 


ist, also 


und wir haben also den 

Sate 2: ,,7,-T, ist dann und nur dann ovo 7, (resp. co 7;), 
wenn 7; (resp. 7.) eine Transformation der invarianten Schaar ist.“ 

Es ergibt sich ferner in derselben Weise: 

Satz 3: TT ist dann und nur dann co 7,7, wenn JT, ww 7,;; 
und, wenn 7,, 7,,--- Tm alle verschiedenen Schaaren angehéren, so 
auch 7,7, T,7,---T,T und ebenso T7,, TT,,- +--+ TT.“ 

Es sei 7’ eine beliebige Transformation der Gruppe, welche nicht 
der invarianten Schaar angehért, und es werden die durch Iteration 
daraus sich ergebenden Transformationen, also die Reihe 7, T?,---7™+1 
gebildet. Dann miissen unter den Transforzzationen dieser Reihe we- 
nigstens 2 sein, welche derselben Schaar angehéren, etwa Z* und 7°, 
also T* a T? (a > B) oder T?.T*—-& ey T#, woraus nach Satz 2 folgt, 
dass T«~¢ eine Transformation der invarianten Schaar ist. Es giebt 
also jedenfalls stets eine Zahl r < m derart, dass 7” eine ‘Transforma- 
tion der invarianten Schaar ist. Nach dem Satze 1 folgt dann aber, 
dass die Composition von irgend r Transformationen der Schaar, wel- 
cher 7 angehért, eine Transformation der invarianten Schaar liefert. 
Wenn nun insbesondere r die kleinste Zahl dieser Art ist, so sagen 
wir: die Transformation 7’ oder auch die betreffende Schaar gehoért zu 
der Zahl r. Gehért also J zu der Zahl vr, so gehéren die Trans- 
formationen 


(1) T, T?,... Tr 


alle verschiedenen Schaaren an. Ist 7, ferner eine Transformation, 
welche mit keiner Transformation der Reihe (1) derselben Schaar an- 
gehort, so gehéren nach Satz 3: 


(2) PT,, T?T,, +++ TT, 


auch alle verschiedenen Schaaren an; auch erkennt man leicht, dass 
keine Transformation der Reihe (2) mit einer von (1) derselben Schaar 
angehort, da sonst 7, bereits mit einer Transformation der Reihe (1) 
derselben Schaar angehéren miisste. Giebt es nun weiter noch eine 
Transformation 7',, welche mit keiner der Reihen (1) und (2) der- 
selben Schaar angehdrt, so bilden wir; 


(3) rT,, T?T,, --- TT, 


und es folgt in derselben Weise, dass von den Transformationen dieser 
Reihe (3) keine mit einer anderen oder einer der friiheren Reihex der- 
selben Schaar angehért. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens, das 
bekanntlich genau dem in der Substitutionentheorie iiblichen, schon 
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von Cauchy *) herriihrenden entspricht, erhalten wir schliesslich m Trans- 
formationen, welche alle verschiedenen Schaaren angehdren. Es er- 
giebt sich also, dass r ein Theiler von m ist. Wir kénnen hiernach 
zusammenfassend offenbar folgendermassen sagen: 

Theorem: ,,In einer Gruppe von einer endlichen Anzahl m von 
discreten Schaaren continuirlicher Transformationen, welche zu jeder 
Transformation auch die inverse enthilt, geben m-- 1 Transforma- 
tionen derselben Schaar, nach einander ausgefiihrt, wieder eine Trans- 
formation der betreffenden Schaar, irgend m dagegen eine der inva- 
rianten Schaar. Geben umgekehrt wu Transformationen einer — nicht 
invarianten — Schaar wieder eine Transformation derselben Schaar und 
ist w die kleinste Zahl dieser Art fiir jene Schaar, so ist w —1 ein 
Theiler von m.“ 

Als Corollare dieses Theorems ergeben sich: 

1, ,,Ist m eine Primzahl, so ergeben sich alle Schaaren der ge- 
mischten Gruppe aus einer einzigen, welche nur nicht die invariante 
sein darf, durch ein- und mehrmalige Iteration der betreffenden Trans- 
formationen.“ 

2. ,,Die Transformationen einer nicht invarianten Schaar kénnen 
nur danu paarweise invers zu einander sein, wenn m gerade ist, Ist 
umgekehrt m gerade, so giebt es auch stets mindestens eine Schaar 
— ausser der invarianten —, fiir welche dies zutrifft.‘ 


§ 2. 

Wir beschiaftigen uns weiter mit einer besonderen Classe gemischter 
Gruppen und wenden auf diese gewisse von Gauss**), Schering ***), 
Kronecker}) herriihrende gruppentheoretische Siitze sehr allgemeiner 
Bedeutung an. Mit Riicksicht auf unsere Zwecke verallgemeinern wir 
dieselben jedoch noch in etwas und sprechen sie folgendermassen aus : 

Es mégen 7,, T,, --+ Tn (m beliebig, aber endlich) jedes eine 
Schaar von Elementen und zwar discreten oder auch continuirlichen 
und unendlich vielen reprasentiren und zwar ist es gleichgiiltig, ob 
wir uns darunter Operationen vorstellen, welche auf gewisse gegebene 
Objecte nach den weiter unten anzugebenden Gesetzen anzuwenden 
sind, oder aber Objecte, welche durch eine gewisse gegebene Operation 
nach eben diesen Gesetzen componirt werden, wobei wir uns diese 
Compositionen dieser Objecte resp. die Aufeinanderfolge jener Opera- 





*) Exercices d’analyse et de physique mathématique, tome III, pg. 374. 

**) Disquis. arithm. Art. 305, 306 und ,,Démonstration de quelques théorémes 
concernants les périodes des classes des formes binaires du second degré“. Werke 
Bd, II, pg. 266. 

***) Gdttinger Abhandlungen XIV. 

+) Berliner Berichte 1870, pg. 881. 
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tionen durch das Symbol der Multiplication dargestellt denken. Es 
seien alsdann folgende Bedingungen erfiillt: 

1) Wenn 7 und U (irgend 2 gleiche oder ungleiche) Elemente 
aus derselben oder verschiedenen Schaaren sind, so ist 7'- U 
wieder ein Element von einer der m Schaaren. 

2) Sind 7, U, V irgend 3 Elemente aus derselben oder ver- 
schiedenen Schaaren, so folgt aus 7'-U = T-V, wie auch aus 
U-T=V.-T stets: U= V. 

3) Sind 7,, Ty Elemente derselben Schaar und ebenso 7;, 7; 
so gehéren JT, - 7, und T,- Ty derselben Schaar an. 

4) Fiir alle Compositionen von Elementen gelte das associative 
Gesetz. 

Alsdann bestehen folgende Sitze: 

I. ,,Es giebt unter den m Schaaren eine und nur eine, deren Ele- 
mente Sj) die Eigenschaft besitzen, mit einem beliebigen anderen Ele- 
mente 7 der Gruppe Elemente Sy)Z und TS, zu liefern, welche mit 
T derselben Schaar angehéren. Die Elemente S,) bilden also fiir sich 
eine Gruppe.“ 

II. ,,Je m-+ 1 Elemente einer beliebigen, aber derselben Schaar 
ergeben durch Composition wieder ein Element derselben Schaar, je 
m dagegen ein Element S,;. Geben schon w Elemente einer Schaar 
— ausser der der Sy, — ein Element S;, so ist w, wenn es die kleinste 
Zahl dieser Art ist, ein Theiler von m und dann geben auch stets n-w 
Elemente der betreffenden Schaar ein S,, aber auch nur diese. Wir 
sagen alsdann nach Kronecker*): die betreffende Schaar ,,gehért zu 
der Zahl uw“. Fiir jeden Teiler von uw giebt es dann wenigstens eine 
Schaar, welche zu ihm gehort. 

Ill. ,,Zu jeder Schaar lisst sich eine und nur eine so angeben, 
dass irgend ein Element der ersten mit irgend einem der zweiten com- 
ponirt ein Element S;, liefert. Diese ,,inverse“ Schaar kann mit der 
urspriinglichen identisch sein, jedoch nur dann, wenn m gerade ist, 
und bei geradem m giebt es jedenfalls stets wenigstens eine Schaar 
— ausser der der Sy, —, welche sich selbst invers ist.“ 

Wir haben in § 1 gesehen, dass fiir unsere gemischten Gruppen 
die hier aufgestellten Bedingungen 1—4 erfiillt sind, die Sitze I—III 
liefern uns jetzt aber nichts neues mehr; machen wir jedoch die weitere 
Voraussetzung, dass 

5) das commutative Gesetz fiir die Schaaren der Gruppe gilt, 
d. h. bei 2 beliebigen Elementen T,, 7, die Elemente 7, 7, 
und 7,7, derselben Schaar angehéren, 

so gelten weiter folgende Siatze: 


*) 1. c. pg. 883. 
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IV. ,,Gehéren die Schaaren 1, 2,... zu den Zahlen w,, w,,... 
(in dem oben angegebenen Sinne), so giebt es auch eine Schaar, welche 
zu der Zahl uw, dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen von u,, U2,..-, 
gehort.“ 

V. ,,Alle Schaaren der Gruppe lassen sich durch ein ,,Funda- 
mentalsystem“ von Schaaren 7,, 7,,... in der Form 7,7,» ...; 
h;=0, 1...4;—1 darstellen, wenn 7; zu der Zahl w; gehért. Dabei kann 
das Fundamentalsystem so gewahlt werden, dass lu; =m und a 
eine ganze Zahl ist.*)* . 

Es ist leicht ersichtlich, dass auf Grund der Voraussetzung 3) das 
Kronecker’sche Beweisverfahren sich sofort auf diesen allgemeineren 
Fall anwenden lasst, und diirfen wir darauf verzichten, dies niaher 
auszufiihren. Uebrigens findet sich auch bei Kronecker implicite durch 
Kinfiihrung des Begriffs der ,,relativen Aequivalenz‘‘**) der Fall, in 
dem m Schaaren, jede eine gleiche endliche Anzahl discreter Elemente 
enthaltend, auftreten. Es bedarf kaum der Erwahnung, dass die auf- 
gestellten Bedingungen involviren, dass die Schaaren alle aus gleich 
vielen Elementen bestehen und zwar sowohl fiir den Fall einer end- 
lichen Anzahl von Elementen jeder Schaar wie auch fiir eine unend- 
liche, in welch’ letzterem Falle dann natiirlich der Grad der Unend- 
lichkeit derselbe sein muss fiir alle Schaaren. 


§ 3. 

Auf Grund der Betrachtungen des vorigen Paragraphen kénnen wir 
nun folgende Siitze aufstellen: 

I, ,,[n einer gemischten Gruppe von der Eigenschaft, dass bei 
beliebigen Transformationen 7,, T, die Transformationen 7, 7, und 
T,T, stets derselben Schaar angehéren, giebt es, wenn m, die Anzahl 
der Schaaren, keine gleichen Primfactoren enthalt, stets gerade g (a) 
Schaaren, aus deren jeder a —1 andere Schaaren durch Composition 
der Transformationen hergeleitet werden kénnen, wenn a ein Theiler 
von m ist und unter g(a) die bekannte Kuler’sche Function verstanden 
wird; insbesondere also giebt es m(m) Schaaren, aus deren jeder alle 
anderen Schaaren, also die ganze Gruppe hergeleitet werden kann.“ 

Wihrend also im allgemeinen Falle die gemischte Gruppe durch 
eine ihrer Schaaren ausnahmslos nur dann vollstindig reprasentirt 


*) Die Einfitihrung dieses Fundamentalsystems riihrt von Herrn Schering her; 
Kronecker wies sodann zuerst auf die grosse allgemeine Bedeutung dieses Satzes 
hin und sprach ihn, losgelést von allem Unwesentlichen, aus, wihrend die Unter- 
suchungen von Gauss und Schering sich nur auf die Classen quadratischer Formen 
bezogen hatten. 

**) 1, c. pg. 884. 
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wurde, wenn m eine Primzah] war, so findet dies bei Erfiillung jenes com- 
mutativen Gesetzes auch dann noch statt, wenn m nur keine gleichen 
Primfactoren enthilt. In dem Falle eines beliebigen m gilt dies aber 
auch unter jener Annahme 5) nicht mehr, vielmehr ergiebt sich: 

Il. ,,In einer dem oben angegebenen commutativen Gesetze folgen- 
den gemischten Gruppe von m = TTp*‘ Schaaren, wo die p; von ein- 
ander verschiedene Primzahlen sind und mindestens eins der 9; > 2 
ist, lasst sich eine Reihe von Schaaren, ein ,,Fundamentalsystem“, so 
angeben, dass aus der ersten durch ein- oder mehrmalige Composition 
ihrer Transformationen sich u,-—- 1 andere Schaaren, aus der zwei- 
ten entsprechend uw, —1 etc. ergeben, so zwar, dass jedesmal eine, 
welche fiir sich eine Gruppe bildet, sonst aber immer lauter neue 
erhalten werden und schliesslich durch Composition aller dieser Schaa- 
ren die ganze Gruppe sich ergiebt. Dabei ist m= TI; und aes 
eine ganze Zahl.“ * 

Dabei bestimmen sich die Zahlen gw; jedesmal eindeutig bei be- 
stimmtem m*), waihrend dagegen hinsichtlich der Schaaren des Fun- 
damentalsystems eine mehrfache Auswahl mdglich ist. Diese Mehr- 
deutigkeit wird in gewisser Weise vermieden, wenn man, wie Herr 
Weber**) dies nach dem Vorgange von Gauss thut, das Fundamental- 
system so wihlit, dass die zugehérenden Zahlen uw; Primzahlpotenzen 
(pe) sind, doch wird bei dieser Darstellung das Fundamentalsystem 
(,,Basis“ bei Herrn Weber) im allgemeinen nicht von einer Minimal- 
zahl von Elementen (resp. Schaaren bei unserer Auffassung) gebildet. 

Sagen wir nun von 2 Gruppen von je m Schaaren von Transforma- 
tionen fiir einen Augenblick, dass ihre Structur dieselbe ist, wenn die 
charakteristischen Zahlen uw; der Schaaren des Fundamentalsystems fiir 
beide dieselben sind, so giebt es offenbar bei m = TT p%i Schaaren TTT(g;) 
verschiedene Typen hinsichtlich der Structur, wo [ (9) die bekannte 
zahlentheoretische Function ist, welche angiebt, wie oft @ sich als 
Summe von gleichen oder verschiedenen positiven ganzen Zahlen dar- 
stellen lasst. 


Rostock, den 11. April 1897. 
*) Vgl. hierzu Frobenius und Stickelberger ,,Ueber Gruppen von vertausch- 
baren Elementen“. Borchardt’s Journal Bd. 86. 
**) Math. Annalen XX, pg. 307. 








Ueber eine Classe linearer Differentialgleichungen. 
(Erster Aufsatz.) 


Von 
J. Horn in Charlottenburg. 


Herr Poincaré hat*) das Verhalten der Integrale der linearen 
Differentialgleichung 


a” iil d 
(A) BOS + Pate + Pug + Pay = 0, 


d a} 





deren Coefficienten 

Pu = Ayu? +--- (wu = 0,1... m) 
ganze Functionen p'" Grades von x sind, bei der Anniherung der 
Veranderlichen 2 an die Unbestimmtheitsstelle 2 = co untersucht, in- 
dem er die Integrale in der Form 


y= J ve'*dz 
darstellte, wo v = v(z) der ,,Laplace’schen Transformirten“ 
Pp 
(B) (a,2"+ Gy "1 ft dn 8 $n) SE + =O, 


einer linearen Differentialgleichung p'et Ordnung mit Coefficienten m' 
Grades, geniigt und der Integrationsweg / passend zu wihlen ist. Auf 
diese Weise ergab sich insbesondere die Bedeutung der im allgemeinen 


divergenten ,,Normalreihen“, welche der Differentialgleichung formell 
gentigen.**) 


*) Amer. Journ. Bd. 7; Act, math, Bd. 8, 

**) Als Grundlage fiir das Folgende geniigt, da zuniichst alle Ausnahmefille 
ausgeschlossen werden, die einfache Darstellung der Poincaré’schen Methode in 
Picard’s Traité d’Analyse, Bd, 3, Cap. 14. (S. 388 miissen die Glieder der Reihe 
= abwechselnd mit -+- und — versehen werden.) — Schlesinger’s Handbuch der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen (Bd. I, 6. u. 7. Abschn.) enthilt eine 
eingehendere Darstellung der Laplace’schen Transformation, wobei jedoch die 
Bedeutung der divergenten Reihen, auf die es im Folgenden hauptsiichlich an- 
kommt, nur kurz gestreift wird. 


Mathematische Annalen, L. 34 
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Ich beabsichtige, den von Herrn Poincaré eingeschlagenen Weg 
weiter zu verfolgen und das Verhalten der Integrale der Differential- 
gleichung (A) in der ganzen Umgebung der singuliiren Stelle 7 = oo 
mit Benutzung der divergenten Reihen eingehender zu untersuchen. 
Es handelt sich dabei um Fragen von der Art derjenigen, welche ich im 
49. Bd. der Math. Ann. fiir den einfachsten Fall, namlich fiir die lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten, be- 
handelt habe.*) 

Es wird im Folgenden vorausgesetzt, dass a, nicht gleich Null 
und die m Wurzeln a,, ... @, der charakteristischen Gleichung 


(C) aya™ + a,a"—!4+---- + an1a+ a,=—0 


verschieden sind. Die zur singuliren Stelle z= a, (h = 1, ...m) der 
Laplace’schen Transformirten (B) gehérige determinirende Gleichung 
hat die Wurzeln 0,1,...p—2 und 4; ganzzahlige Werthe von 4, 
werden vorliufig ausgeschlossen. 

Im vorliegenden Aufsatz werden die Untersuchungen des Herrn 
Poincaré iiber die asymptotische Darstellung der Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (A) durch die Normalreihen so weit ergiinzt, dass es 
moglich ist, das Verhalten der Integrale in der ganzen Umgebung der 
singuliren Stelle z= oo zu iibersehen, wihrend es sich bei Herrn 
Poincaré nur um das Verhalten der Integrale auf einem bestimmten 
nach der singuliren Stelle gehenden Wege handelt. Die in §1 und 
§ 2 fiir die allgemeine Differentialgleichung (A) angedeuteten Entwick- 
lungen, bei welchen die Gruppirung der Wurzeln der Gleichung (C) 
eine Rolle spielt, werden in § 3 fiir die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung und in § 4 fiir die Differentialgleichung dritter Ordnung aus- 
gefiihrt; in § 5 wird die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung 
mit linearen Coefficienten behandelt. 

Auf Grund der hier entwickelten asymptotischen Darstellungen 
wird in einem folgenden Aufsatz das Verhalten der Integrale in der 
Umgebung von 2 =o in abnlicher Richtung untersucht, wie es im 
zweiten Theil des Aufsatzes ,, Verwendung asymptotischer Darstellungen 
zur Untersuchung der Integrale einer speciellen linearen Differential- 
gleichung“**) fiir den einfachsten Fall geschehen ist. 


*) Viele der dortigen Entwickelungen haben allgemeinere Giiltigkeit und 
kénnen im Folgenden theils unverindert, theils mit gewissen Modificationen be- 
nutzt werden. — Wie sich die Bedeutung der gewissen auch nicht linearen 
Differentialgleichungen geniigenden divergenten Reihen ohne Benutzung bestimmter 
Integrale untersuchen liisst, habe ich in Crelle’s Journ. (Bd. 118 ff.) gezeigt. 

**) Math. Ann. Bd. 49. 
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§ 1. 

Die Laplace’sche Transformirte (B) der Differentialgleichung (A) 
hat unter den in der Kinleitung gemachten Voraussetzungen im End- 
lichen die singuliren Stellen der Bestimmtheit a,,...@,, wahrend 
z= oo eine Stelle der Unbestimmtheit ist. Die zur singuliren Stelle . 
a, (h = 1,...m) gehérige determinirende Gleichung hat die Wurzeln 
0,1,...p—2 und A,; wenn der Voraussetzung gemiiss A, keine ganze 
Zahl ist, lasst sich ein Fundamentalsystem von (B) berechnen, welches 
aus p — 1 Potenzreihen von ¢— a, niamlich vq, v2, ...0,,p-1, und 
aus einer mit (2 — a) multiplicirten Potenzreihe 


V, = Vip = (¢— ory)" > Au (2 _- a)" 
=0 


besteht. Die Grésse Ayo sei bestimmt fixirt. 
Wir fiihren die folgenden Integrale der Differentialgleichung (A) 
ein, welche, wie sich spiter zeigen wird, ein Fundamentalsystem bilden: 


ma _frerds; (kh =1,...m) 
t 

wir ziehen in der z-Ebene vom Punkt «, aus eine Gerade ins Unend- 
liche, welche mit der positiven reellen Axe den Winkel o bildet, und 
beschreiben um a, einen kleinen Kreis, welcher die Gerade im Punkt 
» schneidet; dann besteht der Integrationsweg J, aus der von oc bis p 
durchlaufenen Geraden, aus dem im positiven Sinn durchlaufenen Kreis 
und der von » bis oo riickwirts durchlaufenen Geraden. Zur Fixirung 
der in v enthaltenen Potenz (¢ — o,)* setzen wir im Ausgangspunkt 
y des kreisférmigen Theiles von ), arg (¢ — a,) = @; im allgemeinen 
geniigt es, @ zwischen einem willkiirlichen Anfangswerth w) und 
a, — 22 variiren zu lassen. Derjenige Theil der Umgebung von 


z= oo, in welchem der Integralausdruck fiir y giiltig ist, wird sich 
nachher ergeben. 


Nur fiir gewisse Werthe von a, 


@o, @,,--. @r—1, OO, == Oy — HZ, O41 = @, — H,... Mer-1 = Wyr_1 — 1, 


welche absteigend geordnet seien, kommt es vor, dass die von einem 
der Punkte «, in der Richtung @ ins Unendliche gehende Gerade noch 
andere Punkte a, trifft. Neben dem Winkel w, (ge =0,1,...r— 1) 
kommt in obiger Reihe auch der Winkel wp — a vor; denn wenn die 
von @; in der Richtung o, ins Unendliche gehende Gerade den Punkt 


a, trifft, geht die von a, aus in der Richtung wm, — a gezogene Ge- 
rade durch den Punkt a;; es ist 


We == arg (%, — Hj), Wepr —= We — = arg (4; — a). 
34* 
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Wenn alle Pankte «,,...«,, auf einer Geraden liegen, ist r= 1; 
liegen niemals mehr als zwei Punkte a, auf einer Geraden, so hat r 


den gréssten Werth ae —"), Wir setzen J, = 1 und 


Ma = 92), (9 =1,... 2r) 
wenn die Richtung @ des geradlinigen Theiles des Integrationsweges 
1, zwischen @ _; und @z, liegt. *) 

Indem wir uns zur Untersuchung des Verhaltens des Integrals 
y\® in der Umgebung von 2 = oo wenden, schreiben wir dafiir unter 
Weglassung der Indices g und h 


v7 — fooras™ 


wo v in der Umgebung von 2 — a die Entwickelung besitzt: 


o= (6 — a) Sao — ey, 


u=0 
oder, wenn wir ¢ — @ durch ¢ ersetzen, 


y= eo foeras, 


¢ 


so dass der Integrationsweg / die singulire Stelle z= 0 umschliesst, 
in deren Umgebung die Entwickelung bestebt: 


u=0 


Wir haben jetzt den in Fig. 2, S. 456, Bd. 49 dargestellten Inte- 
grationsweg /, und zwar beschrinken wir arg z = @ auf das Gebiet 


é é 
@p-1 —>F>@O> +5 


*) Dabei ist @,, =a) — 22. — Wenn wir den Winkel o das Intervall 
@)***@) — 2a iberschreiten lassen und 9+ 2%r = Wo-+2kn setzen, haben wir 
unendlich viele Integrale 7{¢); 7{@ und {¢+?”) unterscheiden sich aber nur da- 
durch, dass zur Fixirung der in v, enthaltenen Potenz (2 —a,)* das erste Mal 
arg (¢ — «,) =, das andere Mal gleich w — 2m gesetzt ist; es ist daher 


net?” _ e212, (0) . 


**) Dabei wird ein aihnlicher Weg eingeschlagen, wie im 49. Bd. der Math. 
Ann, fiir das specielle Integral, in welchem v = (2 — is + i)* ist. Es geniigt 
daher, in Ankniipfung an die friihere Entwickelung die durch die Verallgemeine- 
rung der Function v bedingten Abianderungen anzugeben, 

***) Ganzzahlige Werthe von 4 sind ausgeschlossen. 
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wo 0 eine beliebig kleine positive Grésse ist. Wir lassen arg 2 von 

x—éd 
2 

Function 4 durch den Integralausdruck fiir den durch die Bedingung 


x — @ nach beidem Sinn héchstens um 





abweichen, so dass die 


= _ 1 +8 < arg <**— a8 
bestimmten Theil der Umgebung von x = oo definirt ist.*) Wenn wir 


bid —_ 
a7 % = Pe 
setzen, so dass wegen Weir = Wy — 1 


Petr = Pe +a 
ist, so ist x auf das Gebiet 


Py-1 + 9 < arg x < Meir — 9 
beschrinkt**), und zwar ist 


(Perr — 9) — (Pe-1 + 9) = % + 1 — O — 20>, 
wenn 0 hinreichend klein angenommen wird. 


Da die Reihe fiir v im allgemeinen nur in der Umgebung von 
z= 0 convergent ist, waihrend sich der Integrationsweg | ins Unend- 
liche erstreckt, so setzen wir, unter m eine beliebige Zahl verstehend, 


v -#(Sae -L Ba); 
=0 


auf dem geradlinigen Theil von / setzen wir 


u=0 
auf dem Kreis C mit dem kleinen Radius r ist 


n-+1 
|u| < 2° ee, 


wo @ und g positive Gréssen sind. Wir haben 


*) In Betreff des Verhaltens der Function » in der Umgebung von z= » 
ist, da sich der Integrationsweg 7 ins Unendliche erstreckt, § 6 der vorliegenden 
Arbeit heranzuziehen. Vgl. Poincaré, Am. Journ. Bd. 7; Picard, Traité d’Analyse, 
Ba. ILI, S. 360 ff. 

**) Fiir einen Theil der m Integrale ne) (h =1,--+m) kann die Richtung 
arg 2 = w des geradlinigen Theiles des Integrationsweges das Gebiet @y 4 >o >®% 
iiberschreiten, ohne durch Punkte w hindurchzugehen, so dass die betreffende 
Function 7{¢) durch das Integral in einem grésseren Gebiet der Verinderlichen « 
als dem oben angegebenen Pot <arga< Por dargestellt wird. Vgl. § 2. 
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qe eat! ax > Au : aif Ainereds + a't+1] Ryztet*dz. 
uo ‘ 
Da am Anfang des Integrationsweges 1 im Unendlichen arg z von 





a —arg x um weniger als s—s abweicht, so ist 
anf amerae Pl acter. ct acta 
a 
‘ 
Wenn 


Ay = entttut (ett — 1)T(A + w+ 1)Ay 
gesetzt wird, besteht die Gleichung 


A Fa 
ne-e2 git! = —_ +- = > 
2 ea 
wo 
& = gitnt! | R, ztet*dz 
t 
ist. Durch Zerlegung des Integrationsweges 1 in den kreisférmigen 
Theil C und die geradlinigen Theile G, G’ zerfallt «, in die drei Theile 
Eny ny én") Wie friiher wird gezeigt, dass nach Angabe einer be- 
liebig klejnen positiven Grésse ¢ eine positive Grésse R so angegeben 


werden kann, dass | ¢,| < : ist fiir || > R, per+d0< argx<Hpi,-—9. 


Weiter ist 
a, = I: - Dae) edz, 
e u=0 
G 


so dass » an die Stelle des Ausdrucks 24 (2 + 2i)* auf 8. 459, Bd. 49 
tritt, Es ist aber jetzt noch eine positive Grésse h so vorhanden, dass fiir 


é é 
|\e|>y, M1 — >> age >+ 5 


der absolute Betrag von v kleiner als e*!*! ist.**) Die folgenden Schliisse 
gestalten sich genau wie friiher, und &, besitzt die vorhin von ¢, aus- 
gesprochene Eigenschaft. Dasselbe gilt fiir «,’. Es lisst sich also 


nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Grésse « eine positive 
Grosse R so bestimmen, dass |¢é,| < « ist fiir 


|z|>R, geitd < arga< He, — 9; 


*) Bd. 49, S. 458 ist a, statt «, geschrieben, 


**) Freilich bedarf diese Behauptung jetzt eines besonderen Beweises, welcher 
in §6 nachgetragen wird. 
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mit anderen Worten, ¢, convergirt fiir lim |x| = oo zur Grenze Null 
gleichmissig fiir alle Werthe von arg x zwischen pg, + 4 und go},—0. 
Bezeichnet man die im allgemeinen divergente Reihe 


er #x-4-1( Ay ae 4 +2 + +++) 


mit S, so driicken wir das durch die Gleichung 


“1 A & 
== etty—i-1 —— Pia 
" 2% +3) 


mit der angegebenen Kigenschaft von «, dargestellte Verhalten der 
Function » folgendermassen aus: die Function y wird durch die Reihe 
S in der Umgebung von x= oo gleichmissig fiir die Werthe von 
arg x zwischen @p_1 + 0 und gi, — 0 asymptotisch dargestellt; wir 
schreiben 
n CO S (lim & = 00, Mp1 + 9 < arg x < Mey, — 8). 

Wir fiigen nun die im Verlauf des Beweises weggelassenen Indices 

o und h wieder bei. Wir setzen 


Ay = ett atuty) (e2mty 1) (dy + wt 1) + Ang 
und 
ST Ai 


> 


S, = eg (h = 1,... m) 
“u=0 

Dann bestehen die asymptotischen Gleichungen 

nN COS,, «.. 0 OO Sn 
fiir : 

lim % = 00, Mp1 + 9 < arg a < Moy, — 0. 
Dass die Functionen {@), ... @) ein Fundamentalsystem der Diffe- 
rentialgleichung (A) bilden, ist jetzt wie bei Picard, Traité Bd. III, 8.379 
zu ersehen. Dasselbe Reihensystem S,,... 8, stellt in den verschie- 
denen Theilen der Umgebung von z = oo die 2r Fundamentalsysteme 
7, ... @ (9 = 1, ... 27) asymptotisch dar, Dabei ist, was noch- 
mals bemerkt sein médge, die in S, enthaltene Potenz x-*#-! durch 
Angabe des Argumentes von & so fixirt, dass die Summe aus diesem 
Argument und dem Argument von z— a, am Anfang des kreisférmigen 
Theiles des Integrationsweges von y{¢) gleich a ist oder von x um 
weniger als ; abweicht. 
Das Giiltigkeitsgebiet 


Po-1 + 0 < arg % < Moir — 9 
der asymptotischen Gleichungen 
N® WO S,, «6. OS, 
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und das Giiltigkeitsgebiet 
Perri + 3 < arg a < Perse — 8 
der asymptotischen Gleichungen 
net oO S,, ... net”) OO Bn 
erfiillen zusammen die ganze Umgebung der Stelle = oo. Es ge- 


niigt daher in der Regel, zwei von den 27 Fundamentalsystemen bei- 
zubehalten : 


1 = 1s +++ Mm = Ue 
und 
q{~-_e,...¢.—¢™. 

Um das Verhalten eines beliebigen Integrals y der Differential- 
gleichung (A) bei der Anniherung der Verinderlichen x an die sin- 
gulire Stelle z= oco zu untersuchen, driickt man y einmal durch 
> +++ Nm, Sodann durch %,,... Hm aus 

y= CN, +++ + mtn, 

Y= Cm +++ + Cmtm 
und setzt fiir y, bezw. 7, die asymptotische Reihe S,. Man hat also 
die asymptotische Gleichung 
y 0 OS, +--+ + CnSn 


Po + 9 < arg % < Mr41— 9 
und die asymptotische Gleichung 
y~weS, +---+E,8n 


r+ 0 < arg & < Meri — 0; 


fiir 


fiir 


d. h. wenn man 


m n A 8 
a a2 —4,—I an 4 he 
ym Dae x (S - + =); 


m n A ee 
y— Sarre S 44) 
h=1 =0 


setzt, so convergiren ¢, und &, fiir lim # = oo zur Grenze Null und 
zwar &, gleichmissig fiir alle Argumente von x zwischen g, + 0 und 
r41— 9 und &, gleichmissig fiir alle Argumente von x zwischen 
Gr +9 und go41— 0. 

Die reellen Theile der Gréssen a,” und «x sind nur dann ein- 
ander gleich, wenn arg x bis auf Vielfache von gleich 


bs 4 , 4 
g — arg (% — a) = > — We —= H% 


ist. Die Werthe 9, 9,, 9, ... sind also diejenigen Werthe von arg 2, 
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fiir welche zwei oder mehrere der Gréssen R(o,x”), h—=1,... m, 
iibereinstimmen. Wenn arg 2 auf das Gebiet 


Pei + 9 < arg < gy —d9 
beschrankt wird, sei 
R (a,x) > R(a_x) > +++ > Raz), 
so dass fiir lim = oo ¢*#~**(k = 2,...m) zur Grenze Null conver- 
girt gleichmissig fiir die angegebenen Werthe von arg z Unter 
. %m Verstehen wir eines derjenigen Fundamentalsysteme, welche 


"> 
in dem jetzt betrachteten Gebiet durch das Reihensystem S,, ... Sm 
asymptotisch dargestellt werden. Es sei 


Y= CN, +++ + CaNm, 


™m n A ® 
y= > cea en 4 An), 


WO gj» fiir pp-1 + 9 < arg x < ge — 6 gleichmissig zur Grenze Null 
convergirt. Wenn ¢, von Null verschieden ist, ist 


n A n 
y = aoneis| Drees +2 covsieainn( S24 >} oe j 5 
=0 =0 


schreibt man dafiir 


n A - 
yaar Sor+ He), 


“=0 


also 


so convergirt @,, fiir gp1-+ 0 < argx < yp— 0 gleichmissig zur 
Grenze Null, d.h. es ist 
yr 8, 
fiir Mp1 + 9 < arga < g,— d. Ist 
c¢, = 0, c, = 0, oT CG—1 = 0; cr + 0, 
so findet man ebenso 


y = oe ei (33 Anu +h), 


WO €,, dieselbe Eigenschaft besitzt wie vorhin %,, so dass jetzt die 
asymptotische Gleichung 

yr CS 
besteht. 


§ 2. 


Wir untersuchen jetzt den Zusammenhang zwischen den 2r Fun- 
damentalsystemen 


n@, ... 4@ (e=1,.. 2r) 
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und ihr Verhalten bei einem Umlauf der Verinderlichen x um die 
singulire Stelle z= oo.*) Wir bezeichnen das Gebiet 

Per + 9 < arg & < Perr — 9, 
in welchem die Reihen §,, ... S,, die Functionen x), ... 4{@) asym- 
ptotisch darstellen, mit G@). Die Gebiete S@ und Sle) haben das 
Gebiet T, 

Pe + do < arg xz < Moir —9 

gemeinsam, in welchem sowohl die asymptotischen Gleichungen 


n@ ~~ S, (h=1, ... m) 
als auch die asymptotischen Gleichungen 
ner) ov 8, (h—=1,...m) 


bestehen. Wir suchen den Zusammenhang zwischen den Fundamental- 
systemen y{¢) und y+, wie sie durch die in § 1 eingefiihrten Integral- 
ausdriicke gleichzeitig im Gebiet {,. definirt sind, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, wir driicken das aus dem Gebiet G@) in das Gebiet 
Set fortgesetzte Fundamentalsystem 7¢) durch das von vorn herein 
im Gebiet G+ dargestellte Fundamentalsystem 7¢+» aus. Wir setzen 
zu diesem Zweck die Gruppe der Laplace’schen Transformirten (B) als 
bekannt voraus, Die zu den singuliren Punkten a; und a gehdrigen 
kanonischen Fundamentalsysteme der Differentialgleichung (B) seien wie 
in $1 v1, ... Vip UNd U1, ... Vey; die zu einem bestimmten die sin- 
guliren Punkte a; und a verbindenden Wege gehérige Uebergangs- 
substitution sei 

Via = Lyte, + +++ + Liptip 

Vip = Lpiter + +++ + Lpprep- 

Da sich die Functionen 41, ... %,»-1 in der Umgebung von 

2 = a reguliir verhalten, so benutzen wir im Folgenden bei der Unter- 
suchung von v; = v;, nur den Coefficienten L,,**), welchen wir mit 
M;, bezeichnen. Wir schreiben 


0 = Mur +---. 





*) Unter einem positiven Umlauf um 2=—o wird hier ein Umlauf um 
siimmtliche endlichen singuliren Stellen der Differentialgleichung (A) verstanden, 
bei welchem arg x um 2” zunimmt. Unter n@ verstehen wir die Function, welche 
in einem beschrinkten Gebiet der Veriinderlichen x durch das friiher aufgestellte 
Integral definirt wird, und die Fortsetzung dieser Function iiber jenes beschriinkte 
Gebiet hinaus, welche durch das Integral mit veriindertem Integrationsweg dar- 
gestellt werden kann. 

**) Es ist namlich 


foje?as=L,, J oye*ds +--+ Lop J Yep@® 42; 
i : 
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In der z-Ebene ist mindestens eine gegen die reelle Axe unter 
dem Winkel m, geneigte Gerade vorhanden, auf welcher zwei oder 


mehrere Punkte a, liegen. Die in Fig. 1 dargestellte Gerade gehe 
durch die Punkte @,, a, a, ..., 80 dass 


@— = arg (a, — a.) = arg (a, — a3) = --- 
ist. Statt {@) und 9¢t» schreiben wir voriibergehend y, und 7. Am 
Anfang des Integrationsweges J, von 4, sei arg (z— a,)=@, wo @ 
zwischen @ und @ 41 liegt; der aus dem Unendlichen kommende Theil 
des Integrationsweges J, wird so 


gedreht, dass an seinem Anfang 
im Unendlichen ebenfalls 

arg (¢ — a,) = @ 
ist (Fig. 1). 

Dann sind die Integrale », 
und y, in der Umgebung von zoo 
fir arg 2 = 2—@ gleichzeitig 
giiltig. Der gedrehte Integrations- 
weg J, fallt mit J,’ zusammen; da- 
gegen iindern die geradlinigen 
Theile von /,,1,,... ihre Gestalt, 
da bei der Abiinderung der Inte- 
grationswege keiner der Punkte 
@,, %, ... tiberschritten werden 
darf. Durch Zuriickfiihrung der 
in Fig. 1 dargestellten Integrationswege 1,, 1,,1,,... auf 1’, 1, 4,... 
findet man, dass 4, = 9, dass », eine lineare homogene Function mit 
constanten Coefficienten von 7,’ und ,', dass », eine lineare Verbin- 
dung von 7; 42, 43 ist u.s.w. Auf dem den Punkt a, (h=1, 2,3...) 
umgebenden Kreis nehmen wir den Punkt 8, so an, dass 


arg (Bs — a) = @ + 5 
ist. Zu dem Wege a,6,B,a,*) gehére die Uebergangssubstitution 
0, = My, + ++55 





wenn der Integrationsweg 7 nur den singuliren Punkt z= a, einschlieset, ist 


fv,,c%d2=0, (vy =1,...p—1) 
H 
also 


2% sx _ sx 
foe dz=L,, Jv,0° dz = M,, jv edz. 
i ‘ . 


*) Dabei sind zwei auf einander folgende Punkte durch eine gerade Linie 
verbunden. 
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die den Wegen a,8,8,«, und a, 6, 8,8,a, entsprechenden Uebergangs- 
substitutionen seien 


v, = M,,v,+--- 
und 


v, = My,v, +-->. 
Zur Fixirung der in v (h = 1, 2, 3,...) enthaltenen Potenz (¢ — a)** 
nehmen wir im Punkte ¢ = f, arg (2 — a,) = @, + z an.*) — Am 
Anfang von J, im Unendlichen war arg (2 — a) = @ < ae, so dass, 
wenn man beim Durchlaufen des Integrationsweges 7, au der Stelle 6, 
ankommt, arg (2 — «) = @,-++ > ist. Wenn der Weg 1, auf die 
nach einander zu durchlaufenden Wege 1,’, 1,', 1,’-1**) zuriickgefiihrt 
wird, so ist in B, auf 1,’ v, durch die Angabe arg (¢ — a,) = M+ 5 
fixirt. Es ist v, = M,,v0, +--+; wenn man in #, auf J,’ v, durch 
die Angabe arg (¢ — a,) = @, + ; fixirt, so langt man in 6, mit dem 
richtigen Werth von v, an. Kehrt man nach einer positiven Um- 
kreisung des Punktes a, wieder nach #, zuriick, so hat sich v, mit 
eit multiplicirt; es ist also in B, v, = &*'4M,,v,-+---, wo zur 
Fixirung von v, wieder arg (¢— a,) = ; ++ @g anzunehmen ist, 
fv,e**de nimmt demnach, nach einander itber die Wege 1,’, 1,’, 1,'—" 
erstreckt, bezw. die Werthe M,,,, ,, — M,,27**»,' an. Es ist also 
M2 = M2 + Mz, (1 — 2) ny. 
Wenn man den Weg /, auf die nach einander zu durchlaufenden Wege 
1,’, 1’, 1, ,'-?, l,’—! zuriickfiihrt, findet man ebenso 
Ns = Ns + (1 — #4) (M4. + My’) 

u.s. w. Wenn noch andere gerade Linien von der Richtung @, vor- 
handen sind, auf welchen zwei oder mehrere Punkte a, liegen, so sind 
die entsprechenden Integrale 4, ebenso zu behandeln. Wenn die durch 
den Punkt a gehende Gerade von der Richtung w, keine andere Wurzel 
der Gleichung (C) enthilt, ist 4!) — yet, weil der Integrationsweg 


von 9) durch Drehung seines geradlinigen Theils in denjenigen von 
n¢+) iibergefiihrt werden kann. 


Wir haben somit, wenn die Uebergangssubstitutionen fiir die La- 
place’sche Transformirte (B) bekannt sind, den Zusammenhang zwischen 








*) Man kann auch sagen: v, = Myv,-+--- und v, = My,v, + --- sind die 


den Wegen aga, und «,a, entsprechenden Uebergangssubstitutionen, wenn im 
ersten Fall zwischen «, und a, arg (¢— a) = wo, + 2, arg (¢— a) = @, und im 
zweiten Fall zwischen a, und a, arg (¢— o,) = +, arg (2 — as) = mp ange- 
nommen wird. 

**) Dabei ist 7~' der in entgegengesetztem Sinne durchlaufene Weg 1. 
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den Fundamentalsystemen 7{¢) und 4{¢+), welchen wir, indem wir unter 
A, eine lineare Substitution verstehen, in der Form darstellen: 
(n@)) = Ay (g'et). (9 =1,...2r—1) 
Wie oben der Zusammenhang zwischen (y) und (7), so ergiebt 
sich auch der Zusammenhang zwischen (y@*)) und (y®*+); da aber 


yertt) pn E27 iMj y(t) 
ist, so haben wir auch den Zusammenhang zwischen (y®”) und (y): 
(n®7)) = Us-(y). 
Wir haben also zwischen unseren 27 Fundamentalsystemen 
(yn), ... (y@”) die Beziehungen: 
(4) = A, (9), 
(n) = A, (y®), 
(n@7-)) = As--1(y?”), 
(y?”)) = Usr (y).*) 
Dabei kann man sich immer das links stehende Fundamentalsystem 
im Sinne wachsender Argumente in das Giltigkeitsgebiet des rechts 


stehenden Fundamentalsystems fortgesetzt denken. 
Behilt man nur die beiden Fundamentalsysteme 


” = nh) (h = 1,...m) 
und 
%, =e yt) 


bei, so hat man die Beziehungen 
(n) = A, A, ... U-(H) = A' (7m) 
(79) = Anti Unze .-- Wer(y) = W"(n). 
Wenn das Fundamentalsystem (7) bei einem vollen Umlauf um die 
singulire Stelle 7 — oo in (H) tibergeht**), so ist 
(H) = 2, WU, ... Ur-(y) = WA" (m) 


(H) = B(y), 


wofiir wir ausfiihrlich schreiben: 


oder 


*) Aus diesen Beziehungen ersieht man, ob sich das Giiltigkeitsgebiet einer 
einzelnen asymptotischen Gleichung 7\¢) ~ S, iiber das friiher angegebene Gebiet 
Po-1 +o <argez< Petr — é hinaus erstreckt. Ist 


1 
fe) am fet?) an... om nf, 


so besteht in der Umgebung von x= die asymptotische Gleichung 7{¢) ~ S, 
gleichmissig fiir p,_,+¢@<arg2< Poir — 9: 
**) Vgl. die Fussnote am Anfang von § 2, 
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H, = bis in — —_ 


Hy —_ es 1 ry “ eq 


Die zur singulairen Stelle «oo gehérige Fundamentalgleichung der 
Differentialgleichung (A) ist demnach 


bi, — 8, eee Dim 
= 0. 








Dnt » -++ Omm — § 


Man kann nun das zur singuliren Stelle z — oo gehérige kanonische 
Fundamentalsystem y,, ... Ym durch 7,, ... m ausdriicken : 


Y, =o Mm wr hie CimNm 


Ym = Cmi M1 ra iol Camm} 


die Coefficienten ¢c,,, ... Cmm sind algebraische Functionen der in dex 
Uebergangssubstitutionen der Laplace’schen Transformirten (B) ent- 
haltenen Coefficienten M;,, zu deren Berechnung transcendente Pro- 
cesse erforderlich sind. Wir schreiben kurz 


(y) = €(m). 
(4) = YW (7), 


so erhalt man das Fundamentalsystem (y) durch das Fundamentalsystem 
(j) ausgedriickt : 


Setzt man hierin 


(y) = €@). 
Hiernach ist es méglich, das Verhalten der Integrale y,, ... Ym 
bei der Annaherung der Verinderlichen x an die singulire Stelle 2 =o 


zu untersuchen, wie dies am Schluss von § 1 fiir ein beliebiges Inte- 
gral y gezeigt wurde. 


§ 3. 


Fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung gestalten sich die 
bisherigen Entwicklungen folgendermassen. Die lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, deren Coefficienten ganze Functionen p'" 
Grades von 2 sind, 


(a) 2? + +) FYE (ayer + +.) 4 (agar + --)y=0, 


kann, wenn a, von Null verschieden ist und die charakteristische 
Gleichung 
Ay? + aya + a,=0 
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zwei verschiedene Wurzeln besitzt, wie in dem Math. Ann. Bd. 49 
behandelten Specialfall » — 1 auf die Form gebracht werden: 


(AD Phe TRA (ta +2)er +.) 
+ (x? + (A, —A,)ivr-2+-- ‘) y = 0*). 
Die Laplace’sche Transformirte ; 
(B) (+1) _ — ((4, + 4.—2p+2)2 + (4,—4,)4) arm —— 


hat im Endlichen die beiden singuliren Punkte ¢ =i und ¢ = — i, 
deren determinirende Gleichungen die Wurzeln 0,1, ...p — 2, a, 
und 0,1,...p—2, A, haben**). Die Berechnung der Reihen 
: A ‘A 
S, =e a4" (Ayy + =" “e4...), 
Ag 


+ et: 


ist wie in § 1 vorzunehmen. Jetzt ist 


8, == eit g-4-1 (Az, + 


3a a 
a ee oa,= 


Nh = perm, 
h 
Nh = foe as; 


i, 
wir haben am Anfang des kreisférmigen Theiles des Integrationswegs 
L, (h = i 2) 


1a 


~ 


Wir setzen 


(h = 1, 2) 


* > arg (e—a,) > = 
und am Anfang des kreisférmigen Theils des Integrationswegs 
lL, (h = 1, 2) 
= > arg (e—a) > — 5: 
In der Umgebung von x = oo gelten die asymptotischen Gleichungen 


4 OS,, mv S. 
gleichmiissig fiir iia ‘ 

—x+d<carg¢r<ca—dO 
und die asymptotischen Gleichungen 





a fehlt das Glied mit 2°—, 


**) Ganzzahlige Werthe yon 4, und A, sind ausgeschlossen, 


*) Im Coefficienten von 
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Di .Vit 1, V8,, 0 8, 
gleichmassig fir 
d<arg¢u< 2a —d, 
wo @ eine beliebige kleine positive Grésse darstellt. 

Wir machen von den Uebergangssubstitutionen der Laplace’schen 
Transformirten (B’) Gebrauch, welche zu den Wegen a, 6,8, @, (Fig. 2) 
und 8; B:a: (Fig. 3) gehéren*): 

v, = M,,v,+:--, 

v= My, +---; 
und zwar soll arg (z¢—a,) in B, gleich x, in B, gleich 0 sein. Wir 
kénnen auch sagen: v, = M,,v, +--+ ist die Uebergangssubstitution fiir 


1) \ <a oe 


' 


io oe 
LA <— ® ¥(G a 
—> GC) WS — 
Fig. 2. Fig. 3. 
den Weg a, a,, wenn im Nullpunkt arg (z— «,) = 5% arg (¢— «,) =F 
angenommen wird, und v, = U,,v, +--+ die Uebergangssubstitution 


fiir den Weg a,a,, wenn v, und v, durch die Angabe fixirt werden, 
dass im Nullpunkt arg (e—e,) =-—3; arg (¢— a) == sein soll. 


Nach § 2 besteht zwischen dem im positiven Sinn**) fortgesetzten 
Fundamentalsystem 7,, 7, und dem Fundamentalsystem 7, 7, der 
Zusammenhang ***) 

m= %1, 
N. = tH, + M,,(1—e**)9,; 
ferner haben wir 
= e-2xihiy, + M,, (1 — #4) e—2 4149, , 
Ny = e—** thay, , 
wenn das Fundamentalsystem %,, 7, in positivem Sinne in das Giiltig- 
keitsgebiet des Fundamentalsystems ,, 4, fortgesetzt wird. Wenn 
das Fundamentalsystem ,, 4, bei einem Umlauf in H,, H, ttbergeht, ist 


*) Es ist ay = 4, a = — i. 
**) Fussnote am Anfang von § 2. 
***) Wegen 7, = 7% gilt die asymptotische Gleichung 7, ~ S, fiir 
—ax+d<cargxr<2x—0 
und wegen 7, = e~ 27th, die asymptotische Gleichung 7 ~ S, fiir 
—2a+d<cargz<a—d. 
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Hy = by m, + Oy2%, 


H, = bo,9; + doo 
wobei gesetzt ist: , rh ve 


bi = e— 22a, | 
Dip = My. (1 — #4) e—2 212, 
bo, poems M,,(1 — ¢2nih) e~ 2m’, | 
boo = (1 + M,, M,,(1—e*) (1 — eth) e—2 ide, 
Hieraus erhilt man die zur singuliiren Stelle x = oo gehérige Funda- 
mentalgleichung 
| by, — 8, Bye 


= 0 
| Boy » by» —s 





oder 
et — s[e-22i% + e> 2H, 4 M,, My, c2 #4 (e-2 4444, — 1) (e~27id 1)] 
aa e~ 27i(4,+4,.) — 0. 


Hiernach lasst sich das zu x = oo gehérige kanonische Fundamental- 
system 4, Y. durch »,, 9, und (unter Benutzung des Zusammenhangs 
zwischen 4,, 4, und %,, 4%) auch durch y,, 4, ausdriicken. 
Das Verhalten des Integrals 
Y = CN CN = CN, + C, Ae 
bei der Anniherung der Veriinderlichen x an die Stelle x == oo wird 
dargestellt durch die fiir 


—ax+d<argr<a—d 
gultige asymptotische Gleichung 
ym 8, + & 8, 
und durch die fiir 
d<argz < 2x—0 
giiltige asymptotische Gleichung 
y ~W 6S, + 6,8,. 
Man hat 
; yr es, 
bei Beschriinkung auf das Gebiet 
—ax+d<argrz<—d 
und 
y¥~ 6,8, 
bei Beschrinkung auf das Gebiet 


ae Pe d< argxz < a — 0*). 

*) Die in der Arbeit des Verf. ,,Verwendung asymptotischer Darstellungen 
zur Untersuchung der Integrale einer speciellen Differentialgleichung II“ (Math. 
Ann. Bd. 49, 8. 473) fiir die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
linearen Coefficienten aus den asymptotischen Darstellungen gezogenen Folgerungen 
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Nehmen wir p = 1 an, so ergeben sich die im 49, Bd. der Math. 
Ann. direct hergeleiteten Sitze iiber die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten. Die Laplace’sche Trans- 
formirte, welche jetzt von der ersten Ordnung ist, hat das Integral 

v = (e—i)h (2+ir. 
Indem wir dasselbe zuerst nach Potenzen von —i, sodann nach 
Potenzen von z + ¢ entwickeln, setzen wir 


v, = (2 — ih S Ale —t)M, 


u=O0 
Uy = (e+ i)" DS) Aru (e+ iy's 
u=0 


Ay = (2%)*, Ay = (— 2% 


wobei 


durch die Angabe 


arg (2i) ==, arg (— 2i) = ** 
fixirt sind. Daun ist 
vn = v, e* dz, No = v,e*dz, 
% s 
= Jue tdz, n= Jr edz. 


4 
Die Integrationswege 1,, 1, sind in Fig. 2 fir arg x=0, J,, J, in 
Fig. 3 fir arg 2 =a dargestellt. Wenn man beim Durchlaufen des 
Weges J, bezw. J, zum ersten Mal in 6, bezw. B, anlangt, ist 
arg (¢—a,) = a bezw. = 0 
zu nehmen (hk = 1,2). Wir kénnen auch setzen: 


n= J (e—ih(e+ijh ends, 
h 


(h = 1, 2) 
Hr = | (e—t)h(e+1)* edz, 
J 


wobei die Function v dadurch fixirt wird, dass wir am Anfang von 
1, und J, im Unendlichen 


arg (¢—i)=— a, arg (2+i) —7, 


iiber die Lage der Nullstellen der Integrale in der Umgebung von «= @ (§1 
und § 2) und iiber das Verhalten der reellen Integrale fiir grosse reelle Werthe 
von « (§ 4) bleiben fiir die im gegenwirtigen Paragraphen behandelte lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Coefficienten p'" Grades unveriindert 
bestehen, 
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am Anfang von J, 

arg (¢—7t)=0, arg(z+7)=—0 
und am Anfang von 1, 

arg (¢—i) 2a, arg (e+7)=—0 
setzen. Denn auf J, am Anfang des Kreises in f, ist arg (eg—i) = 2, 
arg (2 +7) nahezu gleich = auf 7, am Anfang des Kreises in B, 
arg (¢-+7) = 2, arg (e—17) nahezu gleich =; es ist also auf 1, 
(2—ijh (eis = 9, 
G@—ite+ir>=—y, 
wenn unter v, und v, die obigen Reihen mit den fixirten Werthen 
von A,, und A,, verstanden werden. Ferner ist auf 7, in B, am Anfang 


des Kreises arg (e—7) = 0 7 arg (¢+7) nahezu gleich =) auf J, in Bs 


auf 1, 


am Anfang des Kreises arg (¢-+7%) = 0, arg (¢—7) nahezu gleich =, 
so dass auch (¢—7)*(g—7)* durch die Reihe v, bezw. v, dargestellt 
wird *), ae 
Die zu den Wegen «,8,8,a, und a, 6, B,«, gehdrigen Uebergangs- 
substitutionen sind v, = v, bezw. v, = e—**#4y,, so dass 
My, =1, My, =e ** 
ist. Wir haben demnach die Beziehungen 


m= %)> 
N. = I, + (1—e**) 9, 
und 
7% — e— 22th, 4. (e204, a 1) e-2tihy, , 
Ny. = e-*athan,; 
ferner 


= e—2athy +- (e~ 24a 1) q-Stihy,, 
H, ia (1 = er its) e~24it yp + (1 — e—2nid, + e~2#i(dtds)) ns 
die zu 2 = oo gehérige Fundamentalgleichung 
st ‘aime $ (e~ 24 Artis) + 1) + en 2 ai(artAr) —— 0 
hat die Wurzeln 
Ss; = a So = em 2 ti (A+) | ° 


Die Integrale y,, y. lassen sich als bestimmte Integrale und vermittelst 
bestiindig convergenter Potenzreihen darstellen (Math. Ann. Bd. 49). 


*) Im 49. Bd, der Math. Ann. sind 7, 2 und 7, ebenso fixirt wie hier; 


dagegen ist die dort mit 7, bezeichnete Function gleich der mit e°**” multipli- 
cirten jetzigen Function 7. 


35* 
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§ 4. 
Wir gehen zur linearen Differentialgleichung dritter Ordnung 
” dy dy 
(A") (a2? + ---) Jat + (29 + °°) 55 


+ (a2? + ---)% 4 (ajar +---)y=0, 


deren Coefficienten ganze Functionen p' Grades von 2 sind (a)=() 
und deren charakteristische Gleichung 
a, a> +- a,a? + a,a-+ a, = 0 
drei verschiedene Wurzeln a,, a, «, besitzt. Die Ausfiihrung gestaltet 
sich verschieden, je nachdem @,, «,, «, auf einer Geraden liegen 
oder nicht*). 
1) «,, @, @, liegen nicht auf einer Geraden. 
Wir kénnen annehmen, dass der etwaige stumpfe Winkel des 
Dreiecks «,a,a, bei «, liegt und dass die Seite a,a, auf der reellen 
. Axe senkrecht steht (Fig. 4). Die Winkel des 
N Dreiecks mégen @,, #,, #, heissen. 
Unter Benutzung der in § 1 eingefiihrten 
Bezeichnung ist 






+4 % 
a= 57 + %,, @ == 





¢ . 
= W) — 22; 


Fig. 4. 


die sechs Richtungen @, sind durch die durch 
den Anfangspunkt gelegten Parallelen zu den Dreiecksseiten bestimmt. 
Weiter ist 


*) Durch die Substitution 
y=e4*y, c= Ba’ 
geht die Gleichung (A”) iiber in 
+ a? By at ay 
(a, x’? +...) das + (are? +--+) dx2t +--+ QO 

mit der charakteristischen Gleichung 

aig ce’ 3 + ay’ oe’? + agar’ + a,’ = 0 

, 3 , 2 ’ 
a (4+ $)+a,(44+ 9) +m(4+ £)+a,=0 


mit den Wurzeln 


oder 


a, = B(a, — A) (hk = 1, 2, 8). 
Durch passende Wahl der Constanten A, B kann demnach das Punktsystem 
4, @, @, in irgend ein ibnliches Punktsystem a,’, «,, «, tibergefiihrt werden. 
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P=— 7+, H=—%, %=9, QK=—F, Q=— Tt, 
Ps=T, Po= t+ 4;; 

um die Richtungen gp zu erhalten, zieht man die Héhen desjenigen 

Dreiecks, welches durch Spiegelung des Dreiecks a, a, a, an der 


imaginiiren Axe entsteht, und legt durch den Nullpunkt der «-Ebene 
die Parallelen zu diesen Héhen, 


Wir erhalten 6 Fundamentalsysteme 
n@, n@, n@ (9=1,...6), 


je nachdem der geradlinige Theil des Integrationsweges eine Richtung 


zwischen @, und @,,..., zwischen @, und @, hat. Die asymptotischen 
Gleichungen 

09 COS,, W@corS,, 28, (e—1,...6) 
gelten in der Umgebung von 2 = oo gleichmiissig in dem Gebiet G'¢) 

ea +9 < arg x 

< Pots — 9. 

In Fig. 5 sind die Giil- 
tigkeitsgebiete ©), ... S 
der einzelnen Gruppen von 
asymptotischen Gleichungen 
durch Kreisbégen mit bei- 
gefiigten Ziffern daryestellt. 

Da die Sectoren © = 6") 


—2z+%,+d0<argz 
<a-%,—d 
und © = Gt) 
o, +0 < argez 
<ie— a, ani Fig. 5. 


zusammen die ganze Umgebung von 2 = oo ausfiillen, so kénnen wir 
uns auf die beiden Fundamentalsysteme 





n, = ny) = J v,e°* de (h = 1, 2, 3) 
"n 
und 
n, = ni) = Jv, ede (h = 1, 2, 3) 


v7 
beschrinken. Kommt der Integrationsweg J, parallel zur reellen Axe 
aus — oo, so gilt der Integralausdruck fir », und die asymptotische 
Gleichung 7, cv S, fiir grosse reelle positive x; das Integral fiir 7, und 
die asymptotische Gleichung 7, co S, sind fir negative reelle x giiltig, 
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wenn der Integrationsweg J, parallel zur reellen Axe aus +-co kommt. 
Die Beziehungen zwischen den 6 Fundamentalsystemen ¢) sind 
nach § 2 durch die Formeln dargestellt*): 


ny _ 1, 
ny = nf? + M,, (1 = e2 its) 4); 
n?) ani n°) 4. M,,(1 — ¢2aih) n?, 
nf? = nf, 
nf) = nf; 


n? =n + M,,(1 — 2a") 9, 

nf =a 7), 

ny) = nf; 

n'*) = 7”, 

4) = 7) + M,, (1 — ete) 9), 

ni) _— n); 

5 6 

n= af, 

ny) _ nf + M,,(1 as Path) nf, 
ans 6). 

nf) = nf; 


ni? == e—2nil, nit : 


_ 2a 1 
nf) =e wis an), 
—2id ias\ p—2id 
@) == e- 246% y(t) + Mi, (1 — e2 tthe) e-Bay), 
Dabei ist 
’ vy, = Mv, +--: 
mit 
nu 3a 
arg (¢—«a,) = > » arg (¢—a,)= “7 ’ 
; v, = Myr, +--- 
mit 
b 4 b4 
arg (¢—a,)=>5 » arg (s—a,) = —>5 ? 


zwischen a, und a; 


*) Hieraus ergiebt sich der Zusammenhang zwischen den Fundamental- 
systemen 7, und 7,. 
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: v, = M,,0,+--- 
mit 


arg (2 — a,) =F—4, arg (¢— a3) = =o, 


, v3 = Ms,v,+--- 
mit 
b 4 b 4 
arg (¢—a,) = 5 — 4, arg (2 — a3) =— 5 — 4, 


zwischen @, und a3; 


: v, = M,,0,+--- 
mit 
arg (2— a.) =— 5+, arg (¢—a;) = 5+ 9, 
. v, = Mv, + --- 
mit 


arg (¢—a,) = 5 + 8, arg (¢— a) = > + 4%, 


zwischen @, und «,. 
Aus 
ni? = 7) und nt) = 4°) = n® = e-27id, nq”, 
wofiir auch 
y-*) = 9-9 = 9°) a= ni?) ni?) 
geschrieben werden kann, folgt, dass die asymptotische Gleichung 
n, ~ S, gleichmissig fiir 
p-s+d<arga<y,—d 


— @,—2a+d0<argzr<a—d 


giiltig. 
In Fig.6 ist der Giiltigkeitsbereich jeder einzelnen der asymptotischen 











Fig. 6. 


Fig. 7. 


Gleichungen 9, co S, (hk =1, 2,3) und in Fig. 7 der Giiltigkeitsbereich 
jeder einzelnen der asymptotischen Gleichungen %, cv S, (h = 1 2, 3) 











548 J. Horn. 


dargestellt und mit dem Buchstaben y, bezw. %, bezeichnet*). Der 
Zusammenhang zwischen dem Fundamentalsystem y,, y,, y,; und den 
bisher betrachteten Fundamentalsystemen ,, 4., 43 und %,, %, %; 
ergiebt sich wie in § 2. Um das Verhalten eines beliebigen Integrals 
y bei der Anniiherung der Verinderlichen an die Stelle = oo zu 
finden, bringt man dasselbe auf die Form 
Y = Cm, + CoM + C33 = 7] + Cy Hy + Cy, 
und hat im Gebiet © die asymptotische Gleichung 
y¥ WV 48, + 8, + ¢8;, 
wihrend im Gebiet © 
‘at y W G8, + 2,8, + 68, 
Bezeichnet man mit ©, (9g = 1, ...6) das Gebiet mp, < arg a < gp, 

so ist in 

G,: R(a,x) > R(a,x7) > R(a, x), 

G, : R(a,x) > R(a,x) > Ra, 2), 

G, : R(a,x) > R(a, x) > R(a@, x), 

G,: R(a,x) > R(@,z) > R(a, 2), 

G, : R(a, x) > R(a, x) > R(@;2), 

Gy 2 R(a,z) > R(a,x) > R(@,2). 
Demnach wird das allgcmeine Integral y in G, und G, durch S,, 
in G, und G, durch S,, in G, und G, durch 8, asymptotisch dar- 
gestellt (wobei die Reihe S, jedes- 





7 mal mit einem constanten Factor 
~ Fa zu versehen ist), In Fig. 8 ist 
hes S—, \ das Gebiet angegeben, in welchem 
< / \ die Reihe S, (kh =1, 2, 3) das 
[ ar /e \° allgemeine Integral asymptotisch 
~ darstellt, und mit S, bezeichnet. 
\ / oN ) 2) &,, &, @, liegen auf einer 
» / EP Geraden. 
re 2. 4 Wir kénnene, «,, a, reell und 
/ x &, > @ > a, 
= 6 voraussetzen. Jetzt ist 
Q—2, a,=—-0, ao,——x=—a,—22 


und 





*) Setzt man von den auf der positiven reellen Axe dargestellten Functionen 
M1, Nz die erste im negativen, die zweite im positiven Sinne nach der negativen 
reellen Axe fort, so hat man die Functionen 7,, 7, (erstere von einem constanten 
Factor abgesehen). 
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1% 3 
DY 


P= —F> =>F> P. = > =O + 2x. 


Wir haben dann die beiden Fundamentalsysteme 


y= ni) (h = 1, 2, 3) 
und 
i,= 9?) (h = 1, 2, 3). 


In Fig. 9 sind die Integrationswege J, und J, in ihrer mittleren 
Lage dargestellt. In der Umgebung von 
x= co gelten die asymptotischen Glei- 
chungen ; 
mvuS, (kh=1,2,3) *° 


gleichmissig fiir nese sda i 
pee cages EMO) 











AMf,~ -~-4----- 
und die asymptotischen Gleichungen {it tt tif 
Th fas) Si, (h = 1, 2, 3) z 4 Z, 
gleichmiissig fiir 
48 <arge< =. Fig. 9. 


Zwischen dem im positiven Siun fortgesetzten Fundamentalsystem ym, 
und dem Fundamentalsystem 7, bestehen die Beziehungen: 


m=) 
N. = Hy + (1—e***) Mm, 
3 = Ns + (L— 2%) (Myo, + My, 7); 
die Beziehungen zwischen dem im positiven Sinn fortgesetzten Funda- 
mentalsystem 7, und dem Fundamentalsystem y, lauten: 
43 = e—8athy,, 
Ny = e—*ay, + (L—O*) Mie ?* thy, 
= e- 2d yp, + (1— ei) (M,,e-24'%y, 1 M,,e-27*% Ns) « 
Dabei ist 
’ v, = Myr, +--: 
mit 
arg(e—a)—= 2; arg (s—a,) =0, 
: o, = M,,v, + -- 
mit 
arg (¢—a,)—= — a, arg (2—a,) = 0 
zwischen @, und a; 
. v, = My,v, + +> 
mit 
arg (¢—a,)—= 2, arg (¢—a) = 0, 
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: v, = M,,v3+--: 
mit 
arg (¢—a,) = — a, arg (¢—a,) = 0 
zwischen a, und @,; 
v; = Myv,+->-, v, = M,,v,+--- 
entsprechen den in Fig. 9 mit M,, bezw. M,, bezeichneten punktirten 


Wegen, und zwar ist zwischen a, und a, bei der ersten Substitution 
nahezu 


arg (¢—a,)—= mm, arg (¢—a,)=—0, 
bei der zweiten nahezu 
arg (¢g—a,)—=— am, arg (s¢—a,)=—0 
zu nehmen. 


Die Darstellung des zu 7 = co gehérigen kanonischen Fundamental- 
systems y, durch » und %, ergiebt sich wie friiher. 
Ist 


= CN, + CoM, + Cy Ng = C7; + CoM. + Cy 03, 
so gelten die asymptotischen Gleichungen 
y %& ¢,S8; + 8, + ¢8;, 
y ~ ¢ 8, + 8, + 8, 


bezw. fiir 

— F+e <arga<**7_ 6 
und 

Bd 5a 

3 +9<argzr<y—d. 
Fiir 


—F+8 <arge<F—3 
gilt die asymptotische Gleichung 
yrwe,S8,, 
wenn ¢, von Null verschieden ist, und fiir 
s+ < arg x <_ 48, 
wenn ¢, von Null verschieden ist, die asymptotische Gleichung 


y © 68;. 


§ 5. 
Fiir die Laplace’sche Differentialgleichung dritter Ordnung 
a a d 
@ Fan + (0,2 + by) Gas + (ao + by) GE + (ag + bs)y = 0 
ist v von der Form 
v = (¢—a@,)*(¢—a,)h(2—a5)*, 
wo ganzzahlige Werthe von 4,, 4,, 4, ausgeschlossen werden. 
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1) @,, @, a, liegen nicht auf einer Geraden. Durch Entwicklung 
von v nach Potenzen von z — a, erhalten wir 


ty = (#— a)" >) Au(e—an® (b= 1, 2,3), 


u=0 
wobei 


Ayo = (@,—a@y)* (a, — ay), 
Ang = (ay — ay)" (2 — a)", 
E Ago = (@—a,)**(@,—a)* 
durch die Angabe 


3 
arg (@,— a) = » arg (@,—a;) = > — 4,, 


arg (%#,— a) = 3 » arg (%—a,)= > +4, 


arg (@;— a) = = —%,, arg («#,—a,) = om + 4, 
fixirt sein mégen. 
Wir haben die sechs Fundamentalsysteme 7{¢) (9 = 1,...6), von 
welchen wir insbesondere 4, = yj!) und 7, = 7!) betrachten. Wenn 


die geradlinigen Theile der Integrationswege 1), und j, von my und 
% parallel zur reellen Axe verlaufen, derjenige von , aus — oo, 
derjenige von 7, aus + co kommend, und wenn wir 


Nh pre 
h 


(h= 1, 2, 3) 
Nh = foeras 


h 


setzen, so ist in 4, 9, 4, die Function v durch die Angabe fixirt, 
dass am Anfang von J, im Unendlichen 


arg (¢—a,) = arg (¢—a,) = arg (¢—a,) = 2 
sein soll; bei 7, ist am Anfang des Integrationsweges 
arg (¢—a,)=—0, arg(¢—a,)—2a, arg (s¢—a,) = 22, 
bei 7%, 
arg (¢—a,)=0, arg(e—a,)=—0, arg (z—a,)—0, 
bei 7; 
arg (e—a,)=—0, arg(¢—a,)—22, arg(¢—a,)=—0 


zu nehmen. Bei dieser Festsetzung besteht am Anfang des kreis- 
férmigen Theiles des Integrationsweges von y, die oben fiir vy, an- 
gegebene Reihenentwickelung mit arg (¢—«,) =a und am Anfang des 
kreisformigen Theiles von %, dieselbe Entwickelung mit arg (2 — a,)—=0. 








552 J. Horn. 


Um den Zusammenhang zwischen den 6 Fundamentalsystemen y{¢) 
zu erhalten, hat man in den in § 4 aufgestellten Formeln zu setzen: 


M,,=1, My=e**4, My,=1, My, = e-**4, 
M,, = ¢***4, M,, —1, 
Zwischen y, und 7, bestehen die Beziehungen: 
m = 1, + (L— 4) yn, + (1 —ei*) 9, 
N, = No; 
Ns = (L—@**4) 9, + 93; 


= e—tathy,, 
No = (€7 244% — 1) e241 Arty, 4 e-2Hihey, 4 (¢-24it, _ 1) e-271h yp, | 
Ns — (e—24i4, — 1) e—24*Ay, + e—2sihy, . 
Dabei ist jedesmal die links stehende Function in das Giiltigkeitsgebiet 
der rechts stehenden Function fortgesetzt zu denken. 
2) @,, &, a, liegen auf einer Geraden 
Die in den Ausdriicken fiir Ay), Ago, Ajo enthaltenen Potenzen 
sind jetzt durch die Angabe fixirt: 
arg («,—a@,)—=0, arg («,—4a;) = 0, 
arg (@,—a@,)=a, arg (a,—«,)—0, 
arg (@,;—a,)—=m, arg (a,—a,) = 2. 
In Uebereinstimmung mit der in § 4 gegebenen Definition von 
ym, und y, haben wir : 
h = | ver dz 


hy 


Mr — foe dz 


a 


(A=1,2, 3), 


wenn bei der-in Fig. 9 dargestellten Lage der Integrationswege die 
Function v = (¢ —«a,)*(z¢—a,)*(¢—a,)* durch Angabe der Argumente 
von ¢—a@,, z—a@,, e—«, am Anfang des Integrationsweges folgender- 
massen fixirt wird: es sei fiir /,, 1,, 1, 


arg (¢—«,) = >) arg (¢—a,) = =) arg (¢—a;) = 5? 
fir 1, 

arg (s—a,)—= —%, arg(s—a,)——%, arg (e—a,) = — 2, 
fiir 1, 

arg (¢—«a,) = =, arg (¢—a,) = — = arg (¢ —a,) = — = 
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fiir J, 
32 1% 


> arg (¢—a,) = *, arg (¢—«a,) = — 5- 


arg (¢—a,) = 
M;, = 1, M,,=1, M;,=1, 
M e~ 241, My, = e~2%ie My = Ee 2 Ait) | 


_ = mh» 
N. = Ny + (1 — &***)7,, 
Ns = N3 + (1 —e?* #4) (41+ N)5 


Hy = m2 tHiy, 4 (e-241 1) (€-24thy, 4 e-2 21th) p,), 
Np = €- 2th, 4. (e-2tit— 1) e—2aidy, | 
N, == e- 2 tian, 


Bei der Laplace’schen Differentialgleichung lisst sich das zur 
singuliren Stelle z= oo gehérige kanonische Fundamentalsystem 
Yi> Yo» Ys Vermittelst bestimmter Integrale darstellen, wobei wir ganz- 
zahlige Werthe von 4,, 4,, 4, nicht nur, sondern auch von 4, + 4, + A, 
ausschliessen. Wir haben wieder zwei Fille zu unterscheiden. 

1) @,, @, a liegen nicht auf einer Geraden. 

Der Fusspunkt des von «, auf a, @, gefillten Lothes (Fig. 4) sei O. 

Wir verstehen unter s, einen von O ausgehenden und nach positiver 
Umkreisuug von a in O endigenden Weg und setzen 


L, = 81558;~'83-*, Ly = 8,8,8,~1 83~1; 
ZL, besteht aus einer aus dem Unendlichen kommenden Geraden , einem 


die Punkte a@,, a, «, einschliessenden Kreis und der riickwiirts durch- 
laufenen Geraden. Wir setzen 


Ya —foerds (h=1, 2,3); 
Lp 
zur Fixirung von v setzen wir am Anfang von ZL, wie von L, in O 


3a 


bd 
arg (e—a) =, arg (2a) = °%, 


arg (2—«,) = m; 


wenn arg « = 0 ist, wird am Anfang von ZL, im Unendlichen 
arg (e—a,) = arg (¢—a,) = arg (2—«,) = = 


angenommen, und wenn sich z iindert, wird der geradlinige Theil von 
L, in bekannter Weise gedreht. Man findet ahnlich wie in Bd. 49, 8. 469 
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y, = (1—@*4)n, — (1— 4) y,, 
Y. = (lL—€@**4) yn, — (1L—& 4) n,, 
Ys = 1 + Oxiins + Pxirth) y, 
y, = (L—eth), — (1 — etait) xing, | 
Yo = (1—@*ih) 2 tie, — (1 —e2*ih) 7, 
Y, = 1 + M+ %3- 


2) a, &, a liegen auf einer Geraden. 
Der Integrationsweg L, wird wie vorhin definirt; um einen fiir 


und 


arg x => giiltigen Ausdruck von y, zu erhalten, nehmen wir am An- 


fang von LZ, im Unendlichen 
arg (s—a,) = arg (*—a,) = arg (#—a@,) =? 


au. Es sei O' ein Punkt zwischen «, und «,, O” ein Punkt zwischen 
«, und @,; wir verstehen unter s;, (s,”) einen von O’ (O”) ausgehenden 
und nach positiver Umkreisung von «, dahin zuriickkehrenden Weg 
und setzen 


L, = 8;'8y8'—'8—", L, = 82"8," 8,"—*8,"—1; 
am Anfang von L, in O' werde 
arg (¢—a,)=—2, arg(s—a,)=—0, arg (z—a,)=—0 
und am Anfang von L, in 0” 
arg (¢—a,)—=2, arg(s—a,)=—2, arg (z—a,)=0 
angenommen. Wenn wir wieder 


~— f vetde (h = 1, 2,3) 
h 


setzen, so driickt sich das Fundamentalsystem y,, y,, y, durch die 
Fundamentalsysteme 4,, 72, 73 und %,, 4, 7; folgendermassen aus: 
yy = (1—et*)n, — (L— 24) n,, 
Y, = (L—e**h) n, — (1—e #4), 
Ys = 03 + Athy, + Pm th) y, 5 


y= (L—eainyerning, — (Leah) jy, 
Yo = (1— eth) tain, — (1—etth)y,, 
Ys = 13 + I. + 7. 
In beiden Fallen lassen die Integrale y,, y,, y, Entwicklungen 
von der Form 
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y, = G,(), 

¥, = G,(@), 

Yy = ahhh 1G, (2) 
zu, wo G,(x), G,(x), G,(z) ganze transcendente Functionen von x 
sind. Das Verhalten dieser Functionen bei der Anniherung der Ver- 
ainderlichen an die Stelle 2 = oo, die Vertheilung ihrer Nullstellen in 
der Nihe von 2—co und ihr Geschlecht lassen sich mit Hilfe der 
asymptotischen Darstellungen ahnlich untersuchen, wie es fiir die ganzen 
transcendeniten Functionen, welche bei der Integration der Laplace’schen 


Differentialgleichung zweiter Ordnung auftreten, in der mehrfach er- 
wihnten Arbeit im 49. Band geschehen ist. 


§ 6. 
In § 1 wurde ein Hilfssatz benutzt, dessen Beweis nachgetragen 
werden soll. Wir kniipfen dabei an eine von Herrn Liapounoff 


herriihrende Untersuchung an, welche in Picard’s Traité d’Analyse, 
Bd. III, S. 362—364 dargestellt ist. 


Wir betrachten das Differentialgleichungssystem 


aX, 
“Fe Dy Ane X (a, 8 —=1,...m), 
7 


wo Agg in eine fiir |¢] > 7) convergente Potenzreihe von + entwickelbar 
ist, so dass fiir |¢] >7) |Acg| << M ist. Setzt man 
t = rei, 


ox, : 
“tam cle D) Aap Xp (a, B= 1,...m). 
7 


Wenn man jede Function X, = X,’ +iX,” und jeden Coefficienten 
Ag in den reellen und imaginiren Theil zeriegt und die Functionen 
X,', Xe” (a=1,...m) mit x, (@—1,...m; m=—=2m) bezeichnet, hat man 


dx, 
Or — > dats (a, B= 1,...m), 
i] 
WO dag eine reelle Function der reellen Veranderlichen r und @ ist; 
fiir r> 7, ist |dag| << M. 
Setzt man, unter 4 eine Constante verstehend, 


La = Yae" (a= 1,...), 


so ist 


so ist 9 
= = (4,,—A)y, +++ + Aint, 


a sa niYy +++ + (dan—A)Yn- 
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Wenn man diese Gleichungen bezw. mit y,,... y, multiplicirt und 
addirt, erhalt man 


10(y+-:- +9 
2 in a TS (a4, — A)yr se a (dan —4) Yn sha 
die rechte Seite dieser Gleichung ist, wenn man r > 7, annimmt und 


fiir 4 eine hinreichend grosse positive Zahl setzt, eine definite negative 
quadratische Form von y,,... Ya. Setzt man 


yit-:--+y¥=f(r, o), 


f(r, @) <0. 
Nun ist aber fiir r > 7, 
(7, @) =f (7%, @) + (7 —1%) fr (7%, ), 
wo r< 7, <rist. Fir o,< a@<@,, wo @,, @, zwei endliche Werthe 
sind, liegt f(7),@) unter einer endlichen Grésse G, da das ur- 
spriingliche Differentialgleichungssystem auf dem Kreisbogen |t| = 7, 
@, < arg ¢t< , keine singulire Stelle besitzt. Es ist also fiir r>r,, 
@, << @< @, auch 


so ist fiir r > 7, 


f(r,@)<G 
und daher auch 


1 
lYa| = |%|e""” < G? 
oder 


1 
|%e| << = (a= 1,...m), 
wo h eine positive Grésse ist. Wenn aber der reelle und der imaginiire 


Theil von X, dem absoluten Betrage nach kleiner als A e*” sind, 
so ist 

| Xo] < elel (@ == 1,...m) 
fiir |t] >7,, @, Cargi<a,. 

Wendet man diesen Satz auf die Laplace’sche Transformirte (B) 
an, welche durch ein System von p Differentialgleichungen erster 
Ordnung ersetzt werden kann, das in der Umgebung von z = oo die 
oben vorausgesetzte Form hat, so ist die in § 1 aufgestellte Be- 
hauptung erwiesen. 


Charlottenburg, 29. August 1897, 








Ueber bilineare Formen mit conjugirt imaginaren Variablen. 
Von 


Atrrep Loewy in Freiburg i. Br. 


In den folgenden Seiten beehre ich mich, den geschitzten Lesern 
der mathematischen Annalen einen Auszug aus einer umfangreicheren 
Arbeit, die ich in Freiburg i. Br. als Habilitationsschrift vorgelegt 
habe und an anderer Stelle vollstindig publiciren werde*), darzubieten. 
Die Arbeit ist der Transformation einer bilinearen Form von nicht 
verschwindender Determinante mit conjugirt imaginiiren Variablen in 
sich selbst gewidmet; die bilineare Form wird hierbei zwei linearen 
Substitutionen mit conjugirt imaginiiren Coefficienten unterworfen. 
Derartige Transformationen spielen in neuester Zeit in den verschie- 
densten Theilen der Mathematik eine bedeutende Rolle; eine formen- 
theoretische Behandlung des Problems diirfte daher sowohl an und fiir 
sich als auch wegen der gefundenen Siitze, die wohl vielleicht all- 
gemeineres Interesse beanspruchen diirfen, gerechtfertigt sein. Von 
den erzielten Resultaten hebe ich nur hervor, dass diese Unter- 
suchungen im innigsten Zusammenhange mit den Fragen iiber den 
Triigheitsindex der sogenannten Hermite’schen bez. reellen quadra- 
tischen Formen stehen. Es ergiebt sich z. B. dass ausgehend von der 
Gesammtheit aller reellen Transformationen, welche eine reelle quadra- 
tische Form von nicht verschwindender Determinante in sich trans- 
formiren, zwar nicht der Trigheitsindex selbst, aber eine aus diesem 
unmittelbar herleitbare Zahl, die wir als die Charakteristik der Form 
bezeichneten, sofort gefunden werden kann. Die aus dem Triigheits- 


index abgeleitete Zahl, die Charakéeristik, erscheint bei den hier 
behandelten Fragen als Invariante. 


*) Nova Acta der Kaiserl. Leop.-Carol. Deutschen Akademie der Natur- 


forscher, Bd. 71, Der vorliegende Auszug enthiilt einige dort nicht zur Sprache 
gebrachte Punkte. 


Mathematische Annalen, IL. 36 
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§ 1. 

Charakter der linearen Substitutionen, welche eine bilineare Form 
von nicht verschwindender Determinante mit conjugirt imaginiren 
Variablen in sich transformiren. 

a=n p=n 
S = > > spheks stelle eine bilineare Form mit beliebigen 
a=1 p=1 
Coefficienten i von nicht verschwindender Determinante, was im 
Folgenden stets angenommen wird, dar; die » Variablenpaare x, und 
Za seien conjugirt imaginir. S werde den zwei linearen Substitutionen: 


x%==n P 
Le = Y dex Ee, a=1;2.,.; 
2=1 
und 
z=n 
Eg = >) Gar be, a=1;2...n, 
z=1 


mit sowohl conjugirt imaginiren Coefficienten a,, und ag, wie auch 
conjugirt imaginairen Variablen x, und x, bez. & und & unterworfen; 
diese zwei Transformationen sollen die Form S in sich transformiren. 
Bedienen wir uns der von Herrn Frobenius*) in die Theorie der 
bilinearen Formen eingefiihrten symbolischen Methoden, verstehen 
wir ferner unter 9, wenn g irgend eine Grésse ist, stets die zu g con- 
jugirt imaginiare Grosse und unter A diejenige bilineare Form oder 
lineare Substitution, welche, wenn A eine beliebige Form oder Sub- 
stitution ist, aus A resultirt, indem man in A alle Coefficienten durch 
die conjugirt imaginiren ersetzt, so ist die Aussage, dass unsere zwei 
Substitutionen die Form S in sich iiberfiihren, ganz gleichbedeutend 
mit dem Bestehen der symbolischen Gleichung: 
ASA=S. 

Fiir derartige Transformationen gelten nun folgende Sitze: 

Die Determinante einer linearen Substitution, welche mit ihrer con- 
jugirt imagindren eine bilineare Form von nicht verschwindender Deter- 
minante mit conjugirt imagindren Variablen in sich tiberfiihrt, hat den 
absoluten Betrag 1. 

Damit eine lineare Substitution: 


xn 


ta > desks, a=we1;2..., 


x=1 


*) Frobenius, Journ, f. d. r. u. ang. Math, Bd. 84, p. 1ff, 
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mit threr conjugirt imagindren eine bilineare Form von nicht ver- 
schwindender Determinante mit conjugirt imagindren Variablen in sich 
transformirt, ist nothwendig und zugleich hinreichend, dass die Elementar- 
theiler ihrer charakteristischen Function, d. h. der Determinante: 


— ay + Q; =p , °** ae 
— O45 —Ay++@>+: — Aen 
: ‘ ’ 
— Gni; ~~ Ane ++ — Ana + @ 


wo @ einen variablen Parameter bedeutet, paarweise von gleichem Grade 
sind und falls einer derselben fiir eine Grdsse d verschwindet, muss 
der andere fiir ‘ Null werden; eine Ausnahme machen nur diejenigen 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung, welche vom absoluten Betrage 1 
sind, diese diirfen beliebig auftreten. 

Ein Specialfall dieses Satzes ist das von Herrn Fuchs in seiner 
Arbeit ,,Ueber eine Classe linearer homogener Differentialgleichungen“ 
ausgesprochene Theorem III (Sitzungsberichte der Kgl. preussischen 
Akademie der Wissenschaften 1896, p. 763). Man sieht auch aus 
unserem Satze, dass a. a. O. die einschrankenden Worte von Herrn 
Fuchs ,,wenn iiberdies wenigstens fiir einen Umlauf die Wurzeln der 


zugehérigen Fundamentalgleichung von einander verschiedene Gréssen 
mit den Moduln 1 sind‘ fortbleiben kénnen. 


§ 2. 
Darstellung der Substitutionen. 

Ist S eine beliebige bilincare Form mit conjugirt imaginéren Variablen 
von nicht verschwindender Determinante, und ist T' irgend eine Form, 
welche der symbolischen Gleichung: 

TS-'+T7'S’-'=—0 
geniigt, so dass die Determinante von S + T nicht verschwindet, so fiihrt: 
A=(8+T)'(S—T) 
in Verbindung mit der conjugirt imagindren Substitution die Form S 
in sich tiber; hierbet ist die Determinante von A+ E nie Null. 


k ist in bekannter Weise -> Se z.| 


a=1 

Dieser Satz ist umkehrbar: 

Jede Substitution A, welche gemeinsam mit ihrer conjugirt imagi- 
niren eine bilineare Form S von nicht verschwindender Determinante 
mit conjugirt imagindren Variablen in sich transformirt und fiir welche 

j 86° 
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die Determinante von A-+- E nicht verschwindet, lisst sich auf eine 
einzige Weise in die Form: 
A=(8+T)-!.(S—T) 
bringen; hierbei befriedigt T die Gleichung: 
TS-'+T7'S’-'=—0. 


Diejenigen Substitutionen, bei welchen die Determinante von A + E ver- 
schwindet, kinnen stets in die Form: 


ev (S+T)-1(S—T), 
wo e?' <= cos m + isin p ist, gebracht werden; eine jede derartige Sub- 


stitution fiihrt mit ihrer conjugirt imagindren auch stets die Form S in 
sich tiber. T geniigt hierbei natiirlich der Gleichung: 


TS-'+ T'S’ =0. 


§ 3. 
Definite bilineare Formen. 


Unter einer definiten bilinearen Form mit conjugirt imaginiren 
Variablen sei eine solche verstanden, welche fiir conjugirt imaginire 
Werthe der Verinderlichen nur dann verschwinden kann, wenn die 
Variablen allesammt Null sind. 

Fiir definite bilineare Formen gilt folgender Satz: 

Transformirt eine lineare Substitution: 


Le -> ax be 


mit ihrer conjugirt imagindren Substitution 


Tie ~ Gaxée 


eine definite bilineare Form in sich, so zerfillt die charakteristische 
‘unction der Substitution, d. h.|@H—A\, in lauter einfache Elementar- 
theiler und verschwindet ausschliesslich fiir Werthe vom absoluten Be- 
trage 1. 

In Bezug auf die Specialfille dieses Theorems sei auf die Arbeit 
selbst verwiesen. 

Wir sind durch die definiten bilinearen Formen auf Gleichungen, 
die nur Wurzeln vom absoluten Betrage 1 haben, gefiihrt worden. 
Fiir diese gilt ausser dem Kronecker’schen*) Theorem iiber Gleichungen 


*) Kronecker, Crelles Journal Bd. 53. 














ee 
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mit ganzzahligen Coefficienten noch, wie man zeigen kann, der 
weitere Satz: 

Die Wurzeln einer algebraischen Gleichung, in welcher der Coef- 
ficient der hichsten Potenz 1 ist und alle anderen Coefficienten ganze 
Zahlen eines imagindren quadratischen Kérpers sind, miissen, falls sie 
alle vom absoluten Betrage 1 sind, séimmtlich Einheitswurzeln sein. 

Hieraus ergiebt sich: 

Fiihrt eine lineare Substitution mit Coefficienten, welche ganze Zahlen 
eines imagindren quadratischen Kérpers sind, in Verbindung mit der 
conjugirt imagindren Substitution eine definite bilineare Form mit con- 
jugirt imagindren Variablen in sich iiber, so ist sie periodisch. 


§ 4. 
Darstellung der linearen Substitutionen, welche eine Hermite’sche Form 
in sich transformiren. 


Eine jede bilineare Form S mit conjugirt imaginiren Variablen, 
bei welcher die Coefficienten seg und szq conjugirt imaginiire Gréssen 
sind und Seq daher reell ist, nenne ich eine Hermite’sche Form. Eine 
Hermite’sche Form S ist symbolisch durch die Gleichung 8’= 8 
charakterisirt. 

Fiir Hermite’sche Formen gilt folgendes Theorem: 

Jede Substitution A, welche mit ihrer conjugirt imagindren Sub- 
stitution eine Hermite’sche Form S von nicht verschwindender Deter- 
minante in sich tiberfiihrt, lisst sich in die Form: 


A = ev (S+T)-'(S—T) 
bringen, hierbei ist T’ = — T. 

Eine jede bilineare Form M mit conjugirt imaginiren Variablen, 
fiir welche M’ = — M ist, nenne ich eine beigeordnete Hermite’sche 
Form. Niheres iiber diese Formengattung findet man in der Arbeit selbst. 

Betrachtet man isomorphe endliche Gruppen von linearen Sub- 
stitutionen als nicht verschieden, so kann man bei Beachtung des 
von mir in den Comptes rendus vom 20. Juli 1896 gegebenen Satzes, 
dass bei jeder endlichen Gruppe linearer Substitutionen eine Hermite’sche 
definite Form invariant bleibt*), folgendes Resultat aussprechen: 








*) Betreffs dieses Satzes vgl. auch F. Klein ,,Ueber einen Satz aus der 
Theorie der endlichen (discontinuirlichen) Gruppen linearer Substitutionen beliebig 
vieler Veriinderlicher“, Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung 
1897, p. 57. Beziiglich des von Herrn Klein mitgetheilten Beweises von Herrn 
Moore erlaube ich mir zu bemerken, dass ich denselben Beweis seit Mai 1896 
besass und auch Anfangs Juli 96 denselben verschiedenen Mathematikern mit- 
theilte. Was die Bemerkungen von Herrn Fuchs in den Comptes rendus vom 
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Alle linearen Substitutionen, welche eine endliche Gruppe bilden, 
sind in der Form: 


A=e@i(E+T)-'(E—T) 


darstellbar; hierbei ist E -»> Leg und T eine beigeordnete Her- 
a=l1 
mite sche Form: 
T’ = — T. 
§ 5. 


Tragheitsindex und Charakteristik der Hermite’schen Formen. 


Zu jeder Hermite’schen Form von nicht verschwindender Deter- 
minante lassen sich auf unendlich viele Arten zwei lineare Substitutionen : 


z=—n 

ta >) pas te, a=mi1;2...8, 
z=1 
z=n 

Fe—= >) Desks, «= 1;2...0, 
x=1 


bei denen pax und fg,y conjugirt imaginire Gréssen und die Substitu- 
tionsdeterminante von Null verschieden ist, finden, dass 


sie die 
Hermite’sche Form in die folgende Normalform 


a=q a=—n 
G = > Ee Ea — > Ea b 
a=1 a=q+1 


transformiren. Die Zahl q ist unabhiingig von den transformirenden 
Substitutionen, sie hat einen festen, unveriinderlichen Werth und ist 
ein Attribut der Hermite’schen Form; gq heisst der Trégheitsindex der 


2. August 1896 (Sur une note de M. Alfred Loewy) betrifft, so sei es mir ge- 
stattet, Folgendes anzugeben: Das Theorem, dass bei jeder endlichen Gruppe 
linearer Substitutionen eine Hermite’sche Form invariant bleibt, also der Satz ohne 
die, wie mir scheint, wesentliche Bemerkung ,,definite’ Form ist allerdings aus 
den von Herrn Fuchs am 9. Juli 1896 in der Berliner Akademie gelesenen Unter- 
suchungen herleitbar; doch muss man noch die Annahme, dass ,,wenigstens fiir 
einen Umlauf die zugehérige Fundamentalgleichung ungleiche Wurzeln hat‘ 
(pag. 759, 768, 769) beseitigen; denn es giebt endliche Gruppen, bei denen diese 
Beschrinkung nicht erfiillt ist. Die Beseitigung dieser von Herrn Fuchs ge- 
machten Voraussetzung ist allerdings nicht schwierig. Hingegen enthiilt die 
Arbeit des beriihmten Berliner Gelehrten an keiner Stelle etwas von definiten 
Hermite’schen Formen. 
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Hermite’schen Form (vgl. Frobenius, Journ. f. d. r. u. ang. Math. 
Bd. 95, p. 265). Im Folgenden werden wir nicht die Zahl g, sondern 
ausschliesslich die kleinere der zwei Zahlen g und n — q verwenden. 
Der kleineren der zwei Zahlen g und m — q, die wir mit q’ bezeichnen 
wollen, sei es gestattet, wegen ihrer fundamentalen Bedeutung einen 
besonderen Namen, niimlich Ch arakteristik der Hermite’schen Form, 


beizulegen. 
q’ -{ t @'<}- 
n—q 

Es gilt zunachst der folgende Fundamentalsatz, welcher die Zahl q’ 
bei den Transformationen einer Hermite’schen Form mit der Charakte- 
ristik q’ in sich als eine nicht tiberschreitbare Grenze darthut: 

Fiihrt eine lineare Substitution A gemeinsam mit ihrer conjugirt 
imagindren Substitution eine Hermite’sche Form S von nicht verschwin- 
dender Determinante mit der Charakteristik q' in sich tiber und ist 2s 
die Summe der Exponenten aller derjenigen Elementartheiler der charakte- 
ristischen Function der linearen Substitution A, welche fiir Grossen, die 
nicht den absoluten Betrag 1 haben, verschwinden*), so kann die Zahl 


s +> E ¢) niemals grésser als die Charakteristik q' der Hermite’schen 


Form S sein; in der Summe durchliuft h die Exponenten séimmtlicher 
Elementartheiler der charakteristischen Function der Substitution <A, 


welche fiir Groéssen vom absoluten Betrage 1 verschwinden. E (*) be- 


deutet die grisste in 2 enthaltene ganze Zahl. 
, I 
a >s+2) 2()- 


§ 6. 
Folgerungen aus der Ungleichheit des § 5. 
Aus der Ungleichheit: 


¢>s+>) (4) 


ergeben sich eine Reihe von wichtigen Folgerungen: 

a) Die charakteristische Gleichung einer linearen Substitution, welehe 
mit ihrer conjugirt imagindren eine Hermite’sche Form von nicht ver- 
schwindender Determinante mit der Charakteristik q' in sich tberfihrt, 
kann hichstens 2q' Wurzeln, welche nicht vom absoluten Betrage 1 
sind, haben, sie muss also im Minimum n —2q' Wurzeln vom ab- 
soluten Betrage 1 besitzen; hat die charakteristische Gleichung nur genau 


*) Die Summe der Exponenten aller derjenigen Elementartheiler, welche fiir 
Gréssen, die nicht vom absoluten Betrage 1 sind, verschwinden, muss wegen des 
Satzes pag. 3 eine gerade Zahl, 2s, sein. 
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n—2q’ Wurzeln vom absoluten Betrage 1, so gehiren diese Wurzeln 
vom absoluten Betrage 1 zu einfachen Elementartheilern. 

b) Die charakteristische Gleichung einer linearen Substitution, welche 
mit ihrer conjugirt imagindren eine Hermite’sche Form von nicht ver- 
schwindender Determinante mit der Charakteristik q' in sich iiberfiihrt, 
kann niemals mehr als q’ Elementartheiler haben, die nicht einfach 
sind. Hat die charakteristische Gleichung genau q' Elementartheiler, 
die nicht einfach sind, so sind diese zwei- oder dreifach. Hat die 
charakteristische Gleichung genau q’ dreifache Elementartheiler, so besitet 
sie ausnahmslos Wurzeln vom absoluten Betrage 1. 

c) Die charakteristische Gleichung einer linearen Substitution, welche 
gemeinsam mit ihrer conjugirt imagindren eine Hermite’sche Form von 
nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik q’ in sich 
iiberfiihrt, muss, falls die Zahl der Variablenpaare n> 3q’' ist, 
wenigstens n — 3q'-einfache Elementartheiler haben. Besitat die charakte- 
ristische Gleichung genau n — 3q’-einfache Elementartheiler, so besitzt 
sie nur Wurzeln vom absoluten Betrage 1; die nicht einfachen Elementar- 
theiler sind in diesem Falle vom Grade 3. 

Aus jedem dieser drei Sitze folgt unmittelbar das Frobenius’ sche 
Theorem iiber definite Hermite’sche Formen (q’=0), niimlich, dass 
die charakteristische Function jeder linearen Substitution, welche ge- 
meinsam mit der conjugirt imaginiren eine definite Hermite’sche Form 
in sich iiberfiihrt, nur einfache Elementartheiler besitzt und diese aus- 
sehliesslich fiir Gréssen vom absoluten Betrage 1 verschwinden, Ich 
habe diesen Satz selbstiindig wiedergefunden und ohne Kenntniss von 
der Arbeit des Herrn Frobenius ,,Ueber die principale Transformation 
der Thetafunctionen“ (Journ. f. d. r. u. ang. Math. Bd. 95) zu haben, 
auch in den Comptes rendus vom 20. Juli 1896 verdéffentlicht. Dieses 
Theorem ist, wie man sieht, nur der erste und einfachste Fall in einer 
ganzen Kette ahnlicher Sitze. Fiir g’= 1 z. B. erhilt man die folgen- 
den Resultate, Die charakteristische Function einer linearen Substitu- 
tion, die mit ihrer conjugirt imaginiiren eine Hermite’sche Form von 
nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik q’ = 1 in 
sich iiberfiihrt, besitzt entweder: 


1) » einfache Elementartheiler, die fiir » Wurzeln vom absoluten 
Betrage 1 oder fiir » — 2 Wurzeln vom absoluten Betrage 1 und zwei 


Wurzeln d und 5 , welche letztere nicht den absoluten Betrag 1 haben, 


verschwinden, (d und d sind conjugirt imaginare Groéssen) 
oder: 


2) » Wurzeln vom absoluten Betrage 1, die zu » — 2 einfachen 


und einem zweifachen oder zu » — 3 einfachen und einem dreifachen 
Elementartheiler gehéren. 
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Die obigen Sitze lassen sich bei der Behandlung der von Herrn 
Fuchs in der citirten Arbeit charakterisirten Classe linearer homogener 
Differentialgleichungen mit grossem Vortheil verwenden, Man erhiilt 
z. B. unter anderem folgende Resultate: 

Es sei eine lineare homogene Differentialgleichung n't Ordnung 
mit eindeutigen Coefficienten gegeben. Wenn es eine von einem 
Fundamentalsystem von Integralen mu, , w., 3, - +. Un dieser Differential- 
gleichung und deren coujugirt imaginiiren Werthen fi,, @,, @;..- Un 
gebildete definite Hermite’sche Form giebt, welche durch die beliebigen 
Umliufen um simmtliche singulire Punkte der Differentialgleichung 
entsprechenden linearen Substitutionen der Integrale u,, w.,.. + Ua und 
deren conjugirt imaginiren Substitutionen ungeindert bleibt, und wenn 
zwischen den Gréssen u,.@; keine lineare homogene Relation mit 
constanten Coefficienten statt hat, so giebt es fiir jeden singuliren 
Punkt ” verschiedene Integrale der Differentialgleichung, welche ein 
sogenanntes Fuchs’sches kanonisches Fundamentalsystem bilden und 
sich beim Umlauf um den betreffenden singuliren Punkt bis auf 
multiplicative Constante vom absoluten Betrage 1 reproduciren. 

Bleibt eine Hermite’sche Form mit der Charakteristik g’ invariant, 
so gilt das folgende Theorem: 

Wenn es eine von einem Fundamentalsystem von Integralen 
Hy Mo» +. Mn einer linearen homogenen Differentialgleichung mit ein- 
deutigen Coefficienten und den conjugirt imaginiren Werthen u, @,... fn 
gebildete Hermite’sche Form von nicht verschwindender Determinante 
mit der Charakteristik g’ giebt, welche durch die beliebigen Umliufen 
um singuliire Punkte der Differentialgleichung entsprechenden linearen 
Substitutionen der Integrale u,u....u, und deren conjugirt imaginare 
Substitutionen ungeindert bleibt, und wenn zwischen den Grossen u,. «; 
keine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten statt 
hat, so giebt es fiir jeden singuliren Punkt der Differentialgleichung 
wenigstens » — 2q’ Integrale der Differentialgleichung, welche einem 
sogenannten kanonischen Fuchs’schen Fundamentalsystem in Ham- 
burger’sche Untergruppen zerlegt, angehéren und die sich beim Umlauf 
um den betreffenden singuliiren Punkt bis auf multiplicative Constante 
reproduciren. Ein derartiges kanonisches Fuchs’sches System enthilt 
also im Maximum 2q’ Integrale, welche mit Logarithmen behaftet sind. 
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§ 7. 
Existenzsitze bei linearen Substitutionen, die mit ihren conjugirt 
imaginéren eine Hermite’sche Form von nicht verschwindender 
Determinante in sich iberfihren. 


Weiss man von einer linearen Substitution A, ihre charakteristische 
Function erfiillt die als nothwendig und hinreichend erkannten Be- 
dingungen, damit A mit der conjugirt imagindren Substitution eine 
bilineare Form mit conjugirt imagindren Variablen von nicht ver- 
schwindender Determinante in sich tiberfiihrt, so transformirt A mit 
ihrer conjugirt imagindren Substitution auch eine Hermite’sche Form 
von nicht verschwindender Determinante in sich. 

Wihrend der obige Satz die Existenz einer Hermite’schen form 
aussagt, ist das folgende Theorem in gewisser Beziehung die Um- 
kehrung des voraufgegangenen; es thut die Existenz von linearen 
Substitutionen, bei denen die Hermite’sche Form invariant bleibt, dar. 

Es sei eine beliebige Hermite’sche Form von nicht verschwindender 
Determinante mit n Variablenpaaren und der Charakteristik q’ gegeben. 
Ferner sei eine beliebige charakteristische Function vom Grade n vor- 
gelegt; die stimmtlichen verschiedenen Wurzeln derselben seien: 

d,d,-+- a zi ac"g und 9i9o+-+9 
wobei die Grissen g vom absoluten Betrage 1 scien, die Gréssen d hin- 
gegen nicht den absoluten Betrag 1 haben. 

Die Elementartheiler, welche fiir zwei der zugeordneten Grissen d 


und = verschwinden, seien stets paarweise von gleichem Grade vor- 
handen. Gilt dann zwischen den Elementartheilerexponenten der charakte- 


ristischen Function und der Charakteristik q' der Hermite’schen Form 
die fundamentale Ungleichheit: 


, I 
q’ >s+ >) E(4), 
wobei 2s die Summe aller zu 


1 1 
d, dy +++ dh ae 
1 t 


gehorigen Elementartheilerexponenten bedeutet und in Ps E (=) die 
Grosse h alle zu 9; 9... . g; gehorigen Elementartheilerexponenten durch- 
léuft, schliesslich E (*) die grisste in enthaltene ganze Zahl bedeutet, 


so giebt es stets eine lineare Substitution, welche die vorgegebene charakte- 
ristische Function besitet und gemeinsam mit der conjugirt imagindren 
Substitution die gegebene Hermite’sche Form mit der Charakteristik q 
in sich tiberfiihrt. 
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§ 8. 
Weitere Saitze iiber die Charakteristik einer Hermite’schen Form; 
neue Definitionen der Charakteristik. 


Der zuletzt angegebene Satz zeigt, die Charakteristik einer Her- 
mite’schen Form, welche nach dem Fundamentalsatz des § 5 als eine 
nicht iiberschreitbare Grenze erscheint, kann von der Zahl s +>) E (*) 
auch stets .erreicht werden. Hieraus ergiebt sich eine Reihe von 
interessanten Folgerungen : 

Fiir die charakteristische Function einer linearen Substitution, welche 
gemeinsam mit ihrer conjugirt imagindren eine Hermite’sche Form von 
nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik q' in sich 
tiberfiihrt, gelten folgende Siitze: 

Der hichste Exponent eines Elementartheilers der charakteristischen 
Function, welcher fiir eine Grisse vom absoluten Betrage 1 verschwindet, 
ist gleich 2q' +-1. Es giebt auch ausnahmslos eine lineare Substitution, 
welche gemeinsam mit ihrer conjugirt-imagindren Substitution eine ge- 
gebene Hermite’sche Form von nicht verschwindender Determinante mit 
der Charakteristik q' in sich tiberfiihrt wnd deren charakteristische Funce- 
tion fiir eine beliebig vorgegebene Grisse vom absoluten Betrage 1 mit 


dem Elementartheilerexponent 2q'-+-1 verschwindet. Falls q' = = ist, 
so ist 2q' statt 2q°'+ 1 als Maximum zu nehmen. 

Hieraus folgt: 

Ist 4 der hichste Elementartheilerexponent, der zu einer Grosse 
vom absoluten Betrage 1 der charakteristischen Gleichung einer linearen 
Substitution, die gemeinsam mit ihrer conjugirt imagindren eine Her- 
mite’sche Form von nicht verschwindender Determinante in sich tiber- 
fiihrt, gehiren kann, so ist die Charakteristik q' der Hermite’schen Form 
gleich der gréssten ganzen Zahl, die in z enthalten ist. 


Dieser letzte Satz enthiilt eine neue Definition der Charakteristik 
einer Hermite’schen Form. Man kann die Charakteristik einer Hermite’- 
schen Form von nicht verschwindender Determinante ausgehend von 
den linearen Transformationen, welche die Form in sich transformiren, 
auch noch auf die folgenden verschiedenen Arten definiren : 

Die Charakteristik einer Hermite’schen Form von nicht verschwin- 
dender Determinante ist der hichste Elementartheilerexponent, welcher 
bei der charakterislischen Function irgend einer linearen Substitution, 
die in Verbindung mit ihrer conjugirt imagindren Substitution die 
Hermite’sche Form in sich transformirt, auftreten kann und thatstchlich 
auftritt, wenn dieser Elementartheiler fiir eine Grosse, die nicht den 
absoluten Betrag 1 hat, verschwindet. 
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Die Maximalanzahl stéimmtlicher verschiedener Wurzeln 


ye 1 1 


d, d, ‘ 

denen nicht der absolute Betrag 1 zukommt und welche die charakteristische 
Gleichung einer linearen Substitution, die gemeinsam mit ihrer conjugirt 
imagindren eine Hermite’sche Form von nicht verschwindender Deter- 
minante in sich transformirt, besitzen kann, ist das Doppelte der 
Charakteristik der Hermite’schen Form. 

Die Anzahl derjenigen Elementartheiler vom zweiten Grade der 
charakteristischen Function einer linearen Substitution, welche in Gemein- 
schaft mit ihrer conjugirt imagindren Substitution eine Hermite’sche Form 
von nicht verschwindender Determinante in sich tiberfiihrt , giebt fiir thr 
Maximum, falls diese Elementartheiler fiir Grissen vom absoluten Be- 
trage 1 verschwinden, die Charakteristik der Hermite’schen Form an. 

Fiir die charakteristische Function einer linearen Substitution, die 
mit ihrer conjugirt imaginaren eine Hermite’sche Form von nicht ver- 
schwindender Determinante in sich transformirt, folgt aus der funda- 
mentalen Ungleichheit auch noch folgender Satz: 

Die hichste Anzahl Elementartheiler der charakteristischen Function, 
welche beliebig vom 2*" oder 3" Grade sind und fiir Grissen vom absoluten 
Betrage | verschwinden, reprasentirt, falls n > 3 q’ ist, die Charakteristik 
der Hermite’schen Form. 

Der letzte Satz enthilt eine Annahme; daher kann er nicht zu 
einer neuen Definition der Charakteristik einer Hermite’schen Form 
dienen. Die aufgestellten Theoreme werden, wie ich hoffe, die Ein- 
fiihrung des Begriffes ,,Charakteristik einer Hermite’schen Form von 
nicht verschwindender Determinante“ vollauf rechtfertigen. Die her- 
geleiteten Definitionen, welche die Charakteristik einer Hermite’schen 
Form, ausgehend von den charakteristischen Functionen der linearen 
Substitutionen, welche die Hermite’sche Form in sich transformiren, 
zu bestimmen gestatten, begriinden vielleicht auch den fiir die Zahl q 
eingefiihrten Namen ,,Charakteristik“. 


“a 
d, ’ 


Wir wenden uns jetzt zu der reellen Transformation einer reellen 
quadratischen Form mit reellen Variablen von nicht verschwindender 
Determinante in sich. Bisher sind mit Ausnahme eines einzelnen von 
Herrn Voss stammenden Satzes (Ueber die cogredienten Transforma- 
tionen einer bilinearen Form in sich selbst. Abhandlungen der Kgl. 
bayerischen Akademie. Jahrgang 1890, p. 272) nur die reellen ortho- 
gonalen Substitutionen Gegenstand der Untersuchung gewesen. 
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§ 9. 
Charakteristik einer reellen quadratischen Form. 


Eine jede reelle quadratische Form von nicht verschwindender 
a=n B=n 


Determinante S -> z= SapXeXpg, bei welcher 5,5 = Sgq reelle Gréssen 
a=1 f=1 

bedeuten, kann durch eine und sogar durch unendlich viele reelle 

lineare Substitutionen: 


2:= 
Le — Di Poste @eomil;2...n, 


wobei die Substitutionsdeterminante von Null verschieden ist, in die 
congruente Normalform 
G= Sk De 

a=1 a=q¢-+1 
iibergefiihrt werden. Auf welche Weise auch diese Verwandlung ge- 
schehen mag, so hat die Zahl g, welche nach Sylvester der Trigheits- 
index der reellen quadratischen Form heisst, denselben unverianderlichen 
Werth*). Wie bei den Hermite’schen Formen spielt im Folgenden die 
kleinere der zwei Zahlen g und nm — q eine wesentliche Rolle. Die 
kleinere der zwei Zahlen q und n — q sei mit q’ bezeichnet und heisse 
die Charakteristik der reellen quadratischen Form S von nicht ver- 
schwindender Determinante: 

q'= ¢ 6S}: 

=? 

Ehe wir auf die Bedeutung, welche der Charakteristik zukommt, 
eingehen, geben wir folgendes Theorem, das aus dem von Herrn 
Frobenius (Journ, f. d. r. u. ang Math. Bd, 84, p. 41) aufgestellten 
fundamentalen Satz sich sofort ergiebt, wenn man die Kigenschaft der 
Substitution reell zu sein beachtet: 

Damit eine reelle lineare Substitution A eine reelle quadratische 
Form S von nicht verschwindender Determinante in sich transformirt, 
ist nothwendig, dass die charakteristische Function der linearen Sub- 
stitution Elementartheiler von gleichem Grade besitet, welche zu vieren 
auftreten und falls einer derselben fiir irgend eine imagindre Grosse d, 
die nicht den absoluten Betrag 1 hat, verschwindet, so miissen die 


*) Beziiglich des Triigheitsgesetzes der reellen quadratischen Formen vgl. 
die Aufsitze von Jacobi, Herrn Hermite und Borchardt im Journ. f, d. r. 
u. ang. Math. Bd. 53:, p. 265 ff. 
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anderen drei fiir d, + A 7 Null werden; ausserdem hat die charakte- 
ristische Function Elementariheiler von gleichem Grade, die paarweise 
auftreten und fiir zwei reciproke reelle oder zwei reciproke imaginire 
Wurzeln vom absoluten Betrage 1 verschwinden; eine Ausnahme kinnen 
nur die Wurzeln + 1 oder — 1 der charakteristischen Gleichung, falls 
zu ihnen ungerade Exponenten der Elementartheiler gehiren, machen. 

Beachtet man den zuletzt ausgesprochenen Satz und das Theorem 
auf pag. 563, so erhilt man folgenden Fundamentalsatz: 

Fiihrt eine lineare reelle Substitution A eine reelle quadratische 
Form S von nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik 
q’ in sich iiber und ist 2s die Summe der Exponenten aller derjenigen 
Elementartheiler der charakteristischen Function der linearen Substitution 
A, welche fiir Grissen, die nicht den absoluien Betrag 1 haben, ver- 


schwinden, so kann die Zahl s +> E (*) niemals grisser als die 
Charakteristik q’ der reellen quadratischen Form S sein; hierbei ist 


s=—s +25; > E(G)—2 > U()+ > 4(%)- 
2s, ist die Summe der Exponenten aller derjenigen Elementartheiler der 
charakteristischen Function der Substitution A, welche fiir siimmiliche 
reelle von der positiven und negativen Einheit verschiedene Grissen ver- 
schwinden; 4s, ist die Summe der Exponenten aller derjenigen Elementar- 
theiler der charakteristischen Function von A, welche fiir sdéimmiliche 
imagindre Grodssen, die nicht den absoluten Betrag 1 haben, verschwinden. 


In a E (*) durchliuft h, die Werthe aller Exponenten von Elementar- 
theilern der charakteristischen Function, welche fiir die Grissen g, 9». . .9;, 


verschwinden; hierbei seien 9, G2. - + 9j, 9; Jo +++ G;, Ue stéimmtlichen ver- 
schiedenen imagindren Wurzeln der charakteristischen Function von A, 


welche den absoluten Betrag 1 haben. In ie E (*) durchlaufe h, alle 
Exponenten siimmtlicher fiir die positive und negative Einheit verschwin- 
dender FElementartheiler. E (“) bez. E (>) bedeuten die grissten in 
* bez. * enthaltenen ganzen Zahlen: 


g>st+ SES); s—5, +25; 


#(2)= 2D HH) + DI 2(%): 
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§ 10. 
Folgerungen aus der fundamentalen Ungleichheit des § 9. 


Aus der im vorigen Paragraphen |aufgestellten Ungleichung kénnen 
wir genau dieselben Schliisse wie im § 6 ziehen. Es ergiebt sich: 

a) Die charakteristische Gleichung einer reellen linearen Substitution, 
welche eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender Deter- 
minante mit der Charakteristik q’ in sich tiberfiihrt, kann hochstens 2q' 
Wurzeln, welche nicht vom absoluten Betrage 1 sind, haben; sie muss 
also im Minimumn—2q' Wurzeln vom absoluten Betrage 1 besitzen; hat 
die charakteristische Gleichung nur genau n—2q’ Wurzeln vom absoluten 
Betrage 1, so gehiren diese Wurzeln vom absoluten Betrage 1 zu ein- 
fachen Elementartheilern. 

Ebenso bleiben die Satze b) und ¢c) des § 6 bei der reellen Trans- 
formation einer reellen quadratischen Form von nicht verschwindender 
Determinante in sich unverandert giiltig. 

Aus jedem dieser drei Siitze a), b), c) folgt als unmittelbare Conse- 
quenz und als Specialfall das Theorem iiber definite reelle quadratische 
Formen (q’= 0) und im besonderen von den reellen orthogonalen Sub- 
stitutionen. Sehr einfach gestalten sich auch die verschiedenen Fiille, 
welche die charakteristische Function einer linearen reellen Substitution, 
die eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender Determi- 
nante mit der Charakteristik q’ = 1 in sich iiberfiihrt, aufweisen kann. 
Die charakteristische Function besitzt entweder: 

1) » einfache Elementartheiler, die fiir » Wurzeln vom absoluten 
Betrage 1 oder fiir » — 2 Wurzeln vom absoluten Betrage 1 und zwei 
reciproke reelle von der Kinheit verschiedene Wurzeln verschwinden 
oder: 

2) n Wurzeln vom absoluten Betrage 1, weiche zu n — 3 einfachen 
und einem dreifachen Elementartheiler gehéren, der letztere versch windet 
stets fiir die positive oder negative Hinheit. 

Der oben erwahnte Voss’sche Satz ist ein Specialfall dieser zuletzt 
ausgesprochenen Theoreme. Unter Einfiihrung des Begriffes ,,Charakte- 
ristik“ lautet der von Herrn Voss stammende Satz folgendermassen: 

»lst « eine imaginaére Wurzel der charakteristischen Gleichung 
einer reellen linearen Substitution, welche eine reelle quadratische 
Form von nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik 
q’ =1 in sich therfiihrt, so hat « den absoluten Betrag 1 und die 
zu dieser Wurzel gehérigen Elementartheiler sind simmtlich einfach.“ 

Herr Voss spricht von Formen, die in ihrer Tangentialmannig- 
faltigkeit definit sind. Aus den fiir reelle quadratische Formen mit 
der Charakteristik g’ = 1 aufgestellten Satzen folgt bei Beachtung des 
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schon oben citirten Kronecker’schen Theorems folgendes zahlentheo- 
retisches Ergebniss: 

Die charakteristische Gleichung einer nicht periodischen linearen 
ganzzahligen Substitution, welche eine reelle quadratische Form von 
nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik q' = 1 in 
sich transformirt, besitet entweder zwei reelle reciproke von der Einheit 
verschiedene Wurzeln, die dann irrational sind, oder die Wurzel + 1 
bez. — 1 mit einem dreifachen Elementartheiler. Im letzteren Fall hat 
die charakteristische Gleichung nur Einheitswurzeln. 

Fir q’=2 kann man ein dem Voss’schen Satz ihnliches Theorem 
aussprechen : 

Ist a eine imaginére Wurzel der charakteristischen Gleichung einer 
reellen linearen Substitution, welche eine reelle quadratische Form von 
nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik q' = 2 in 
sich iiberfiihrt, und es ist bekannt, die charakteristische Gleichung besitzt 
entweder eine reelle von der Einheit verschiedene Wurzel oder einen 
nicht einfachen Elementartheiler, der fiir die positive oder negative Ein- 
heit verschwindet, so hat « den absoluten Betrag 1 und die zu dieser 
Wurezel gehorigen Elementartheiler sind stimmtlich einfach. 


§ 11. 


Existenzsaitze bei reellen linearen Substitutionen, welche eine reelle 
quadratische Form in sich transformiren. 


Die von uns oben als nothwendig angegebenen Bedingungen, damit 
eine reelle lineare Substitution eine reelle quadratische Form von nicht 
verschwindender Determinante in sich transformire, sind auch fiir die 
Existenz einer reellen quadratischen Form von nicht verschwindender 
Determinante, welche durch die gegebene reelle lineare Substitution in 
sich dibergefiihrt wird, hinreichend. 

Es gilt ferner der weitere Existenzsatz: 

Es sei eine beliebige reelle quadratische Form von nicht verschwin- 
dender Determinante mit n Variablen und der Charakteristik q' gegeben. 
Ferner sei eine charakteristische Function n‘ Grades vorgelegt; diese 
charakteristische Gleichung mége den Bedingungen geniigen, die wir 
pag. 569 als nothwendig angaben, damit sie tiberhaupt die charakteristische 
Function von einer reellen linearen Substitution, welche irgend eine 
reelle quadratische Form von nicht verschwindender Determinante in sich 
transformirt, vorstellen kann. Gilt dann zwischen der Charakteristik 
q’ der reellen quadratischen Form und den Elementartheilerexponenten 
der vorgelegten charakteristischen Function die Relation: 


q = 5, +28, +2 > E(@) + >) £(%), 








wy 
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in welcher alle Zahlen dieselbe Bedeutung wie pag. 570 haben, dann 
giebt es auch stets*eine reelle lineare Substitution, welche die vorgegebene 
charakteristische Function besitet und die gegebene reelle quadratische 
Form in sich transformirt. 

Ein Specialfall dieses Theoremes ist der folgende Satz von Herrn 
Stickelberger*): Es ist méglich, eine reelle orthogonale Substitution 
zu bilden, deren charakteristische Function beliebig vorgeschriebene 
einfache Elementartheiler hat, vorausgesetzt dass die Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung alle den Modul 1 haben und die imagi- 
niiren paarweise conjugirt sind. 


Der obige Existenzsatz bleibt auch fiir die Ungleichheit 


, ¢ ¢ i 
q >s, +2842 EG)+ > EF) 
richtig, falls q’—q, eine gerade Zahl ist oder falls bet wngeradem 
Werthe von q’ — q, die vorgegebene charakteristische Function wenigstens 


einen Elementartheiler besitet, der fiir +1 oder — 1 verschwindet und 
einen ungeraden Exponenten hat; hierbei ist 


q = 58, +2, +2 >) ECS) + >) E(3)- 


Bei ungeradem » muss die charakteristische Function stets + 1 
oder — 1 mit einem ungeraden Elementartheilerexponenten zur Wurzel 
haben; mithin ist fiir ungerades m und g’ — q, gleich einer ungeraden 
Zahl unsere Annahme stets erfiillt; fiir ungerades n gilt also der 
Existenzsatz, falls q' > q,, ausnahmslos. 

Fiir gerades und g’ — q, gleich einer ungeraden Zahl gilt der 
Existenzsatz, falls g’ > q,, nicht mehr ausnahmslos. Ich gebe folgen- 
des Theorem, aus dem dies ersichtlich wird: 

Die charakteristische Function einer reellen linearen Substitution, 
welche eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender Deter- 
minante mit einer ungeraden Zahl als Charakteristik in sich tiberfihrt, 
kann nicht ausschliesslich imagindére Wurzeln vom absoluten Betrage 1 
mit einfachen Elementartheilern besitzen. 


§ 12. 
Weitere Sitze iiber die Charakteristik einer reellen quadratischen 
; Form. 


Aus den Existenzsiitzen des vorigen Paragraphen ergeben sich die 
folgenden Resultate : 


Fiir die charakteristische Function einer reellen linearen Substitution,. 





*) Ueber reelle orthogonale Substitutionen. 1877. Ziiricher Programmab- 
handlung. 
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welche eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender Deter- 
minante mit der Charakteristik q’ in sich iiberfiihrt, gelten folgende Sdtze: 

Der hichste Exponent eines fiir die positive oder negative Einheit 
verschwindenden LElementartheilers der charakteristischen Function ist 
gleich 2q'-+ 1. Es giebt auch ausnahmsilos eine reelle lineare Sub- 
stitution, welche eine reelle gegebene quadratische Form von nicht ver- 
schwindender Determinante mit der Charakteristik q' in sich diberfiihrt 
und deren charakteristische Function fiir die positive oder negative Einheit 
mit dem Maximum 2q' + 1 als Elementartheilerexponent verschwindet. 

‘alls q’ = _ ist, muss man 2q'— 1 statt 2q’-+ 1 nehmen. 

Hieraus folgt: 

Ist eine reelle quadratische Form von nicht verschwindender Deter- 
minante von n Variablen gegeben und weiss man, dass bei geradem n 


n 


die Charakteristik der Form nicht gleich — ist, so ist die Charakteristik 


der Form gleich der grissten in 5 enthaltenen ganzen Zahl; hierbei ist 


4 der hichste Elementartheilerexponent, der zu der positiven oder negativen 
Einheit bei der charakteristischen Function einer reellen linearen Sub- 
stitution, welche die reelle quadratische Form in sich transformirt, 
gehoren kann. 

Ausnahmslos wird die Charakteristik einer reellen quadratischen 
Form von nicht verschwindender Determinante durch folgende Sitze 
festgelegt : 

Die Charakteristik einer reellen quadratischen Form von nicht ver- 
schwindender Determinante ist das Maximum fiir den Elementartheiler- 
exponenten, welches bet der charakteristischen Function irgend einer 
reellen linearen Substitution, welche die reelle quadratische Form in sich 
transformirt , auftreten kann und auch wirklich auftritt, wenn dieser 
Elementartheiler fiir eine reelle von der positiven und negativen Einheit 
verschiedene Grodsse verschwindet. 

Die hichste Anzahl stimmtlicher verschiedener reeller Wurzeln 

es 1 
d,d,... a, ad, ad, ° d,? 
welche nicht gleich der positiven oder negativen Einheit sind, und welche 
die charakteristische Gleichung einer reellen linearen Substitution, die 
eine vorgelegte reelle quadratische Form von nicht verschwindender 
Determinante in sich transformirt, besitzen kann, ist das Doppelte der 
Charakteristik der Form. 

Fiir die charakteristische Function einer reellen linearen Substitu- 
tion, welche eine quadratische form von nicht verschwindender Deter- 
minante mit der Charakteristik q’ in sich transformirt, gelten noch 
folgende Siatze: 
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Der hichste Elementartheilerexponent, welcher zu einer imagindren 
Wurzel der charakteristischen Gleichung, falls die Wurzel nicht den 


absoluien Betrag 1 hat, gehiren kann, ist die Zahl E (¢ )- Es giebt 


auch stets reelle lineare Substitutionen, welche eine gegebene reelle quadra- 
tische Form von nicht verschwindender Determinante mit der Charakte- 
rvistik q' in sich diberfiihren wnd deren charakteristische Function eine 
beliebig vorgegebene imaginire Grosse, die nicht den absoluten Betrag 1 


hat und welcher der hichste mégliche Elementartheilerexponent E (4) 
zukommt, zur Wurzel haben. 

Die Anzahl stimmitlicher verschiedener imagindrer Wurzeln, die 
nicht den absoluten Betrag 1 haben, welche die charakteristische Glei- 
chung einer reellen linearen Substitution, die eine reelle quadratische 
Form von nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik q 


in sich transformirt, im Maximum besitet, ist 4E (4) d. h. gleich 2q 


oder 2q' — 2, je nachdem q' eine gerade oder ungerade Zahl ist. 

Die Anzahl derjenigen Elementartheiler der charakteristischen Func- 
tion einer reellen linearen Substitution, welche eine reelle quadratische 
Form von nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik q' 
in sich iiberfiihrt, ist im Maximum, falls dieselben fiir die positive oder 
negative Einheit verschwinden und sitimmtlich die Exponenten 2 besitzen, 
gleich q’ oder q'— 1, je nachdem q’ eine gerade oder ungerade Zahl ist*). 
Dieses Maximum ist auch stets erreichbar. 

Die hichste Anzahl Elementartheiler der charakteristischen Function 
einer reellen linearen Substitution, welche eine reelle quadratische Form 
von nicht verschwindender Determinante mit der Charakteristik q' in 
sich transformurt, ist, wenn dieselben fiir die positive oder negative Ein- 
heit verschwinden und die Exponenten 2 oder 3 besitzen, wobei Ele- 
mentartheiler zweiten Grades stets paarweise auftreten miissen, die 
Charakteristik der reellen quadratischen Form; hierbei gilt die Annahme 


n> 3q’. 


Die Charakteristik einer reellen quadratischen Form von nicht 
verschwindender Determinante befindet sich also, wie wir gesehen, 
im innigsten Zusammenhang mit den reellen Transformationen der 
Form in sich. Besonders beachtenswerth erscheint mir das Ergebniss, 
dass man ausgelend von allen reellen Transformationen, welche eine 
reelle quadratische Form in sich transformiren, die Charakteristik der 
Form definiren kann. 


Betrachtet man alle reellen quadratischen Formen von nicht ver- 


*) Die fiir die positive oder negative Einheit verschwindenden Elementar- 
theiler mit geraden Exponenten miissen stets paarweise auftreten (vgl. pag. 570). 
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schwindender Determinante mit gleichvielen Variablen und gleichem 
Werthe der Charakteristik als zu derselben Formenclasse gehérig, so 
reprasentirt die Charakteristik eine literale Invariante in folgendem 
Sinne: Sie legt unter den charakteristischen Functionen, welche tber- 
haupt bei reellen Transformationen reeller quadratischer Formen von 
nicht verschwindender Determinante in sich auftreten kénnen, die- 
jenigen besonderen fest, welche sich bei der Transformation von Formen 
der vorgelegten Classe darbieten; umgekehrt kann man die Charakte- 
ristik der Formenclasse aus den zugeordneten charakteristischen Func- 
tionen erschliessen. 




















Ueber das Analogon des Riemann-Roch'schen Satzes in der 
Theorie der algebraischen Zahlen. 


Von 


Grora Lanpssere in Heidelberg. 


In einer in diesen Annalen verdffentlichten Abhandlung (Bd. L, 
S. 333) habe ich gezeigt, dass der sogenannte Riemann- Roch’ sche 
Satz in seiner allgemeinsten Gestalt aus einem Theoreme der arith- 
metischen Theorie der algebraischen Functionen resultirt, welches fiir 
den hier vorliegenden Zweck in folgender Weise formulirt sein mag. 

In einem K6rper algebraischer Functionen, welcher aus der irre- 
ductibelen Gleichung entspringt: 


(1) boy" + byt +--+ + bniy th, =0, 

deren Coefficienten 0), b,,... 6, ganze rationale Formen gleicher 
Dimension der beiden homogenen Verinderlichen x, und 2, sind, mag 
die Gesammtheit der ganzen algebraischen Formen, welche in einer 


beliebig gegebenen Punktgruppe © der zugehérigen Riemann’schen 
Fliche verschwinden, die Basis 


(2) %,, O,,... 9, 


besitzen, derart, dass jede derartige Form ® dargestellt werden kann 
in der Gestalt 


(3) D = UO, + UD, + +++ + UO, 
WOriN U,, U.,-.. Un ganze rationale Formen von x, und 2, bedeuten. 


Bezeichnet man nun die Conjugirten der Form @, mit 9,, ;, .. OW 
und bildet zu dem quadratischen Systeme : 


oe G® ...& ' 
(4) sateen 

0”) OM)... OM) 
das reciproke System 








578 Gzora Lanpsperc. 


% % ..c 


, ” 


(5) Xe Xe e+ Xa™ 
SM .-omee 
so sind die Elemente der h'" Zeile des Systemes die Conjugirten einer 
algebraischen Form X, des Kérpers, welche nirgends ausser in der ge- 
gebenen Punktgruppe & und im Verzweigungspolygon D*) der Riemann’- 
schen Fliche unendlich wird, und jede Form X, welche nirgends ausser 
in G und D unendlich wird, kann dargestellt werden in der Gestalt 
(6) X—=v,X, +X, +--+ + Xn, 
in welcher v,,0,,...Un ganze rationale Formen von x, und x, sind. 
Herr Hilbert theilte mir mit, dass das Analogon dieses Satzes 
in der Theorie der algebraischen Zahlkérper ebenfalls richtig ist. Um 
dieses Analogon aufzustellen, beachte man, dass der Gesammtheit der 
in der Punktgruppe G verschwindenden ganzen Formen ® in der Theorie 


der Zahlkérper ein beliebiges Ideal g entspricht und dass ein derartiges 
Ideal ebenfalls eine Basis hat 


(7) Pir Por +++ Pry 

welche der Basis (2) entspricht, und durch welche die Zahlen des Ideales 
linear und homogen mit ganzzahligen rationalen Coefticienten dargestellt 
werden kéunen (Hilbert’s Bericht tiber die Theorie der algebraischen 
Zahlkérper, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, 
Bd. 4, Berlin 1897, Satz 6). Man beachte ferner, dass dem Ver- 
zweigungspolygon D auf der Riemann’schen Fliche das Grundideal 
oder die Differente des Zahlkérpers entspricht. Denn wenn A’, A”,... A\”) 
die Conjugirten einer beliebigen ganzen Form A des Functionenkérpers 
bedeuten, so verschwindet die Differente 

d(A’) = (A’— A”) (A—A”)... (A —A™) 
im Verzweigungspolygon, und es ist kein weiterer Punkt der Rie- 
mann’schen Flaiche gemeinsamer Nullpunkt aller Differenten von ganzen 
Formen des Kérpers; dem analog ist aber der grésste gemeinschaft- 
liche Theiler aller Differenten von ganzen Zahlen des Zahlenkérpers, 
welcher identisch ist mit der Differente des Kérpers**) (Hilbert, ib., 
Satz 63). Demgemiss gelangt man zu folgendem arithmetischen Satze: 
Wenn das Ideal g eines Zahlkorpers n” Grades die Basis 


— Diy Pov ++ Pn 


*) Das Verzweigungspolygon besteht aus allen Verzweigungspunkten der 
Riemann’schen Fliche, wobei ein Punkt, in dem » Blitter der Fliche zusammen- 
hingen, (v—1)-fach zu zihlen ist. 

**) Die Verfoigung dieser Parallelen zwischen Zahl- und Functionenkérpern 
ist reizvoll und fruchtbringend; z. B. entspricht dem F ihrer eines reguliren 
Zahlenringes das Ideal der Doppelpunkte der Grundcurve des Functionenkérpers. 
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hat und zu dem aus den Basiszahlen und ihren Conjugirten gebildeten 
quadratischen Systeme: 


Py Po +++ Dn 


® ayy aera 
(n) _ (n) (n) 
Pi Pa. +e Da 
das System 
(ts OY 
(9) ; Me Ue oe % xy” 
Non 1%. 2 


reciprok ist, so sind die Elemente der hi Zeile des Systemes (9) die 
Conjugirten einer Zahl y, des Korpers, deren Nennerideal das Pro- 
duct aus g wnd der Differente » des Korpers oder ein Theiler dieses 
Productes ist, und jede Zahl x, deren Nennerideal ein Theiler von > 
ist, kann dargestellt werden in der Form 


(10) L= 41 + ge +++ + Unda, 
in welcher v,,V,,..++Un ganze rationale Zahlen sind. 

Der Beweis dieses von Herrn Hilbert aufgestellten Satzes kann 
aber in ganz ahnlicher Weise gefiihrt werden, wie ich in einer kiirzlich 
erschienenen Arbeit (Ueber Modulsysteme zweiter Stufe und Zahlen- 
riunge, Gottinger Nachrichten, 1897, S. 277, § III, Satz 1 und II) den 
speciellen Fall des Satzes erwiesen habe, in welchem das Ideal g die 
Gesammtheit aller ganzen Zahlen des Korpers ist. Durch Verall- 
gemeinerung der daselbst durchgefiihrten Betrachtungen gelangt man 
zu folgendem Beweisgange*). 

1) Wenn @ eine beliebige ganze Zahl des Kérpers bedeutet, so 
ist zufolge der Grundeigenschaften des Ideales g: 


(11) OD, = 121 Pr + ia P2 +++ + TanQn (h = 1,2,...%), 
wobei die Coefficienten 7,; gatiz und rational sind. Beachtet man nun, 


dass wegen der zwischen den Systemen (8) und (9) bestehenden Reci- 
procitiit die Gleichungen 


. 7 “ ° 
(12) Soo = 8,,, Do —9,, (gh, i= 1,2)... m) 
g g 


gelten, in welchen 0); fiir Null oder Eins steht, je nachdem die Indices 
h und i verschieden oder gleich sind, so folgen aus (12) die Relationen: 
(13) OX, = Tiny + Vente fess + Tartn (h=1,2,...0). 

Bildet man also den Modul [y,, %,.-. %n], d- i. das System aller 


*) Herr Hilbert hat seinen Beweis brieflicher Mittheilung zufolge auf 
anderem Wege geftihrt. 
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Summen ganzzahliger Vielfacher dieser n Zahlen, so hat derselbe die 
charakteristische Eigenschaft des Ideals, dass das Product aus einer 
beliebigen ganzen Zahl @ des Kérpers und einer Zahl des Moduls 
wiederum dem Modul angehért, und es wird also der Modul 


(14) [Sx1> SX%2r--- Sxn] 
ein Ideal sein, falls nur die Zahl € des Kérpers so gewihlt wird, dass 
die n Basiszahlen des Moduls stimmilich ganz werden. 


2) Ist @,, @,,...@, éine Basis des Systemes aller ganzen Zahlen 
des Korpers, 


(15) W = 0, @, + W2G. +++ + Wap 
die Fundamentalform des Korpers, 
(16) UU Dy HF My Po + +++ + Un Gn 


die Fundamentalform des Ideals g und bildet man die n Gleichungen: 
fu = WG, +H WG, +--+ + WMO, 
uw =u, ug, +--+ ug, 
(17) juw =ug, + up, +:---+ up, 





[ww == UY) p, + ul) @, -+ eee + ue , 
so ist die Determinante 
(18) R= |u), uy,...u%| (g=0,1,...m—1) 


eine primitive Form der 2n Unbestimmten u,,... Un, Wy... Wn. 
Denn zunichst hat man 


(19) we = wpa, + Wyo, +--+ wee, (g—=0,1,...n—1), 
worin die Determinante 
(20) W =|wi), wy), ... we)! (g=0,1,...%—1) 


eine ganzzahlige primitive Form der Unbestimmten w,, w,,... Wy ist 
(Hilbert, ib. Satz 35). Ferner ist zufolge der EKigenschaft (11): 

(21) UO, = U1 Py + Ma2Po ++ +>+ UanGe (h—1,2,...n), 
worin die «,; ganzzablige Linearformen der Unbestimmten «, , u.,... tn 
bedeuten. Indem man aus diesem Gleichungssysteme die simmitlichen 
conjugirten Systeme ableitet und von dem Multiplicationstheoreme der 
Determinanten Gebrauch macht, findet man die Gleichung: 

(22) N(u) = |mi| - N(g) (h,¢ = 1,2,...%); 
in welcher mit N(w) und N(g) die Normen der Linearform uw und des 


Ideales g bezeichnet sind; da aber der Quotient va nach den Funda- 
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mentalsatzen der Idealtheorie (Hilbert, ib. §§ 6 und 30) eine primitive 
Form ist, so ist auch die Determinante 


(23) U = |uai| (h, i= 1, 2,...m) 

eine primitive Form. Aus den Gleichungen (19) und (21) folgt nunmebhr: 
24 ul? bie w?! du ee gmt : 

(24) ee % ie Cet gpl 

also 

(25) R= UW, 


und da U und W primitiv sind, so hat auch R keinen Zahlentheiler. 

3) Aus den Gleichungen (17) kann man durch Uebergang zu den 
reciproken Systemen ein neues Gleichungssystem ableiten, durch welches 
die Frage entschieden wird, welche algebraischen Zahlen € den Modul 
(14) zu einem Ideale machen. Es sei nimlich 


(26) Gy(e; Wy, W,,.-. Wa) = (2 — Ww) (2—w")... (e—w™) = 0 
die Fundamentalgleichung des Kérpers, und es sei 
G, (23 Wy, We,-.- 
an Ga(t wut ++) 
= G,(w).2"—! + G,(w) 2? +--+ + Gye (w).2 + Gri (w), 
worin die Coefficienten G,(w) bestimmte ganze Functionen der Funda- 
mentalform w bedeuten, deren Grad durch den Index angegeben wird 
und in denen der Coefficient der héchsten Potenz von w gleich Eins 
ist. Beriicksichtigt man nun, dass aus der Gleichung (27) die Relationen: 
Gig (e0) -(00)9—1 Gy (0). Q0)P—E Lo fe ya (20) eG (0). Ba 
(h, i= 1,2,...0) 
folgen und macht man von den Formeln (12) Gebrauch, so ergiebt 
sich aus (17) folgendes wichtige Gleichungssystem : 
u.G'(w).y, = UG, (wv) + WG, _.(w) +---+ u—"G, (w), 
(28) u.G @). h = mG, i() we ive aw) “al “+ ul”) G, (w) 





u. @ (w). An = uo G._,(w) 4 WG. (w) <s me ue DG, (1). 


Multiplicirt man diese Gleichungen mit v,, v,,...V, und addirt, so 


erkennt man, dass die Form der 3m Unbestimmten w,... ta, v,... 
W,..+ Wn? 


(29) Y= G (w) . (Uy Dy Un Gn) «(OM Fenda), 
welche linear in Beziehung auf die u und die v, von der Dimension 
m—1 in Beziehung auf die Unbestimmten w ist, eine ganzzahlige 


Form ist, trotzdem die Coefficienten des dritten Factors gebrochen 
sind, denn es ist auch 


Uny 
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Y = > S$ Cont-9 (w) ul?) Vay 
h 


=1 g=0 
wo alle Coefficienten ganz sind. Aus dem in Nr. 2) bewiesenen Satze 
folgt aber des weiteren, dass die Form Y eine Einheitsform ist, d. h. 
dass ihre Coefficienten keinen gemeinsamen Idealtheiler haben. In der 
That, giibe es ein Primideal », welches in allen Coefficienten der 
Form ¥ aufginge, so miissten auch die in den Gleichungen (28) auf- 
tretenden Formen u.G'(w).y, durch » theilbar sein; da aber die 
Determinante R dieses Gleichungssystemes primitiv und also nicht 
durch » theilbar ist, so miisste 
G1 (w) =0, Gre (w) =0,... G,(w) =0, G.(w) = 0 (mod. p) 

sein, und das ist unmdglich, weil G,(w) — 1 ist. 

Nun ist der grésste Theiler der Coefficienten der Linearform u 
das Ideal g, der grésste Theiler der Coefficienten der Form G’(w) ist 
die Differente (das Grundideal) » des Korpers (Hilbert, ib. § 12); 
soll hiernach die Linearform 
(30) £(Y %1 + V2 2+ +++ + Unda) 
die Fundamentalform eines Ideales f) sein, so muss, weil 
(31) Wwe 
ist, € jedenfalls eine ganze Zahl und es muss iiberdies 
also € durch }g theilbar sein. Ist diese Bedingung aber erfiillt, so 
ist €¥ durch »g theilbar, woraus folgt, dass die Zahlen €y, simmtlich 
ganz sind, also der Modul 
(33) (Sx1» Sxo2r- ++ Sn) 
gleich dem Ideale }) ist. Damit also der Modul (33) ein Ideal ist, ist 


nothwendig und hinreichend, dass € eine ganze, durch dg theilbare Zahl 
des Kérpers sei, dann ist 


(Sa. Ste. ---$%e) = i. 


Damit ist der Satz dieser Note vollstiindig erwiesen. Insbesondere darf 
man fiir € die ganze rationale Zahl: 
9 = | 9) ? = N(g)’ . N(d) 
nehmen und wenn a 
I = 093 
gesetzt wird, so ist 
9 =(9k1> Glor-++GAn)- 
Heidelberg, den 28. November 1897. 














Gutachten, betreffend den dritten Band der Theorie der 
Transformationsgruppen von S. Lie anlasslich der ersten 
Vertheilung des Lobatschewsky-Preises*) 


erstattet durch 
Fevix Kiem in Gottingen. 


An die Physico-mathematische Gesellschaft der Kaiserlichen 
Universitét in Kasan. 


Geehrte Herren! 


Sie haben mir im Hinblick auf die demniichstige erste Vergebung 
des Lobatschewsky’schen Preises die ehrenvolle Aufforderurng zukommen 
lassen, ich solle mich iiber die Arbeiten von Sophus Lie betr. die 
Grundlagen der Geometrie, insbesondere iiber die im dritten Bande 
seiner Transformationsgruppen enthaltenen beziiglichen Entwickelungen 
gutachtlich fiussern und iiber dieselben im Zusammenhange mit dem 
gegenwiirtigen Standpunkte der Raumfrage Bericht erstatten. Ich ver- 
suche im Folgenden dieser Aufforderung zu entsprechen, so schwierig 
und verantwortungsvoll die Sache nach verschiedenen Richtungen er- 
scheinen mag. 

Nach § 5 der Statuten wird der Lobatschewsky-Preis fiir Werke 
iiber Geometrie, in erster Linie fiir solche itiber nichteuklidische Geo- 
metrie verliehen. Der § 6 stellt die weitere Bedingung, dass die Werke 
innerhalb der sechs der Verleihung des Preises vorangehenden Jahre 
gedruckt sein miissen, 

Aeusserlich genommen liegt daraufhin die Sache sehr einfach ; 
denn der von Prof. Lie eingesandte Band entspricht diesen Bedingungen 
nicht nur, sondern er ragt unter allen anderen Werken, die zum 
Vergleich kommen mégen, so unbedingt hervor, dass ein Zweifel tiber 
die Ertheilung des Preises kaum méglich sein diirfte. Hntscheidend 
fiir diese Beurtheilung der Héhe der wissenschaftlichen Leistung ist 
nicht nur die ausserordentliche Griindlichkeit und Schiirfe, mit welcher 
Lie im fiinften Abschnitte seines Buches das von ihm so genannte 
Riemann-Helmholtz’sche Raumproblem behandelt, sondern insbesondere 


der Universitit Kasan publicirten Original. 
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der Umstand, dass diese Behandlung so zu sagen als logische Folge 
der lang fortgesetzten schépferischen Arbeiten Lie’s auf dem Gebiete 
der Geometrie, insbesondere seiner Theorie der continuirlichen Trans- 
formationsgruppen erscheint, Ich méchte sagen, dass der § 5 der 
Statuten hier ebensosehr nach seinem speciellen wie nach seinem all- 
gemeinen Inhalte entscheidet. Die ausserordentliche Bedeutung, welche 
die Arbeiten von Lie fiir die Allgemeinentwickelung der Geometrie 
besitzen, kann nicht wohl iiberschitzt werden; ich bin iiberzeugt, dass 
dieselbe in den niichsten Jahren zu noch viel allgemeinerer Geltung 
kommen wird, als bisher. 

Sehr viel schwieriger erscheint nun aber, Ihnen einen Bericht zu 
liefern, der ebensowohl der Wichtigkeit der Sache entspricht, als 
Ihrer Gesellschaft einigermassen niitzlich sein kann. Die sehr aus- 
fiihrliche und unmittelbar verstiindliche Darlegung von Lie hier im 
Auszuge reproduciren zu wollen, hiesse nur das was klar und deutlich 
ist unnéthig zu verdunkeln und schwerer zuganglich zu machen; — 
mit dem Verfasser aber betreffs der kritischen Bemerkungen, die er 
anderen Autoren gegeniiber macht, in dem einen oder anderen Punkte 
zu rechten, diirfte weder férderlich noch der heutigen Gelegenheit 
entsprechend sein; ich darf beiliufig auch auf die Darstellung verweisen, 
die ich von den Lie’schen Entwickelungen im zweiten Bande meiner 
(autographirten) Vorlesungen iiber héhere Geometrie, sowie in dem 
elften Vortrage meines Evanston Colloquium’s gegeben habe. Vielmehr 
will ich versuchen, meine Aufgabe allgemeiner zu fassen, indem ich 
es unternehme, den heutigen Stand der Raumfrage oder doch eine 
Reihe dahin gehériger Probleme, die in den letzten Jahren hervor- 
getreten sind, unter umfassenden Gesichtspunkten zu erliutern. Hierbei 
wird sich von selbst die Stelle ergeben, an der die in Frage stehenden 
Lie’schen Untersuchungen so wie andere von Lie herriihrende, in dem- 
selben Bande der Transformationsgruppen enthaltene Entwickelungen 
in Betracht kommen; zugleich finde ich Gelegenheit, auf weitere Frage- 
punkte aufmerksam zu machen, die mir wesentlich scheinen und denen 
die Commission des Lobatschewsky-Preises vielleicht einmal in Zukunft 
ihre Aufmerksamkeit zuwenden wird. 

Woher stammen die Axiome? Kin Mathematiker, der die nicht- 
euklidischen Theorien kennt, wird kaum noch die Meinung friiherer 
Zeiten festhalten wollen, als seien die Axiome nach ihrem concreten 
Inhalte Nothwendigkeiten der inneren Anschauung: was dem Laien 
als solche Nothwendigkeit erscheint, erweist sich bei lingerer Be- 
schaftigung mit den nichteuklidischen Problemen als Resultat sehr 
zusammengesetzter Processe, insbesondere auch der Erziehung und der 
Gewobnung. Stammen die Axiome aus der Erfahrung? Helmholtz 
ist hierfiir bekanntlich in nachdriicklichster Weise eingetreten. Aber 
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seine Darlegungen erscheinen nach bestimmter Richtung unvollstindig. 
Man wird, wenn man dieselben iiberdenkt, zwar gerne zugeben, dass 
die Erfahrung an dem Zustandekommen der Axiome einen grossen 
Antheil hat, man wird aber bemerken, dass gerade derjenige Punkt 
bei Helmholtz unerértert bleibt, der dem Mathematiker vor anderen 
interessant ist. Es handelt sich um einen Process, den wir in genau 
derselben Weise bei der theoretischen Behandlung irgend welcher 
empirischer Daten immerzu vollziehen und der ebendarum dem Natur- 
forscher véllig selbstverstiindlich erscheinen mag. Ich werde mich in 
allgemeiner Fassung so ausdriicken: die Ergebnisse irgend welcher 
Beobachtungen gelten immer nur innerhalb bestimmter Genauigheits- 
grenzen und unter particuldren Bedingungen; indem wir die Axiome 
aufstellen, seteen wir an Stelle dieser Ergebnisse Aussagen von absoluter 
Priicision und Allgemeinheit. In dieser ,ldealisirung“ der empirischen 
Daten liegt meines Erachtens das eigentliche Wesen der Axiome. 
Unser Ansatz ist dabei in seiner Willkiir zunichst nur dadurch be- 
schrinkt, dass er sich den Erfahrungsthatsachen anschmiegen muss 
und andererseits keine logischen Widerspriiche einfiihren darf. Es 
tritt dann als Regulator noch dasjenige hinzu, was Mach die ,Oekonomik 
des Denkens“ nennt. Niemand wird verniinftigerweise ein complicirteres 
Axiomensystem festhalten, sobald er einsieht, dass er mit einem ein- 
facheren Systeme die zur Darstellung der empirischen Daten erforderliche 
Genauigkeit bereits vollauf erreicht. Also, um es gleich an demjenigen 
Punkte zu erliutern, der fiir die Grundlegung der Geometrie in erster 
Linie in Betracht kommt: Jedermann wird fiir practische Zwecke die 
Formeln der gewdéhnlichen Euklidischen Geometrie und nicht etwa 
diejenigen der Lobatschewsky’schen Geometrie in Anwendung bringen. 

Diese allgemeinen Bemerkungen habe ich vorausschicken wollen, 
damit tiber die Grundlage, von der die folgenden Entwickelungen aus- 
gehen, kein Zweifel bestehen soll. In der That soll es sich des weiteren 
nur um die wirkliche Geometrie unseres empirisch gegebenen Raumes 
und um deren mathematischen Aufbau handeln, — nicht um Verall- 
gemeinerungen, die man gebildet hat und die nach anderer Richtung 
mathematisch werthvoll sein mégen. Ich beginne mit einer Frage, 
welche die mathematischen Kreise in den letzten 25 Jahren in steigen- 
dem Maasse beschiiftigt hat, die aber immer noch nicht die allgemeine 
Beachtung gefunden hat, welche sie verdient. Was ist eine willkiir- 
liche Curve, eine willkiirliche Fldche? Kuklid stellt die Worte Curve 
und Fliche an die Spitze seines Systems, ehe er zur Definition der 
geraden Linie und der Ebene schreitet. Und nicht nur die Schépfer 
der Differential- und Integralrechnung scheinen an der Deutlichkeit 
dieser Begriffe keinen Zweifel gehegt zu haben, auch noch die geo- 
metrischen Beweise, welche Gauss von dem Fundamentaisatze 








586 Feurx Kure. 


der Algebra giebt, ruhen auf der Voraussetzung, dass die Idee der 
(ebenen) Curve etwas in sich evidentes sei. Aber unsere Sicherheit 
in dieser Hinsicht ist in der Zwischenzeit, wesentlich unter dem Ein- 
flusse von Weierstrass, vollig zerstért worden; man kann sagen, 
dass vom rein mathemuztischen Standpunkte aus heutzutage nichts 
dunkler und unbestimmter erscheint als die genannte Idee. Was wir 
in der empirischen Anschauung Curve nennen, ist zuniichst ein Streifen, 
d. h, ein Raumstiick, dessen tibrige Abmessungen gegen die Lingen- 
dimension zuriicktreten (wobei die genane Begrenzung des Raumstiicks 
unbestimmt bleibt). In dieser (primiéren) Form kommt die Idee der 
Curve in zahlreichen Gebieten der Anwendungen zur Geltung, und ich 
bin, mit Hrn. Pasch, der Meinung, dass es gut ist, dieses mehr hervor- 
zukehren, als gewohnlich geschieht. Soll aber die Curve Gegenstand 
der exacten mathematischen Betrachtung werden, so miissen wir sie 
idealisiren, genau so, wie dies zu Beginn der Geometrie allerorts mit 
dem Punkte geschieht. Und hier beginnen nun die Schwierigkeiten. 
Eine erste Bemerkung, die nicht unwichtig ist, ist die, dass alle 
Autoren, welche iiber die vorliegende Frage geschrieben haben, dabei 
die analytische Geometrie als Ausgangspunkt benutzen. Man kann 
dann die ebene Curve (um uns auf diese zu beschrinken) entweder 
als Ort eines beweglichen Punktes durch Gleichungen 2 = g(t), 
y = w(t) definiren, unter g, y stetige Functionen verstanden, oder 
als Grenze eines ebenen Gebietes. Thut man das letztere, so muss 
gleich zu Anfang die schwierige Frage erértert werden, was Alles 
unter ,,Gebiet* verstanden werden soll. Die beiden Definitionen stim- 
men zuvorderst keineswegs tiberein, und jedenfalls miissen ihnen beiden 
weitgehende Beschrinkungen zugesetzt werden, wenn man zu all’ den 
Kigenschaften der Rectificirbarkeit, der Differentiirbarkeit ete. gelangen 
will, die man einer Curve gemeinhin beilegt. Es ist fast am besten, 
sich von vorneherein auf analytische Curven zu beschriinken, d. bh. p, w 
in den vorstehenden Gleichungen als analytische Functionen voraus- 
zusetzen. Die analytischen Curven sind auch allgemein genug, um 
jede empirisch gegebene Curve mit beliebiger Anniherung darzustellen. 
Weiter ist es eine sehr merkwiirdige Thatsache, dass man die wich- 
tigsten Kigenschaften der analytischen Functionen (insbesondere auch 
der algebraischen Functionen) gefunden hat, indem man von der 
empirischen Auffassung der Curven (und Flichen) Gebrauch machte. 
Trotzdem wird man sich kaum entschliessen wollen anzunehmen, dass 
die empirische Auffassung vermége irgend welcher ihr innewohnender 
verborgener Qualititen gerade nothwendig und ausschliesslich zu den 
analytischen Curven hinleite. Es liegen hier offenbar noch die interes- 
santesten Probleme erkenntnisstheoretischer Natur vor. An gegen- 
wirtiger Stelle miissen wir uns mit einer negativen Schlussfolgerung 
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begniigen, dass ndmlich die hier beriihrten Untersuchungen unmiglich 
an den Anfang der Geometrie gestellt werden kinnen, dass man an 
dieselben erst herangehen kann, wenn auf Grund geeigneter Axiome 
und daran gekniipfter Folgerungen das Lehrgebiiude der elementaren 
Geometrie bereits fest steht. Der vorherige Aufbau und die Verwendung 
der analytischen Geometrie aber erscheint uns nicht nothwendig, sondern 
nur zweckmassig. 

Wenden wir uns jetzt zu der Voraussetzung, welche Riemann an 
die Spitze seiner Betrachtungen iiber die ,Hypothesen der Geometrie“ 
gestellt hat, der Punktraum diirfe als eine dreifach ausgedehnte, stetige 
Zahlenmannigfaltigkeit angesehen werden. In friherer Zeit mochte 
mau diese Voraussetzung fiir eine selbstverstiindliche Folge der Stetig- 
keitsverhiltnisse des Raumes bez. der in ihm liegenden Curven und 
Flichen halten. Dies ist aber auf Grund der Entwickelung, welche 
die Kritik des Curvenbegriffs in der Zwischenzeit genommen hat, 
offenbar nicht mehr zulissig. Die Berechtigung, den Punktraum als 
Zahlencontinuum zu bezeichnen, kann nach dem heutigen Standpunkte 
der Wissenschaft nur so abgeleitet werden, dass man vorab dasselbe 
thut, was wir eben als nothwendige Vorbereitung fiir die Definition 
des Curvenbegriffs hinstellten, dass man nimlich die Elementargeometrie 
als solche entwickelt, — mag man nun dabei die Betrachtung der 
Kreise und Kugeln voranstellen (metrische Geometrie) oder diejenige 
der geraden Linien und Ebenen (projective Geometrie), wie sogleich 
noch naher zu schildern ist. Von der Elementargeometrie aus ist nun- 
mehr die elementare analytische Geometrie zu entwickeln. Da wird 
es sich zunichst darum handeln, die Punkte des einzelnen Kreises, 
oder der einzelnen geraden Linie, dem eindimensionalen Zahlencon- 
tinuum zuzuordnen, woriiber wir ebenfalls weiter unten noch Genaueres 
sagen werden. Nun erst, wenn dies Alles geschehen ist, wird man 
zu den drei Raumcoordinaten aufsteigen, wo dann die Frage entsteht, 
wodurch sich ein mehrdimensionales Continuum von dem eindimensio- 
nalen unterscheidet. Man sieht, wie complicirt der Weg ist, auf dem 
die in Rede stehende Voraussetzung schliesslich erreicht wird. Etwas 
Aehnliches wird man von der Forderung sagen miissen, welche Rie- 
mann wieder stillschweigend benutzt und die Helmholtz dann aus- 
driicklich als Axiom einfiihrt*): es sollen die Functionen, durch welche 
die Maassverhiiltnisse des Raumes innerhalb der reprisentirenden 
Zahlenmannigfaltigkeit festgelegt werden, differentiirbare Functionen 
sein (eine Anzahl Differentiationen gestatten). Es folgt, dass alle 
Untersuchungen, welche mit den Begriffen Zahlenmannigfaltigkeit und 





*) Helmholtz bezeichnet die Annahme, der Raum diirfe als Zahlenmannig- 
faltigkeit angesehen werden, bereits ebenfalls ausdriicklich als Axiom. 
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differentiirbare Functionen beginnen, wenn man sie direct als Unter- 
suchungen iiber die Grundlagen der Geometrie interpretiren wollte, 
einen Zirkel enthalten wiirden. Wir kénnen sie nur als Hiilfsmittel 
fiir solche Untersuchungen gelten lassen; sie ebenen sozusagen den 
Weg, auf welchem die rein geometrischen Untersuchungen vorzugehen 
haben. In ahnlichem Sinne fussert sich Lie auf pag. 535—537 des 
dritten Bandes seiner Transformationsgruppen; er hebt dort noch hervor, 
dass wenn man die Forderung der ZGahlenmannigfaltigkeit und der 
Differentiirbarkeit mit den weiteren Axiomen zusammennimmt, die man 
bei der Durchfiihrusig der analytischen Untersuchungen als solcher 
gebraucht, man dieses erreicht, ein vielleicht nicht zweckmiissiges, aber 
jedenfalls volistdindiges System von Axiomen fiir die Grundlegung der 
Geometrie zu besitzen. 

Immer méchte ich hier zunichst an die Voraussetzung der Zablen- 
mannigfaltigkeit und der Differentiirbarkeit ankniipfen. Man wird 
dann genau so, wie bei der rein geometrischen Betrachtungsweise, 
zwischen metrischer und projectiver Behandlung der weiteren Aufgabe 
unterscheiden kénnen; — oder auch, man wird in Anlehnung an meine 
Entwickelungen von 1872*) die allgemeine Idee einer beliebigen inner- 
halb der Mannigfaltigkeit zu entwerfenden ,,Geometrie“ auf Grund 
irgend welcher fiir die Elemente der Mannigfaltigkeit geltenden Trans- 
formationsgruppe erfassen. Fiir jede derartige Geometrie kann man 
dann eine axiomatische Definition verlangen d. h. eine Definition, welche 
sie ohne explicite Formeln (oder sagen wir lieber: unabhingig von der 
innerhalb der Mannigfaltigkeit zufallig gegebenen Coordinatenbestim- 
mung) durch begriffliche Eigenschaften festlegt. Diese axiomatische 
Definition kann damit beginnen, die zu Grunde liegende Gruppe als 
solche zu definiren, und das ist der Weg, den man in der metrischen 
Geometrie einschliigt, wenn man die Thatsache der freien Beweglich- 
keit starrer Kérper (anders ausgedriickt: die ,,Congruenzsiitze“) an die 
Spitze stellt. Man kann aber auch so vorgehen, dass man die Con- 
figurationen in Betracht zieht, welche sich aus irgendwelchen im Sinne 
der Gruppe gleichwerthigen Elementen bilden lassen. Dies geschieht 
beispielsweise, wenn man den Aufbau der projectiven Geometrie mit 
den Siatzen iiber das Ineinanderliegen von Punkten, geraden Linien 
und Ebenen beginnt. 

Wir haben nun genau die Stelle fiir dasjenige Problem, dessen 
endgiiltige Erledigung von Lie gegeben wird, das von Lie sogenannte 
Riemann-Helmholiz'sche Raumproblem. Lie legt dabei, wie es im Sinne 
der weiter unten zu gebenden Erliuterungen allein zulissig scheint, 


*) Erlanger Programm, oder auch Bd. 6 der Mathematischen Annalen (Zweiter 
Aufsatz zur nichteuklidischen Geometrie). 
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zunichst ein begrenztes Raumstiick der Betrachtung zu Grunde (p. 441 
seiner Darstellung). Man wird dann etwa so sagen: die Euklidische, 
die Lobatschewsky’sche und die Riemann’sche Geometrie setzen in 
gleicher Weise innerhalb des genannten Raumstiicks freie Beweglich- 
keit der starren Kérper voraus. Sie liefern auch tibereinstimmend fiir 
das Quadrat des Bogenelementes eine quadratische Function der Dif- 
ferentiale der Coordinaten und zwar eine solche, fiir welche das so- 
genannte Kriimmungsmaass constant ist [Riemann’s Ausgangspunkt]; 
sie differiren nur hinsichtlich des Werthes dieser Grésse, indem die- 
selbe in den drei Fallen beziehungsweise Null, negativ und positiv ist. 
Die Aufgabe soll sein, die sechsgliedrigen Bewegungsgruppen dieser drei 
Geometrien durch charakteristische Merkmale von allen anderen continuir- 
lichen Transformationsgruppen der dreifachen Zahlenmannigfaltigkeit 
zu unterscheiden. 

Lie giebt fiir diese Aufgabe im vorliegenden Bande zwei Lésungen, 
deren erste Voraussetzungen tiber das Verhalten der Gruppe im In- 
finitesimalen macht, wihrend sich die zweite auf die Betrachtung 
endlicher Dimensionen beschriinkt. Was die erste Methode angeht, 
so sage man, ,,eine Gruppe besitze in einem reellen Punkte freie 
Beweglichkeit im Infinitesimalen“‘, wenn Folgendes statt hat: ,,Hilt 
man den Punkt P und ein beliebiges hindurchgehendes reelles Linien- 
element fest, so soll stets noch continuirliche Bewegung mdglich sein, 
halt man dagegen ausser~P und jenem Linienelemente noch ein be- 
liebiges reelles Fliichenelement fest, das durch beide geht, so soll 
keine continuirliche Bewegung mdglich sein“. Unsere oben genannten 
Gruppen sind dann, wie Lie findet, dadurch vollkommen charakterisirt, 
dass sie in einem reellen Punkte allgemeiner Lage freie Beweglichkeit 
im Infinitesimalen besitzen. — Bei der zweiten Methode wird voraus- 
gesetzt: ,,Hilt man einen beliebigen reellen Punkt y,°, y,°, y,” von 
allgemeiner Lage fest, so befriedigen alle reellen Punkte z,, x,, 25, 
in welche ein anderer reeller Punkt 2,°, x,°, z,° dann noch tibergehen 
kann, eine reelle Gleichung von der Form: 


W (y4°, Yo°s Ys°3 24°, Xo", Xg°5 %y, Lay Xz) =O, 


die fir 7, = y,°, 2, = y,°, 2, = y,° nicht erfiillt ist und die eine reelle 
durch den Punkt 2,°, x,°, x,° gehende Fliche darstellt. Um den Punkt 
1°, Yo", Y3° lasst sich ein endlicher dreifach ausgedehnter Bereich derart 
abgrenzen, dass nach Festhaltung des Punktes y,°, y,°, y,° jeder 
andere reelle Punkt x,°, z,°, 2,° des Bereiches noch continuirlich in 
jeden anderen dem Bereiche angehdrigen reellen Punkt iibergehen 
kann, der die Gleichung W = 0 befriedigt und der mit dem Punkte: 
%,°, £_°, x;° durch eine irreducible continuirliche Reihe von Punkten 
verbunden ist. Wiederum sind durch diese Vorausseteungen, wie Lie 
Mathematische Annalen, L. 38 
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findet, die oben genannten drei Gruppen vollstindig charakterisirt. — 
Diese zweite Methode leitet vermége der Aehnlichkeit ihrer Voraus- 
setzung zu Helmholtz’ urspriinglichen Entwickelungen hin. Wenn 
man von der Genauigkeit der Formulirungen absieht (infolge deren 
die Lie’schen Primissen, die wir wortlich anfiihrten, etwas umstandlich 
lauten), so wird bei Helmholtz mehr verlangt als bei Lie, insbesondere 
noch das besondere Postulat der ,,Monodromie des Raumes“ aufgestellt, 
welches bei Lie wegfallt. Des Ferneren aber findet sich in Helmholtz’ 
Beweisgang eine wirkliche Unrichtigkeit, die darin besteht, dass Helm- 
holtz seine auf endliche Dimensionen beziiglichen Voraussetzungen 
stillschweigend auf das Infinitesimale iibertriigt. Genauer gesagt: er 
setzt als mathematisch selbstverstiindlich voraus, dass die dreifach un- 
endliche Gruppe von Bewegungen, welche einen Punkt P festlisst, 
die Verhiltnisse der von P auslaufenden Differentiale der Coordinaten 
auf dreifach unendlich viele Weisen linear transformiren miisse. Hier 
ist tibersehen (wie Lie hervorhebt), dass sich unter den Transforma- 
tionen der genannten Gruppe médglicherweise auch solche befinden 
kénnen, welche in der Umgebung des Punktes P unendlich klein von 
der zweiten Ordnung sind, welche also die in Rede stehenden Differen- 
tiale tiberhaupt ungeindert lassen. Vielleicht kann man sagen, dass 
bei Helmholtz an dieser Stelle der strenge Grenzbegriff der modernen 
Differentialrechnung durch die den Anwendungen entstammende Auf- 
fassung der Differentiale als sehr kleiner aber nicht geradezu ver- 
schwindender Grdéssen beeintrachtigt ist. — 

Soviel iiber das Riemann-Helmholtz’sche Raumproblem. Ich habe 
mich dabei absichtlich, entsprechend der Begrenzung, welche in diesem 
Berichte festgehalten werden soll, auf den Fall der dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeit beschriinkt; die Entwickelungen von Riemann, Helm- 
holtz und Lie selbst beziehen sich zum Theil auf eine beliebige Dimen- 
sionenzahl. Im Uebrigen wiederhole ich, was ich schon oben andeutete, 
dass nimlich die blosse Mittheilung der Lie’schen Resultate kein Aequi- 
valent fiir die tiberzeugende Kraft der Lie’schen Darstellung sein kann; 
um letztere zu wiirdigen muss der Leser durchaus das Original selbst 
nachsehen. Ich gebe hier noch eine kurze Zusammenstellung weiterer 
Bemerkungen zur Grundlegung der Geometrie, die in dem Lie’schen 
Werke eingestreut sind. In Abtheilung IV untersucht Lie u. a. die- 
jenigen Gruppen des R,, welche eine quadratische Gleichung zwischen 
den Differentialen der Coordinaten: 2 /;,dx;dx, — 0 invariant lassen, 
wodurch er Anschluss an Riemann’s urspriingliche Entwickelungen 
nimmt. Auf pag. 524 (Abtheilung V) kommt er beiliufig auf die Grund- 
legung der projectiven Geometrie zu sprechen und bemerkt, dass man 
die zugehérige Gruppe, d. h. die Gruppe der Collineationen des R,, 
einfach durch die Angabe charakterisiren kann, sie sei eine endliche 
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continuirliche Gruppe von Punkttransformationen, bei welcher n + 2 
Punkte keine Invariante haben. Endlich kommt hier aus Abtheilung III 
die Bestimmung aller continuirlichen Untergruppen der projectiven 
Gruppe des Raumes von drei Dimensionen in Betracht. Man nehme 
an, dass man von der sechsfach unendlichen Bewegungsgruppe des 
genannten Raumes bereits wisse, dass sie aus lauter Collineationen 
bestehe. Dann fiihrt die von Lie gegebene Tabelle aller Untergruppen 
mit einem Schlage zu den obengenannten drei Méglichkeiten zuriick, 
die sich nun in heute wohlbekannter Weise in die Cayley’sche 
Maassbestimmung einordnen, bei welcher eine Fliche zweiten Grades 
fundamental ist. 

Ich knitipfe nunmehr erneut an dasjenige an, was oben tiber die 
Nothwendigkeit und Bedeutung der Axiome gesagt wurde. Unsere 
bisherigen Entwickelungen bezogen sich, wie wir ausdriicklich angaben, 
immer nur auf ein begrenstes Stiick unserer Mannigfaltigkeit; es ist 
durchaus logisch, dass wir nun fragen, welche Verhiltnisse eintreten 
mégen, wenn wir dieses Stiick unbegrenzt erweitern. Die natiirliche 
Festsetzung wird sein, dass sich der Raum in der Umgebung jeder 
seiner (durch endliche Bewegung zugiinglichen) Stellen genau ebenso 
verhalten soll, wie in dem bisher untersuchten begrenzten Stiick. 
Damit ist ersichtlich nicht ausgeschlossen, dass der Raum (bez. die 
Mannigfaltigkeit, die wir hier abkiirzend als Raum bezeichnen) ver- 
schiedentlich in sich zuriickliuft, dass er hdheren Zusammenhang be- 
sitzt. Die Frage wird geradezu sein, welche Zusammenhangsverhiltnisse 
des Raumes mit den verschiedenen Bogenelementen constanter Kriimmung 
vertrdglich sein médgen. Diese Frage will mir genau ebenso wichtig 
erscheinen, wie irgend eine andere Frage auf axiomatischem Gebiete. 
Um so merkwiirdiger ist es, dass dieselbe bisher nur wenig beachtet 
wurde. 

Clifford hatte 1873 beiliufig auf eine in sich zuriicklaufende 
Fliche des von mir so genannten elliptischen Raumes (des ,,einfachen“ 
Raumes constanter positiver Kriimmung) aufmerksam gemacht, welche 
iiberall das Kriimmungssmaass Null besitzt, aber trotzdem nur endlichen 
Flicheninhalt hat. Hieran ankniipfend entwickelte ich im Bande 37 
der Mathematischen Annalen (1890) die allgemeine Fragestellung und 
die Grundlinien der Theorie; die Untersuchungen sind dann bald hernach 
von Hrn. Killing aufgenommen worden (Math. Ann. Bd. 39, 1891, 
sowie Abschnitt 4 in dem 1893 erschienenen ersten Bande des Lehr- 
buchs ,,Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie“); es ist mir 
aber nicht bekannt, dass irgend Jemand sonst seitdem auf diesen 
Gegenstand eingegangen wiire. Und doch sind die Resultate sehr 
merkwiirdig. Es ergiebt sich, dass wir je nach dem Werthe des 
Kriimmungsmaasses eine Reihe unterschiedener Méglichkeiten erhalten, 
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also eine Serie topologisch unterschiedener Raumformen mit Euklidischer, 
Lobatschewsky’scher, Riemann’scher Geometrie im begrensten (einfach 
susammenhingenden) Raumstiick. Wir haben da erstlich selbstver- 
stindlicherweise die drei Stammtypen, die sich in unmittelbarer An- 
lehnung an Cayley’s projective Maassbestimmung ergeben, den para- 
bolischen, hyperbolischen und elliptischen Raum nach der von mir 
in Annalen IV (1871) eingefiihrten Ausdrucksweise. Weitere Typen 
ergeben sich, wenn wir innerhalb eines jeden dieser Riume solche 
discontinuirliche Bewegungsgruppen aufsuchen, die keine im Endlichen 
gelegene Rotations- oder Schraubenaxen aufweisen: die Discontinuitits- 
bereiche dieser Gruppen brauchen nur als geschlossene Mannigfaltig- 
keiten aufgefasst zu werden, um ebensoviele Beispiele der von uns 
gewollten Raumformen abzugeben. Es ist hier nicht der Ort, dies 
naher auszufiihren. Ich will nur bemerken, dass die Aufzihlung der 
genannten Gruppen im hyperbolischen Falle (im Falle des negativen 
Kriimmungsmaasses) unmittelbar mit der von Poincaré und mir 
gegebenen Theorie der discontinuirlichen Gruppen linearer Substitutionen 
einer complexen Verinderlichen zusammenhingt und dass _letztere 
Theorie von Hrn. Fricke neuerdings wesentlich weiterentwickelt und 
unter meiner Mitwirkung zur zusammenhingenden Darstellung gebracht 
worden ist*). Aber dies ist nicht Alles. Es rubricirt hier auch (im 
Falle positiven Kriimmungsmaasses) die Gegeniiberstellung des ein- 
fachen elliptischen und des sphdrischen Raumes, in welchem sich zwei 
geoditische Linien immer in zwei Punkten schneiden. Herr Killing 
hat zuerst den Satz aufgestellt, dass der sphiirische Raum neben den 
Stammtypen (wie ich sie oben nannte) der einzige ist, der als Ganzes 
frei in sich bewegt werden kann. — Es wird interessant sein, zu 
untersuchen, wie die Axiome der Geometrie (NB. hier immer noch 
unter Zugrundelegung der Hypothesen von der Zahlenmannigfaltigkeit 
und Differentiirbarkeit) gefasst werden miissen, um von vornherein auf 
eine bestimmte dieser unendlich vielen verschiedenen Raumformen zu 
kommen. Fir die Untergruppen, die sich aus den Discontinuitiatsbe- 
reichen der Bewegungsgruppen ergeben, gilt, dass die freie Beweglich- 
keit der Figuren nur so lange besteht, als die Dimensionen der Figuren 
eine gewisse Grosse nicht iiberschreiten. Das Axiom von der Geraden 
(demzufolge zwei gerade Linien sich nur in einem Punkte schneiden 
kénnen) erleidet die wesentlichsten Modificationen; giebt es doch jetzt 
gerade Linien, welche sich in unendlich vielen Punkten treffen. Hier- 
durch wird die Beziehung zwischen den Punkten einer Geraden und 
den Strahlen eines perspectiven Biischels (sofern man eben den Raum 


*) Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Functionen. Von R. Fricke 
und F, Klein. BandI. Leipzig, Teubner 1897. 
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als Ganzes nehmen will) unter Umstainden ganz entstellt. Vollends 
aber entsteht Verwirrung in der Theorie der Parallellinien. Es ist so 
bequem zu sagen, dass sich verschwindendes, negatives und positives 
Kriimmungsmaass dadurch unterscheiden, dass durch einen Punkt 
ausserhalb einer Geraden zu dieser Geraden 1, 2 und O Parallelen 
mdglich sind, Jetzt haben wir Riume von verschwindendem und 
negativem Kriimmungsmaasse, welche nur endlich ausgedehnt sind; 
wie will man in ihnen Parallele definiren? In alledem liegt natiirlich 
mehr eine formale als eine wirkliche Schwierigkeit (insofern die Er- 
zeugung aller unserer Raumformen ganz klar ist); ich fiihre es nur an, 
um zur Untersuchung der neuen Raumformen anzureizen. 

Ich werde nunmehr die Annahme der Zahlenmannigfaltigkeit (und 
der Differentiirbarkeit) verlassen und tiber die eigentlichen geometrischen 
Grundlagen der Theorie Einiges sagen. Dabei will ich wieder nur 
soleche Punkte beriihren, welche in den letzten Jahren besonders hervor- 
getreten sind oder auf die ich die Aufmerksamkeit des Lesers besonders 
hinlenken méchte. Als Haupteintheilungsprincip bietet sich wieder 
der Gegensatz von metrischer und projectiver Geometrie. Letztere ist 
dabei natiirlich wieder nicht so zu verstehen, als ob sie die metrischen 
Fragen von der Betrachtung schlechtweg ausschlésse; sie schiebt die- 
selben nur zuriick, um sie erst aufzunehmen, nachdem die einfacheren 
projectiven Beziehungen entwickelt sind. Diese Zweitheilung wird dabei 
nicht als eine willkiirliche oder nur durch die Natur der mathematischen 
Methoden indicirte anzusehen sein, sondern als eine solche, die dem 
thatsichlichen Zustandekommen unserer Raumanschauung entspricht, 
bei dem sich ja in der That mechanische Erfahrungen (betr. die Be- 
wegung starrer Kérper) mit Erfahrungen des Sehraumes (betr. die 
verschiedenartige Projection angeschauter Gegenstiinde) combiniren. 

Die elementaren Grundlagen der metrischen Geometrie haben in 
den letzten Jahren wohl kaum eine Neu-Bearbeitung gefunden, die 
hier zu nennen wire. Interessant sind die Entwickelungen des Herrn 
Lindemann in dem 1891 erschienenen zweiten Bande von Clebsch’s 
Vorlesungen itiber Geometrie, der die Axiome, welche bei Euklid selbst 
auftreten, mit den modernen Betrachtungen tiber die Beweglichkeit 
der starren Kérper in Vergleich bringt. 

Etwas ausfiihrlicher méchte ich mich iiber die Kinfiihrung der 
Zahlen in die metrische Geometrie iussern. Der wesentliche Schritt 
ist, wie schon oben hervorgehoben wurde, dass wir den Punkten irgend 
welcher gegebenen Curve, sagen wir der Einfachheit halber einer 
geraden Linie, die Zahlen des eindimensionalen Continuums zuordnen. 
Wir werden damit beginnen, dass wir uns auf einer gezeichnet vor- 
liegenden oder sonstwie materiell gegebenen geraden Linie thatsichlich 
eine Scala fquidistanter Punkte (einen Maassstab) construiren. Die 
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Theile dieser Scala werden wir dann weiter unterabtheilen, soweit dies 
practisch ausfiihrbar erscheint. Wir kommen so zu dem Resultate, 
dass innerhalb der empirischen Anschauung, d. h. soweit die Genauig- 
keit derselben reicht, thatsichlich jedem Punkte der geraden Linie 
eine bestimmte Zahl und jeder Zahl ein bestimmter Punkt zugeordnet 
werden kann. Und nun machen wir den charakteristischen Schritt 
iiber die empirische Anschauung hinaus zum Axiom: wir postuliren, 
dass das Entsprechen zwischen Punkt und Zahl nicht nur innerhalb 
der empirischen Genauigkeit, sondern im absoluten Sinne statthaben 
soll*). Es wird sich diese Forderung des Genaueren in drei Stiicke 
zerlegen lassen, Wir ziehen erstlich nur rationale Zahlen in Betracht 
und verlangen, dass jeder rationalen Zahl ein Punkt der geraden 
Linie entsprechen soll. Schon dieses erscheint mir durchaus axiomatisch, 
denn rationale Zahlen mit hinreichend grossem Nenner kénnen auf 
unserer Scala empirisch nicht mehr nachgewiesen werden. Wir wenden 
uns zweitens zu den irrationalen Zahlen (die wir mit Dedekind oder 
G. Cantor oder Weierstrass als Grenzen rationaler Zahlen definiren). 
Wieder haben wir ausdriicklich zu postuliren, dass jeder solchen 
irrationalen Zahl ein Punkt unserer Geraden entsprechen soll (verg). 
G. Cantor im fiinften Bande der Mathematischen Annalen, 1872). 
Drittens endlich ist zu verlangen, dass jedem Punkte unserer Geraden 
nun auch eine bestimmte Zahl zugewiesen sein soll. Es wird dies der 
Fall sein, sobald es kein noch so kleines Segment unserer geraden 
Linie giebt, in welches wir bei fortgesetzter Unterabtheilung unserer 
Seala nicht eindringen kénnen. Insofern deckt sich diese dritte 
Forderung mit dem sogenannten Axiom des Archimedes. Diese drei 
Axiome zusammen — ich werde sie kurz die Stetigkeitsaxiome nennen — 
sind die eigentliche Grundlage unserer gewoéhnlichen analytischen 
Geometrie. Man wird fragen kénnen, ob diese Axiome nothwendig 
sind, ob man dieselben nicht irgendwie modificiren kann. In diesem 
Zusammenhange habe ich zunichst die Tendenz zu nennen, welche in 
dem grossen Buche von Veronese**) ihre ausfihrlichste Bearbeitung 
gefunden hat, naimlich, das Axiom des Archimedes fallen zu lassen 
und neben den genannten (rationalen und irrationalen) Zahlen auf der 
geraden Linie noch andere Zahlen einzufiihren, die durch Addition von 
,actual unendlich kleinen Zahlen“ zu den gewodhnlichen ,,endlichen‘ 
Zahlen entstehen. Ich betrackte es hier nicht als meine Aufgabe, zu 


*) Es ist interessant, hier die Erliuterungen zu vergleichen, welche Mach 
auf pag. 71—77 seines neuen Buches iiber die Principien der Wiirmelehre (Leipzig, 
1896) betreffs der physikalischen Bedeutung des Zahlencontinuums giebt. 

**) Grundlage der Geometrie von mehreren Dimensionen und meihreren 
Arten geradliniger Einheiten (iibersetzt von Schepp), Leipzig 1894. Das italienische 
Original erschien 1891, Padova. 
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den verschiedenen EKinwendungen Stellung zu nehmen, welche gegen 
die Veronese’schen Entwickelungen erhoben worden sind; ich will nur 
beilaiufig bemerken, dass greifbare geometrische Resultate als Folge 
des erwaihnten Ansatzes bisher noch nicht gewonnen sein diirften. 
Umgekehrt tritt bei anderen Forschern neuerdings vielfach die Tendenz 
hervor, nur die rationalen Punkte als wirkliche Punkte gelten zu lassen. 
Es liegt hier eine merkwiirdige Umkehr des wissenschaftlichen Ge- 
dankens vor. Denn die irrationalen Zahlen sind in die Arithmetik 
tiberhaupt erst eingefiihrt worden, um der geometrischen Continuitit 
gerecht zu werden, an deren Vorhandensein man nicht zweifelte; also 
nicht die Arithmetik, sondern die Geometrie hat den ersten Anstoss zu 
ihrer Inbetrachtnahme gegeben. 

Die hiermit gegebenen Erérterungen iiber die Einfiihrung der 
Zahlen gingen von dem Umstande aus, dass die empirische Messung 
eine Grenze nach unten hin hat, jenseits deren sie versagt. Genau so 
diirfte bei der Heranziehung der topologisch unterschiedenen Raum- 
formen, von denen wir oben nur erst in abstractem Sinne handelten, 
hier, wo die Geometrie des thatsichlich gegebenen Raumes in Betracht 
kommt, keine Willkiir, sondern nur eine innere Consequenz vorliegen. 
Unsere empirische Messung hat ebensowohl eine Grenze nach oben 
hin, welche durch die Dimensionen der uns zugiinglichen oder sonst 
in unsere Beobachtung fallenden Gegenstiinde gegeben ist. Was wissen 
wir tiber die Verhiltnisse des Raumes im Unmessbar-Grossen? Von 
vornherein zweifellos gar nichts; wir sind durchaus darauf angewiesen, 
Postulate aufzustellen. Ich betrachte also alle die topologisch unter- 
schiedenen Raumformen als mit der Erfahrung gleich vertriglich. Dass 
wir bei unseren theoretischen Ueberlegungen einzelne dieser Raum- 
formen bevorzugen (nimlich die Stammtypen, also die eigentliche para- 
bolische, hyperbolische und elliptische Geometrie), um schliesslich die 
parabolische Geometrie, d. h. die gewdhnliche Euklidische Geometrie 
endgiiltig anzunebmen, geschieht einzig nach dem Grundsatze der 
Oekonomie. 

Indem ich mich jetzt zur projectiven Geometrie wende, wiinsche 
ich zunichst Einiges iiber ihre von allem Messen unabhingige Begriin- 
dung zu sagen. Dieselbe beruht bekanntlich auf dem Ineinanderliegen 
der Punkte, Geraden und Ebenen des Raumes, wie dies zuerst v. Staudt 
in seiner Geometrie der Lage 1847 entwickelt hat. Ich selbst habe 
dann in Bd. 4 und 6 der Mathematischen Annalen (1871—72) gezeigt, 
dass diese Ueberlegungen, trotzdem v. Staudt es anders darstellt, that- 
sichlich vom Parallelenaxiom unabhingig sind. Es beruht dies auf 
dem Umstande, dass man sich auf solche Constructionen beschrinken 
kann, die iiber ein vorgegebenes begrenztes Raumstiick nicht hinaus- 
fiihren (wobei dann alle Punkte, welche die gewdhnliche projective 
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Geometrie ausserhalb dieses Raumstiicks voraussetzt, nur als sogenannte 
ideale Punkte zur Geltung kommen). In besonders knapper und durch- 
sichtiger Weise ist dies neuerdings (1891) von Hrn, Schur im 39. Bande 
der mathematischen Annalen dargelegt worden. Vor allen Dingen 
aber muss ich hier auf die systematische Ableitung der ganzen Theorie 
aufmerksam machen, welche Hr. Pasch in seinen Vorlesungen iiber 
neuere Geometrie (Leipzig 1882) gegeben hat. Das Buch von Pasch 
ist um so bemerkenswerther, als er mit seinen streng logisch geglie- 
derten Entwickelungen iiberall ausdriicklich an die empirisch gegebene 
Raumanschauung ankniipft, so dass diejenige Auffassung der Geometrie, 
welche im vorliegenden Berichte vertreten wird, hier im Zusammen- 
hange zur consequenten Darstellung gelangt. Die Axiome der abstracten 
projectiven Geometrie sind im Anschlusse an Pasch in den letzten 
Jahren von verschiedenen italienischen Geometern weiter zergliedert 
worden. Eine eigenartige Darstellung fanden dieselben in dem bereits 
genannten Buche von Veronese: der Verfasser formuliert seine Vor- 
aussetzungen so allgemein, dass er beim Uebergange zur metrischen 
Geometrie neben dem einfachen elliptischen Raume von vornherein den 
sphirischen Raum mit erhiilt. Die Abstractheit ist hier auf die Spitze 
getrieben, indem die Betrachtung immer mit den allgemeinsten Ueber- 
legungen anhebt; ich finde es dusserst schwer, dem Gedankengange 
des Verfassers auch nur ein Stiick weit zu folgen. 

Zweitens wiinsche ich tiber die Hinfiihrwng der Zahlen in die pro- 
jective Geometrie hier einiges zu sagen. Der Process ist meines Er- 
achtens im Princip genau derselbe wie im Falle der metrischen Geo- 
metrie, dass man niimlich zuerst eine Scala auf gegebener gerader 
Linie empirisch construirt, diese so weit als méglich unterabtheilt 
und schliesslich eben diejenigen Stetigkeitsaxiome einfiihrt, von denen 
oben die Rede war. Der iussere Unterschied besteht natiirlich, dass 
man jetzt von drei Punkten der Geraden ausgehen muss, denen man 
(willkiirlich) die Zahlen 0, 1, co zuweist, — wihrend die metrische 
Scala mit zwei beliebigen Punkten beginnt, welche 0 und 1 genannt 
werden. Dies hat aber mit der Plausibilitdt der Stetigkeitsaxiome, wie 
ich es nennen méchte, gar nichts zu thun; es geniigt, sich wirklich 
einmal eine projective Scala (empirisch) zu construiren, um zu sehen, 
dass die Theilpunkte fiir das beobachtende Auge bald so eng zusam- 
menriicken, dass sie nicht mehr unterschieden werden kénnen*). Ich 
habe daher auch nie verstehen kénnen, wesshalb Pasch in seinem 
Buche, in dem er iibrigens die projective Einfiihrung der Zahlen voll- 
standig zur Durchfiihrung bringt, vor Einfiihrung der Stetigkeitsaxiome 


*) In der That ist ja auch die gewdhnliche metrische Scala der Euklidischen 
Geometrie direct ein Specialfall der projectiven Scala. 
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einen Abschnitt tiber Congruenz der Figuren einschaltet und die ge- 
nannten Axiome dann an die metrische Scala anschliesst; man ver- 
gleiche hierzu die Erliuterungen, welche Hr. Pasch spater (1887) im 
30. Bande der mathematischen Annalen iiber diesen Punkt gegeben 
hat. Die Herren Lindemann und Killing haben sich denn auch in 
ihren bereits genannten Lehrbiichern diesem Verfahren nicht ange- 
schlossen. Uebrigens soll nicht unerwihnt bleiben, dass der erste, 
welcher die projective Einfiihrung der Zahlen auf der geraden Linie 
in streng logisch gegliederter Weise zur Darstellung gebracht hat, de 
Paolis gewesen ist (Memorie della Accademia dei Lincei, ser. 3, vol. 9, 
1880—81). 

Die so skizzirten Bemerkungen iiber die Einfiihrung der Zahlen 
in die projective Geometrie bediirfen natiirlich, um mit dem Friheren 
in Uebereinstimmung zu sein, der bestimmten Einschrinkang, dass 
alle in Betracht kommenden Constructionen und Ueberlegungen zu- 
nichst nur im begrenzten Raumstiick angestellt werden sollen. Dann 
ist die Bahn frei, um beim Uebergang zur Metrik eine der drei még- 
lichen Maassbestimmungen nach Belieben aufzustellen und iiberhaupt 
fiir den unbegrenzten Raum hinterher alle die topologischen Méglich- 
keiten zu discutieren, die wir oben genauer bezeichneten. 

Nun noch ein paar lose Ausfiihrungen, die mit diesen projectiven 
Theorieen in Verbindung stehen. 

Die Herren Minkowski und Hilbert haben der Frage der mit 
der projectiven Geometrie vertriiglichen metrischen Geometrie letzthin 
eine sehr merkwiirdige Wendung gegeben. Es seien 2, y, 2 gewohn- 
liche Paralleleoordinaten. Minkowski ersetzt dann (vergl. seine Geo- 
metrie der Zahlen, Heft 1, Leipz. 1896) den iiblichen Ausdruck fiir 
den Abstaud zweier Punkte 2, y,2 und %, Y, 2 durch irgend eine 
homogene Function ersten Grades der beigesetzten Differenzen: 


Q(% — Ly, Y— Yo, 2 — 4), 


welche, gleich Constans gesetzt, in x, y, 2 als laufenden Coordinaten 
eine nirgends concave Flache darstellt. Es gilt dann immer noch der 
Satz (wie Minkowski nachweist), dass die gerade Linie die kiirzeste 
Linie zwischen zwei beliebigen ihrer Punkte ist. Bewegungen des 
Raumes aber giebt es, allgemein zu reden, nicht mehr, abgesehen von 
den dreifach unendlich vielen Parallelverschiebungen. Man muss die 
Entwickelungen von Minkowski selbst nachlesen, um zu sehen, dass 
dieser allgemeine Ansatz zu sehr bemerkenswerthen geometrischen Fol- 
gerungen hinfihrt. Herr Hilbert hat die Frage umgekehrt, indem er 
verlangt die allgemeinste Maassbestimmung anzugeben, bei welcher die 
gerade Linie uneingeschriankt kiirzeste Linie ist. Er findet, dass man 
diese Maassbestimmung aus den Doppelverhiltnissen der projectiven 
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Geometrie erhilt, wenn man statt der Fliche zweiten Grades, welche 
Cayley benutzt, irgend eine nirgends concave geschlossene Fiche als 
Fundamentalfiiche zu Grunde legt. Minkowski’s Maassbestimmung 
ist hiervon ein Grenzfall. Im Allgemeinen gibt es bei Hilbert itiber- 
haupt keine Bewegungen. 

Eine andere Frage, welche allgemein interessiren muss, ist, welche 
Stellung Helmholtz zur projectiven Begriindung der nichteuklidischen 
Geometrie eingenommen hat. Das typische projective Denken (im Sinne 
von Staudt’s) hat Helmholtz vermuthlich ganz fern gelegen. Man muss 
sich vergegenwirtigen, dass man in jenen Jahren, in welche Helmholtz’ 
eigentliche mathematische Productivitit fallt, die projective Geometrie 
noch durchgangig als eine Specialitiit betrachtete; die Ueberzeugung 
von ihrer grundlegenden Bedeutung fiir alle geometrische Speculation 
war noch keineswegs allgemein durchgedrungen. Es kann auch sein, 
dass Helmholtz nach seiner naturwissenschaftlichen Gewdhnung, die 
Dinge immer in concreto zu sehen, der bei der projectiven Geometrie 
zu Grunde liegenden Abstraction von vorneherein abgeneigt war. In 
der Kinleitung zu seiner Géttinger Note (1868) weist er eine Begriin- 
dung der Geometrie, welche die Eigenschaften des Sehraumes voran- 
stellt, geradezu zuriick, ,,weil doch auch der Blinde richtige Raum- 
vorstellungen gewinnen kénne“.! Hiermit contrastirt nun in interes- 
santer Weise, dass Helmholtz durch seine ausgedehnten optischen Unter- 
suchungen von selbst immerzu veranlasst ist, projective Fragen in 
Betracht zu ziehen, die er bald mit selbstgeschaffenen Hiilfsmitteln lést, 
bald aber auch nur mit allgemeinem Raisonnement behandelt. 

Was insbesondere die projective Erfassung der Lobatschewsky’schen 
bez. Riemann’schen Geometrie angeht, so finden sich die ausfiihrlich- 
sten Aeusserungen in dieser Richtung in seinem populiren Vortrage 
iiber ,,Ursprung und Bedeutung der geometrischen Axiome“, der im 
dritten Hefte der beziiglichen Sammlung (Braunschweig, 1876) abge- 
druckt ist. Fiir den Raum constanter negativer Kriimmung benutzt 
er dort in der That mit Vorliebe Beltrami’s ,,Sphiirisches Abbild“ 
(1868) (bei welchem der genannte Raum nach seiner ganzen Erstreckung 
in das Innere einer Kugei des Euklidischen Raumes abgebildet wird, 
und zwar derart, dass seinen geraden Linien die geraden Linien des 
Euklidischen Raumes entsprechen). Bei dieser Abbildung verwandelt 
sich bekanntlich Lobatschewsky’s Geometrie in diejenige Cayley’sche 
Maassbestimmung, welche die begrenzende Kugel als absolute Fliche 
benutzt; der Unterschied ist nur, dass im Anschluss an Cayley zum 
Fundament wird, was bei Beltrami ein blosses Mittel der Veranschau- 
lichung ist, womit zusammenhingt, dass nicht schon Beltrami zur Er- 
fassung einer projectiven Begriindung der nichteuklidischen Geometrie 
gelangt ist. Von Cayley und den sich anschliessenden Entwickelungen 
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ist nun bei Helmholtz nirgends die Rede; er hat, wie es scheint, davon 
nie Notiz genommen. Trotzdem erfasst er das ,,kugelférmige Abbild“ 
als etwas wesentliches; er sucht sich den Kindruck klar zu machen, 
den ein Beobachter gewinnen miisste, der, mit Euklidischem Augen- 
maasse ausgestattet, die nichteuklidischen Bewegungen starrer Kérper 
innerhalb des genannten Abbildes betrachten wiirde. Diese Bewegungen 
erweisen sich dabei natiirlich als Collineationen, welche die fundamen- 
tale Kugel festlassen; die Kugel ist wie eine undurchdringliche, oder 
richtiger gesagt: unerreichbare Wand, an welche die Bewegungen zwar 
beliebig nahe heranbringen, welche man aber nie wirklich beriihrt. 
Helmholtz versucht es, diese Sache zu veranschaulichen, ohne von dem 
Worte ,,Collineation“ Gebrauch zu machen. Zu dem Zweck construirt 
er eine Analogie; er fingirt einen Beobachter, der, mit Euklidischem 
Augenmaass ausgestattet, den Euklidischen Raum und die in diesem 
stattfindenden Bewegungen durch eine Concavlinse betrachtet. Die 
Sache ist dann in projectiver Ausdrucksweise folgende: der Euklidische 
Raum unterliegt vermége der an der Linse stattfindenden Strahlen- 
brechung einer bestimmten Collineation (einer ,,Reliefperspective“‘), 
vermoge deren die unendlich ferne Ebene auf den Beobachter zu ins 
Endliche geriickt erscheint; es ist also in der That dieser Vergleichs- 
punkt vorhanden, dass das Gesichtsfeld nach vornehin durch eine Wand 
wie abgeschlossen erscheint. Darum bleibt aber doch, wie man leicht 
bemerkt, ein wesentlicher Unterschied bestehen. Die in Rede stehende 
Wand ist eben kein Stiick einer Kugelfliiche, sondern eine richtige 
Ebene, und in Uebereinstimmung hiermit ist die abgeidinderte Maass- 
bestimmung, welche unser Beobachter wahrnimmt, nach wie vor eine 
Euklidische, d. h. eine parabolische Maassbestimmung, welche einen in 
der ebenen Wand gelegenen imaginiren Kegelschnitt als fundamentales 
Gebilde benutzt. — Noch interessanter gewissermassen (als eine Mi- 
schung von wahr und falsch) ist, was Helmholtz iiber den Fall des 
positiven Kriimmungsmaasses sagt. Er stattet zuniichst den eben ein- 
gefiihrten Beobachter mit einer Convexbrille aus, was allerdings we- 
niger gut passt, weil dadurch die in Rede stehende Wand (die Flucht- 
ebene der Reliefperspective) nicht weggeschafft wird, wie es eigentlich 
der Fall sein sollte, sondern nur hinter den Beobachter gelegt wird. 
Dann wieder bemerkt er mit iiberraschender Deutlichkeit, dass der 
Hintergrund des Gesichtsfeldes im Falle positiven Kriimmungsmaasses 
durch den eigenen Hinterkopf des Beobachters gegeben sein wiirde. 
Man kann die Verhiiltnisse, wie sie sich im (einfachen) elliptischen 
Raume gestalten, nicht iiberzeugender schildern, als durch diese An- 
gabe geschieht. Die Sache stimmt allerdings auch im sphirischen 
Raume, aber doch nur in complicirterer Weise, indem nimlich die 
Visirlinien, welche vom Auge des Beobachters ausgehen, ehe sie er- 
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neut, von hinten kommend, sich im Ausgangspunkte kreuzen, vorher 
alle im sphirischen Gegenpunkte des Beobachters zusammentreffen: 
das ist eine so wesentliche Sache, dass ein Naturforscher, der den Her- 
gang schildert, sie unméglich unerwihnt lassen kann. Helmholtz ist 
ist aber trotzdem nicht zur Erfassung des einfachen elliptischen Rau- 
mes durchgedrungen; vielmehr reproducirt er 1. c. weiterhin ungeiandert 
den alten (aber falschen) Satz, dass sich im Raume positiver Kriim- 
mung zwei geoditische Linien, wenn sie sich tiberhaupt schneiden, 
nothwendig in zwei Punkten schneiden miissen! 

Fassen wir zusammen, so werden wir sagen diirfen, dass sich hier 
auf dem Gebiete der projectiven Geometrie ein ganz fbnliches Bild 
ergibt, wie bei den Untersuchungen iiber die Grundlagen der metri- 
schen Geometrie, dass nimlich Helmholtz hier wie allerwirts in genialer 
Weise die richtigen allgemeinen Gesichtspunkte erfasst, dass aber die 
Einzelausfiihrung nur wenig befriedigt. Der grosse Namen von Helm- 
holtz kann durch solche Bemerkungen nicht herabgemindert werden; 
die Wissenschaft aber hat Gewinn, wenn die historische Kritik ver- 
sucht, auch in solchen ausserordentlichen Fallen Licht und Schatten 
richtig zu vertheilen. 


Gottingen, den 1. October 1897. 











Preisaufgabe der Firstlich Jablonowski'schen Gesellschaft. 
(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft, Leipzig im Mirz 1898.) 


Fir das Jahr 1901 
schligt die Gesellschaft als Preisaufgabe vor: 


die Theorie der quadratischen Differentialformen in einem 
wesentlichen Punkte zu vervollkommnen. 

Die Theorie der quadratischen Differentialformen, welche von 
Riemann angebahnt und namentlich von Christoffel und Lipschitz 
weitergefiihrt worden ist, hat durch neuere Untersuchungen in der 
Geometrie, der Dynamik und der Theorie der Transformationsgruppen 
eine erhebliche Bedeutung gewonnen, und jeder Fortschritt in jener 
Theorie wiirde auch hier einen Gewinn bedeuten. Indem die Gesell- 
schaft wiinscht, dass die Theorie der quadratischen Differentialformen 
in einem wesentlichen Punkte vervollstiindigt werde, lenkt sie die 
Aufmerksamkeit der Bewerber besonders auf die durch Lie’s Forschungen 
angeregte Frage nach der Natur und den Higenschaften der Formen, 
welche continuirliche Gruppen von Transformationen gestatten. Fiir 
den Specialfall » 3 hat neuerdings Bianchi*) werthvolle Beitrige 
geliefert: es ist zu hoffen, dass die Darstellung der Kriterien fiir die 
Zugehérigkeit einer gegebenen Form zu einem bestimmten ‘'ypus in 
invarianter Form gelingen, und dass das Studium der in den betreffen- 
den Raéumen herrschenden Geometrien sich als lohnend erweisen werde. 

Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besondern Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 
anderen Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzdsischer 
Sprache zu verfassen, miissen einseitig geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Umschlage be- 
begleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trigt, 


*) Memoire della Societa Italiana delle Scienze, Ser, Ill* T. XI, 1897, 
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inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebvt. Jede Be- 
werbungsschrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse 
enthalten, an welche die Arbeit fiir den Fall, dass sie nicht preis- 
wiirdig befunden wird, zuriickzusenden ist. Die Zeit der Einsendung 
endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die Zusendung 
ist an den derz. Secretar der Gesellschaft zu richten. Die Resultate 
der Priifung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger 
Zeitung im Mirz oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 
Die gekrénten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 

















Benecke’sche Preisstiftung. 


(Mitgetheilt von der philosophischen Facultiit der Georg-Augusts-Universitit in 
Géttingen in den Nachrichten der k, Gesellschaft d. Wissenschaften zu Gdttingen 
vom Mirz 1898.) 


Aufgabe fiir das Jahr 1901. 


yAls allgemein geltende Grundlage fiir die mathematische 
Behandlung der Naturerscheinungen ist lange Zeit hindurch 
das Princip der Stetigkeit oder noch specieller die Darstellung 
durch unbeschrinkt differentiirbare Functionen angesehen 
worden. Diese Grundlage wurde von den Erfindern der 
Differential- und Integralrechnung als etwas Selbstverstiind- 
liches eingefiihrt; die Fortschritte der mathematischen 
Forschung haben aber je linger je mehr gezeigt, dass dabei 
eine sehr grosse Zahl stillschweigender Voraussetzungen zu 
Grunde lag, zu denen man bei der immer vorhandenen 
Ungenauigkeit unserer sinnlichen Wahrnehmungen keines- 
wegs gezwungen ist. Auch tritt mit dem genannten An- 
satze die Annahme der molecularen Constitution der Materie 
von vornherein in Widerspruch. Die Facultiit wiinscht eine 
von actuellem wissenschaftlichen Interesse getragene Schrift, 
welche die hier in Betracht kommenden Fragen in allgemein 
verstindlicher Weise darlegt und die Zuliissigkeit bezw. 
Zweckmissigkeit der iiblichen Darstellung einer eingehenden 
Priifung unterwirft. Die Schrift kann mehr nach mathe- 
matischer oder philosophischer und psychologischer Seite 
ausholen; historische Studien sind erwiinscht werden aber 

nicht verlangt“. 
Bewerbungsschriften sind in einer der modernen Sprachen abzufassen 
und bis zum 31. August 1900, auf dem Titelblatt mit einem Motto 
versehen, an uns einzusenden, zusammen mit einem versiegelten Briefe, 
der auf der Aussenseite das Motto der Abhandlung, innen Namen, 
Stand und Wohnort des Verfassers anzeigt. In anderer Weise darf 
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der Name des Verfassers nicht angegeben werden. Auf dem Titel- 
blatte muss ferner die Adresse verzeichnet sein, an welche die Arbeit 
zuriickzusenden ist, falls sie nicht preiswiirdig befunden wird. Der 
erste Preis betrigt 3400 M., der zweite 680 M. 

Die Zuerkennung der Preise erfolgt am 11. Mirz 1901 in 6ffent- 
licher Sitzung der philosophischen Facultét zu Gottingen. Die ge- 
krénten Arbeiten bleiben unbeschranktes Eigenthum ihres Verfassers. 
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